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Grorces HAL PHEN 


Par M. Camizze JORDAN. 


Journal de mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. 3, p. 345-357; 
1889. 


- Notre collaborateur et ami, M. Georges Halphen, a succombé, le 


_ 21 mai dernier, aux atteintes d’une maladie imprévue qui est venue le 


frapper dans toute la force de son talent. 

La franchise et la loyauté de son caractère lui avaient fait des amis 
sincères de tous ceux qui le connaissaient; mais ils ne sont pas seuls à 
s'affliger d’une perte à laquelle aucun de ceux qui s'intéressent aux 
sciences ne saurait rester indifférent. | 

Les liens d’affection qui nous unissaient ét la part importante qu'il 
a prise à ce Journal nous font un devoir de retracer, en quelques 
lignes, une carrière si courte et si bien remplie. 

Il était né à Rouen le 30 octobre 1844. Après de brillantes études 
au lycée Saint-Louis, il entra à l'École Polytechnique en 1862 et en 
sortit, deux années après, comme officier d’arullerie. I prit part en 
cette qualité à la guerre de 1870-1831 et fut décoré pour action 
d'éclat sur le champ de bataille de Pont-Noyelles. 

En 1852, il épousa M'® Aron. Six enfants (!) sont nés de cette 
heureuse union, qu'aucun nuage ne vint jamais assombrir. À défaut 
d’une longue existence, Halphen aura eu du moins le bonheur inesti- 
mable de trouver dans la douce intimité de son foyer une consolation : 


dans les peines de la vie et un encouragement pour ses travaux. 





ire) ù : + | 
(:) Un septième a vu: le jour après la mort de son père. 
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En 1853, il entra à l'École Polytechnique comme répétiteur, fonc- 
tion qu'il exerça pendant quatorze ans. Chargé en outre des examens 
d'admission pendant les trois dernières années, 1l laissa, dans ce trop 
court passage, le souvenir d’un examinateur incomparable. 

En 1886, il fut élu membre de l’Académie des Sciences, à la presque 
unanimilé des suffrages. | | 

L'année suivante, il se décida à quitter l'École Polytechnique pour 
prendre un service plus actif dans l’armée. Cette détermination 
inspira un peu d'inquiétude à quelques-uns de ses amis. Ils se deman- 
daient si ces nouvelles fonctions ne l’obligeraient pas à ralentir son 
activité mathématique, et si l'acquisition faite par l’armée d’un excel- 
lent officier serait une compensation suffisante au dommage à craindre 
pour la science. Qu'auraient-ils dit, s'ils avaient pu prévoir que, 
consacrant les jours à ses devoirs professionnels et les nuits à ses 
travaux scientifiques, leur pauvre ami, accablé sous cette tâche 
écrasante, serait si promptement ravi à leur affection ! 

Mais il ne mourra pas tout entier. Les œuvres qu'il a laissées 
feront vivre son nom tant qu'il y aura des mathématiques. 

Son premier travail, Sur l'intégration des équations linéaires 
date de 1864; mais c’est seulement en 1869 qu’il commença à 
donner sa mesure par ses recherches sur la géométrie énumérative. 
Cette branche de la science, alors toute nouvelle, a pour but de 
dénombrer les figures d’une espèce déterminée qui satisfont à un 
système de conditions donné. 

La première question traitée par Halphen dans cet ordre d’idées 
est la suivante : « Trouver le nombre des droites communes à deux 
congruences données ». [l la résolut par une formule aussi simple 
qu'élégante. 

Enhardi par ce premier succès, il aborda l’étude des systèmes de 
coniques, qui formait alors le principal objet de cette géométrie 
nouvelle. On s’occupait surtout de rechercher combien, dans un 
système de coniques défini par quatre conditions, il ÿ en à qui salis- 
fassent à une nouvelle condition donnée. 

M. de Jonquières avait montré le premier que, dans un grand 


nombre de cas, le nombre cherché est égal à au, 1 désignant l’ordre 
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du système de coniques et + un autre entier ne dépendant que de la 
nouvelle condition. Chasles, qui s'était jeté avec une véritable passion 
dans cette recherche, à laquelle il a consacré toute la fin de sa vie, 
avait obtenu par induction la formule plus générale au + 8, u etv 
désignant l’ordre et la classe du système, x et 5 deux enters ne 
dépendant que de la nouvelle condition. Les exemples fournis à l'appui 
de cette formule étaient si nombreux et si variés que personne ne 
doutait plus qu’elle fût générale, bien qu'aucune démonstration tout 
à fait concluante n’en eût encore été apportée. 

Halphen entreprit de chercher cette démonstration; en 1853, il 
crut même y être parvenu. C’est ainsi qu'Abel préludait à ses immor- 
tels travaux sur les équations algébriques en essayant en vain de 
résoudre l’équation du cinquième degré. La question présente était 
sgéomètres éminents cédaient à la 
même époque à une illusion toute semblable. [ nous suffira de 


d’ailleurs si délicate que plusieurs 


nommer Clebsch et M. Linaemann, qui s’est illustré depuis par sa 
découverte de la transcendance du nombre +. 
Halphén ne tarda pas à s'assurer que certains cas singuliers 


échappaient à sa démonstration. ÎE n’était pas homme à reconnaître 


une erreur sans s'occuper aussitôt de la réparer. Il découvrit bientôt 


que ces exceptions étaient dues à la présence dans le système d’une 
variété de coniques dégénérées dont lexistence n'avait pas été 
soupçonnée avant lui, ce qui lui permit de fixer avec précision dans 
quels cas les formules de Jonquières et de Chasles sont applicables. 
[l parvint enfin à la détermination complète du nombre des coniques 
satisfaisant à cinq conditions quelconques. Ce nombre s'exprime 
symboliquement par un produit de cinq facteurs, dont chacun ne 
dépend que d’une seule des conditions données. 

Ce beau théorème, si différent de ce qu’on avait pu prévoir, tran- 
chait définitivement: cette question si longtemps controversée, 
Halphen pouvait désormais aborder de nouveaux champs de 
recherches. 

La théorie des points singuliers fixa la première son attention. 
Cette étude, si importante à la fois pour la géométrie et pour l’ana- 


lyse, était encore peu avancée, On avait bien analysé l'influence des 


VILLE GEORGES HALPHEN. 


« singularités ordinaires »; mais il restait beaucoup à dire sur les 
singularités plus complexes. Parmi les géométres éminents qui se 
sont attachés à élucider ces questions, Halphen se mit au premier 
rang. Fidèle à son habitude constante de creuser tous les sujets qu'il 
touchait et de ne rien laisser d’inachevé, il n’y consacra pas moins 
de quinze mémoires où sont traités successivement tous les points 
principaux de la théorie. Parmi les résultats aussi nombreux que 
variés qu'il a obtenus, nous nous bornerons à citer : 

la détermination du nombre des intersections de deux courbes 
absorbées par un point singulier ; 

celle de labaissement produit dans la classe et dans le genre 
d’une courbe par la présence d’un point singulier ; 

deux démonstrations nouvelles et directes de la loi de la conserva- 
tion du genre dans les transformations birationnelles ; 

deux méthodes nouvelles pour transformer une courbe quelconque 
en une autre qui n'ait plus que des singularités ordinaires ; 

la découverte de la loi régulière suivant laquelle varient les ordres 
et les classes des développées successives d’une courbe; 

enfin la détermination sur une courbe algébrique du nombre des 
points qui satisfont à une équation différentielle donnée. 

En 1835, Halphen étendit la solution de ce dernier problème aux 
courbes gauches. Îl annonçait en même temps être en masure de 
traiter la même question pour les surfaces; mais, entraîné vers d’au- 
tres recherches, il se borna à donner un exemple, en assignant le 
degré de la ligne des points paraboliques. | 

C'est, en effet, l’année suivante, qu’il présentait à la Faculté des 
Sciences de Paris sa mémorable thèse sur les invariants différen- 
tiels. Il donne ce nom aux expressions différentielles qui se repro- 
duisent à un facteur près par une transformation homographique. 
Partant de cette définition, il expose un procédé qui permet de les 
construire successivement sans en omeltre aucun. 

Un auire travail, qui suivit de près le premier, contient l'extension 
de ces principes aux invariants différentiels des courbes gauches. 
Comme application de cette théorie, 1l forme les équations différen- 


tielles des cubiques planes et gauches, des courbes biquadratiques, 
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des lignes tracées sur des surfaces du second degré, etc. Ces exemples 
de calcul sont loin de donner une idée suffisante de la portée d’un 
travail par lequel la notion de l’invariance, déjà si féconde en algèbre 
et en géométrie, se trouvait transportée dans le calcul infinitésimal ; 
mais un nouveau mémoire d'Halphen ne tarda pas à la mettre en 
pleine lumière. 

L'Académie des Sciences avait proposé. comme sujet du Grand 
prix des sciences mathématiques pour 1880 la question suivante : 
« Perfectionner en quelque point important la théorie des équations 
différenuelles linéaires à une seule variable indépendante. » Ce 
concours restera célèbre à plus d’un titre; car c’est alors que les fonc- 
tions fuchsiennes firent leur première apparition sous la plume de 
M. Poincaré. Halphen, de son côté, s’était proposé de déterminer les 
équations Hnéaires réductubles par un changement de variables aux 
formes que l’on sait intégrer. Nous ne saurions mieux faire pour 
donner une idée de ce grand, travail que de reproduire: le texte du 
rapport de M. Hermite : 

« Dans les travaux dont la théorie des équations différentielles a 
été récemment l’objet, on a eu principalement en vue d'obtenir l’inté- 
orale dans les cas où elle peut s’exprimer par des fonctions uniformes 
de la variable. Les belles découvertes de M. Fuchs, qui ont joué 
le principal rôle dans ces recherches, servent également de base pour 
l'étude plus profonde et plus difficile entreprise par l’auteur du 
mémoire n° 1. Il part de ce fait que la transformée d’une équation 
différentielle hinéare obtenue en substituant à la variable indépen- 
dante une fonction quelconque d’une nouvelle variable est une 
équation linéaire de même ordre, et qu'il en est de même si l’on mul- 
tiphie l’inconnue par une seconde fonction arbitraire de cette nouvelle 
variable. Cela étant, l’auteur se propose de déterminer ces deux fonc- 
tions de manière que l’équation transformée soit à coefficients cons- 
tants, ou bien soit intégrable au moyen de fonctions uniformes, 
simplement rationnelles, ou doublement périodiques. Ces questions 
sont, comme l’on voit, aussi importantes que difficiles; la solution 
complète et générale qui est exposée dans le mémoire montre un 


talent mathématique de l’ordre le plus élevé. Rien n’est plus intéres- 
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sant que de voir s’introduire, ‘dans cette recherche de calcul intégral, 
les notions algébriques d’invariants qui ont pris naissance dans la 
théorie des formes, et ces nouvelles combinaisons faire apparaître 
les éléments cachés d’où dépend, sous ses diverses formes analyti- 
ques, l'intégration d'une équation donnée. C’est à M. Laguerre qu'est 
due l’idée ingénieuse et profonde des invariants et coyariants des 


équations différentielles linéaires ; il en a tiré, pour les équations du 


troisième et du quatrième ordre, plusieurs beaux théorèmes, et 


M. Brioschi s’est aussi occupé avec succès du même sujet; mais l’au- 
teur du mémoire que nous analysons en a encore mieux fait ressortir 
toute l'importance. Il y joint une considération qui joue également 


dans ses recherches un rôle essentiel, c’est celle du genre d’une 


‘équation algébrique entre deux variables, introduite en analyse par 


Riemann et qui est si souvent employée dans les travaux de notre 
époque. Des applications exposées avec tous les détails nécessaires 
offrent un grand nombre de résultats entièrement nouveaux,et du 
plus haut intérêt. Nous nous bornerons à citer comme particulière- 
ment remarquables des équations du troisième et du quatrième ordre 
contenant un paramètre arbitraire, puis d’autres, d'ordre impair, se 
rattachant à la division de l'argument dans les fonctions elliptiques, 
dont la solution, qui n’est pas une fonction uniforme, est obtenue 
par ces transcendantes. Nous jJugeons que ce mémoire a ajouté à la 
théorie des équations différentielles Hinéaires des méthodes générales 
et des résultats d’une haute importance, et qu'il est digne du Grand 
prix des sciences mathématiques. » 

Encouragé par cette haute approbation, Halphen poursuivit ses 
recherches dans ses mémoires S'ur les invariants des équations 
différentielles du quatrième ordre et Sur un problème concernant 
les équations différentielles linéarres. L'objet de ces travaux est de 
rechercher le parti qu'on peut tirer pour l'intégration du fait que 
l’on connaîtrait la valeur d’une fonction entière et homogène de ses 
solutions. | | 
_ Le jugement de l'Académie décernant à Halphen le Grand prix 
des sciences mathématiques était à peine rendu lorsque l’Académie 


de Berlin. proposa comme sujet de concours pour le prix Steiner :- 
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« La solution d’une question importante dans la théorie des courbes 
gauches algébriques ». Halphen, qui avait déjà publié en 1850 une 
première note sur la classification de ces courbes, revint à cette 
occasion sur son œuvre de jeunesse et envoya au concours un 
mémoire étendu sur ce sujet aussi difficile qu'important. Cette clas- 
sification avait été poussée avec peine jusqu'aux courbes du sixième 
- degré; Halphén établit les principes qui manquaient pour aller plus 
loin et montra toute l'excellence de sa méthode en donnant à utre 
d'exemple le tableau complet des courbes des vingt premiers degrés 
et des courbes de dégré 120. L'Académie ne pouvait hésiter à récom- 
penser ce beau travail, qui fut couronné conjointement avec un 
mémoire de M. Nüther. 

En dehors de ces œuvres maîtresses, Halphen trouvait encore 
le temps de produire de nombreux mémoires sur des sujets variés 
de géométrie ou d’arithmétique et surtout sur la théorie des séries. 
Nous,ne nous y arrêterons pas, car nous avons hâte d'arriver à la 
dernière évolution de ce grand esprit. 

Après son élection à l'Académie des Sciences au commencement 
de 1836, Halphen porta toute son activé sur les fonctions ellipti- 
ques. Leur théorie lui était dépuis longtemps familière; 1l en avait 
fait d’heureuses applications à lintégration de certaines classes 
d'équations linéaires, à des problèmes variés de géométrie, à l'étude 
de la courbe élastique; mais 1l voulut aller plus loin et doter la 
France d’un traité complet, au courant des derniers progrès de la 
science, et où les applications trouvassent enfin, à côté de la théorie 
générale, la place qui leur est due à tant de titres. Deux volumes de 
ce grand ouvrage parurent coup sur coup avec une incroyable rapi- 
dité et dépassèrent encore l'attente des géomètres. Restait un troi- 
sième et dernier volume où devaient se trouver exposées les 
applications à l'algèbre et à la théorie des nombres. C'était la partie 
la plus ardue de la tâche, et notre pauvre ami s’y livrait avec un 
acharnement qui devait lui être fatal. Déjà le travail de préparation 
approchait de son terme; mais Halphen, croyant pouvoir compter 
sur l'avenir, avait remis à plus tard le soin de la rédaction. Les deux 


premiers chapitres sont seuls achevés; de tout le reste de cetimmense 


ea qu un monceau ide calculs épars 6 


ef 


e. tout texte explicatif, ‘al exception de use rares ent 
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( ) Ces débris, pieusement recueillis, ont été joints aux deux premiers chapitres 
LE 

ainsi qu'à un mémoire sur la: multiplication complexe, paru dans le Journal de. 
dcr pour constituer le troisième volume du Traité des fonctions elliptiques. 
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SUR LA RÉDUCTION 


DES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


AUX FORMES INTÉGRABLES (). 


Mémoires présentés par divers savants à l’Académie des Sciences, 
LXXVIIP ES Série nt IR DUT: 


INTRODUCTION 


ET ANALYSE SOMMAIRE DU MÉMOIRE. 


Jusqu’à ces dernières années, la seule catégorie d'équations diffé- 
rentielles linéaires à une variable indépendante pour laquelle les 
géomètres possédassent une méthode générale d'intégration était 
celle des équations à coeflicients constants (?). Ce sont encore là les 
seules équations dont la forme purement extérieure montre immé- 


(:) Mémoire présenté à l’Académie des Sciences pour répondre à la question pro- 
posée : « Perfectionner en quelque point important la théorie des équations diffé- 
rentielles linéaires à une seule variable indépendante. » Grand prix des Sciences 
mathématiques, année 1880. 

(2?) J’omets ici, comme se rattachant trop immédiatement à l’équation à coeffi- 
cients constants, l’équation de Legendre 

n TEL V 
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diatement qu’elles se peuvent intégrer. Mais on en connaît main- 
tenant d’autres, pour lesquelles existent des méthodes d'intégration 
générales et sûres : les caractères distinctifs de ces équations ne sont 
plus de nature à être aperçus du premier coup d’œil, mais peuvent 
être reconnus cependant par des opérations purement algébriques. 
Ce caractère consiste en ce que l'intégrale générale est une fonction 
uniforme de la variable indépendante. | 

C’est par l'étude des points singuliers de l’équation que l’on 
reconnaît, d'une manière certaine, si ce caractère existe ou non. S'il 
existe, l'équation peut être intégrée. On peut, en effet, représenter 
alors l'intégrale générale par le quotient de deux fonctions synec- 
tiques, dont l’une, la fonction dénominateur, se trouve immédia- 
tement (!),et l’autre, la fonction numérateur, pourra être développée 
au moyen de l'équation différentielle (?). L’équation est ainsi inté- 
grée, puisque son intégrale générale est représentée par une seule et 
même fonction, quotient des précédentes, pour toutes les valeurs de 
la variable. En général, cette intégrale est une fonction nouvelle. 
Mais, dans des cas particuliers, on la sait exprimable par les fonctions 
introduites antérieurement dans l'analyse. Ces cas sont au nombre 
de deux. 

Le premier de ces cas est celui où l'intégrale générale est uni- 
forme, non seulement pour toutes les valeurs finies de la variable, 
mais encore pour les valeurs infinies. Cette circonstance se recon- 
naît encore sur l'équation par des procédés certains, les mêmes 
que pour les valeurs finies. Quandil en est ainsi, on peut conclure (#) 
que cette intégrale est une fonction rationnelle. C’est seulement 
pour une équalion à coefficients rationnels que ce cas peul avoir 
lieu. Le procédé que je viens d'indiquer pour le cas général conduit 
alors à montrer l'intégrale sous la forme même d’une fonction ration- 


nelle. 
Le second cas, tout récemment découvert, est celui où les coeffi- 





(1) Si le nombre des points singuliers cst limité, ce dénominateur est un polynome 
entier. Dans le cas opposé, c’est une fonction que l’on peut construire d’après les 
principes dus à M. Weierstrass. 

(2?) Voyez, à ce sujet, la note récente Sur la théorie dés équations différentielles 
linéaires, par M. Mittag-Leffler (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. XC, p. 218, 2 février 1880). 

(3) Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, 2° édition, p. 206. 


“ 


RÉDUCTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX FORMES INTÉGRABLES. 3 


cients de l’équation sont des fonctions uniformes de la variable 
doublement périodiques et aux mêmes périodes, et où toujours 
l'intégrale générale est uniforme. Quand il en est ainsi, cette inté- 
grale peut être exprimée sous forme finie par des fonctions déjà 
introduites dans l’analyse, les polynomes entiers, la fonction expo- 
nentielle et la fonction H'de Jacobi. Cette découverte, provoquée 
par les travaux de M. Hermite, est due à M. Picard (!). 

On connaît donc, maintenant, trois catégories d'équations différen- 
elles linéaires dont on sait exprimer l'intégrale générale par les 
fonctions antérieurement admises. 

Un des moyens les plus usités pour étendre le champ de nos 
connaissances en calcul intégral consiste dans les changements de 
variables. Par l’emploi de ce moyen, on peut transfornier une équa- 
tion qui ne rentre dans aucune des trois catégories ci-dessus en une 
équation qui appartienne à l’une d'elles. C’est. à de telles transforma- 
tions que le présent mémoire est consacré. Je me suis proposé la 
double question suivante : 


1° Ætant donnée une équation différentielle linéaire à 
variable X, à inconnue Y, reconnaître s'il existe une substi- 
tution 


(1) m=œ(X),. y =YY(X), 


telle que, x et y étant prises pour nouvelle variable et pour 
nouvelle inconnue, l’équation transformée appartienne à l’une 
des trois catégories : 
I. Equations à coefficients constants; 
Il. Equations dont l’intégrale générale est rationnelle; 
IT, £'quations à coefficients doublement périodiques, aux 
mêmes périodes et à intégrale générale uniforme. 


2° Ayant reconnu l'existence de la substitution, effectuer 


l'intégration. 


J’ai réussi à résoudre cette question, et je vais expliquer comment. 





(1) Comptes rendus de l’Académie des Sciences de 1879-1880, passim, et notam- 
ment : Sur une classe d'équations différentielles linéaires (t. XC, p. 128, 19 jan- 
vier 1880), et Sur Les équations différentielles linéaires à coefficients doublement 
périodiques (t. XC, p. 293, 16 février 1880), notes de M. Picard. 
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Mais, pour pouvoir énoncer neltement ma solution, Je dois dire 
quelques mots sur les points critiques et sur les invartants. 

Soit / (x) une fonction de la variable &, et soit à, une valeur initiale 
de cette variable. Si, pour des valeurs de (4_— x) de module inférieur 
à ure certaine limite différente de zéro, f(a) est une fonction 
uniforme (!) de (a —4,), le point à n’est pas un point critique. Le 
point à, est critique quand cette propriété n’a pas lieu. 


Le point à, étant supposé critique, il peut arriver que f(«) soit 
1 


une fonction uniforme de (æ—«$)", m étant un nombre entier. 
Quand il en est ainsi, je dis que 4, est un point critique algébrique, 
et le nombre m, réduit à son minimum possible, est l’ordre de ce 
point critique, 

Si à est liée d’une manière connue à la variable indépendante 
d’une équation linéaire donnée, on peut envisager les intégrales de 
celte équalion comme des fonctions de «; et, par l'emploi des pro- 
cédés usités pour les points singuliers des équations, étudier les 
points critiques de ces fonctions. Ce ne sont pas les points critiques 
des intégrales elles-mêmes qui doivent jouer ici le rôle principal, 
mais surtout les points critiques des rapports des intégrales entre 
elles. On conçoit aisément que l'étude des points critiques des inté- 
grales conduise à la connaissance des points critiques pour la fonc- 
tion / (x), composée avec le rapport de deux intégrales. 

La question que j'ai posée ne peut avoir de solution que s’il s’agit 
d'équations d’ordre supérieur au second. En effet, une équation du 
second ordre peut, théoriquement, être transformée en une équation 
du second ordre arbitraire par une substitution où les fonctions y et d 
seraient convenablement choisies, Mais 1l n’en est plus de même dès 
que l’ordre de l'équation atteint ou surpasse 3. La substitution contient 
deux fonctions arbitraires seulement, et l’on ne peut en disposer de 
manière à donner aux coefficients de l’équation dont le nombre 
surpasse 2 des expressions choisies arbitrairement. On est donc natu- 
rellement conduit à envisager les fonctions des coefficients et de leurs 





ps 


(*) Par ce mot fonction uniforme, j'entends ici une fonction ayant l’aspect d'une 
fonction rationnelle, c’est-à-dire développable sous la forme 


(at — TA + Ba — a) + G(a — a) +...], 


- 


dans laquelle x est un nombre entier, positif ou négatif. 
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dérivées, qui restent inaltérées par toute substitution de la forme 
indiquée, quelles que soient les fonctions © et 4. Ce sont les 1nva- 
riants absolus, qui déjà ont été considérés par M. Laguerre (1), 
par M. Brioschi (?), et précédemment aussi, sous une forme différente 
en apparence, identique au fond, par moi-même (*). 

Ces invariants absolus sont les quotients d’invartants relatifs; 
ces derniers sont des fonctions entières des coefficients de l'équation 
et des dérivées de ces coefficients. Dès qu'on les envisage, on 
reconnaît quil existe, pour chaque ordre, des équations pour 
lesquelles tous les invariants relatifs sont identiquement nuls. A ces 
équations singulières, la théorie dont je vais parler ne s’applique pas. 
Mais elles sont toutes des transformées d’équations différentielles 
linéaires du second ordre, que l’on forme très facilement. Je laisse de 
côté ces équations. 

Cette réserve faite, pour toute équation différentielle linéaire 
d'ordre n 23, j'envisage (n —1) invariants absolus, qui sont des 
fonctions explicitement connues des coefficients de l’équation, et, 
par conséquent, de la variable indépendante X. Je fais abstraction 
de cette variable X, l'éliminant ou la supposant éliminée, et je 
considère uniquement les (n— 2) relations qui existent entre 
les (n —1) invartants. C’est dans ces relations que je trouve les 
éléments propres à la solution de la question proposée. Voici, en 
effet, la solution complète de la première question, résumée sous la 
forme d’un énoncé. 


L Pour qu’il existe une substitution de la forme (1) qui 


A 


conduise à une équation à coefficients constants, IL FAUT ET IL 
suFFir que les invartants absolus sotent des constantes. 


IL. Pour qu’il existe une substitution de la forme (1) qui 


x 


conduise à une équation à intégrale générale rationnelle, ou à 


(1) Sur les équations différentielles linéaires du troisième ordre (Comptes 
rendus, t. LXXXVIIL, 1879, p. 116) et Sur quelques invariants des équations difjé- 
 rentielles linéaires (1bid., p. 224), notes de M. Laguerre. [ Œuvres de Laguerre, 
ENT; p-420,424.] 

(?) Sur les équations differentielles linéaires, lettre de M. Brioschi à M. Laguerre 
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. VII, p. 105). [ Œuvres de 
Brioschi, t. IX, p. 255.] 

(*) Thèse : Sur les invariants différentiels, par M. Halphen. | Œuvres d’Halphen, 


t.H, p.:197.] 
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une équation à coefficients doublement périodiques et à intégrale 
générale uniforme, 1L FAUT MAIS IL NE SUFFIT PAS que les invartants 
soient liés par des RELATIONS ALGÉBRIQUES DU GENRE ZÉRO OU DU 
GENRE 1 (1). 


IT. Sr ces relations sont du genre 1, il est impossible d'obtenir 
une transformée à intégrale générale rationnelle. Soit alors u 
la variable dont les (n—1) invariants peuvent étre considérés 
comme des fonctions uniformes doublement périodiques et aux 
mêmes périodes w, w!. 

Pour qu'il existe une substitution de la forme (1) conduisant 
à une équation à coefficients doublement périodiques et à 1nté- 
grale générale uniforme, 11 rAuUT Er 11 surrir que les rAPporTs des 
intéorales, considérés comme des fonctions de lavariable u, n'aient 
AUCUN POINT CRITIQUE (l'infini non compris). 

On sentira la différence qui existe entre la considération des points 
critiques des rapports des intégrales et celle des points critiques des 
intégrales mêmes, si j'ajoute que : Sr les intégrales elles-mêmes 
n'ont aucun point critique quand on les considère comme des 
fonctions de u, les coefficients de la transformée ont les 
périodes w, w'; dans le cas opposé, les coefficients de la trans- 
formée ont généralement des périodes multiples vw, v'w', les deux 
nombres y, y’ étant des entiers dont un, au moins, diffère de 
l’unité. (I y à un théorème simple et précis qui décide si cette 
circonstance a lieu.) 


IV. Sr les relations entre les invariants sont du genre zéro, 
soit à une variable en fonction de laquelle ces invariants soient 


(1) On dit que (n —:1) quantités sont liées par (7 — 2) relations du genre zéro, 
s’il existe une variable auxiliaire «, en fonction de laquelle ces (7 —1) quantités 
soient rationnellement exprimables. Quand il en est ainsi, il existe une telle va- 
riable à, dont chaque valeur ne correspond qu’à un seul système de valeurs des 
(n—1) quantités. On dit alors que le système des (n — 1) quantités et la variable « 
se correspondent uniformément. On dit que (7 —1) quantités sont liées par 
(n — 2) relations du genre :, s’il existe une variable £ et un radical 


VAL Bé+CE+Di+E— A, 


tels que les (7 —1) quantités soient rationnellement exprimables en fonction de # 


et de A. Dans ce cas, les (7 —1) quantités sont des fonctions uniformes de la va- 
, Save SAR RS dt 
riable w, définie par l'intégrale elliptique w = re 
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rationnellement exprimables et qui leur corresponde unirormé- 
MENT. Pour qu'il existe une substitution de la forme (1) condui- 
sant à une équation dont l’intégrale générale soit rationnelle, 


IL FAUT ET IL SUFFIT :. 


1° Que les rapports des intégrales, envisagés comme des fonc- 
tions de a, n'aient que des points critiques ALGÉBRIQUES, AU NOMBRE 
DE TROIS AU PLUS (y compris. l'infini); 

2° Sr ces points critiques sont au nombre de trois, que leurs 
ordres m, n, p salisfassent à la condition — —- = + ë me à 

V. Si les relations entre les invariants sont du genre zéro; et 
que les conditions IV ne soient pas remplies; 

Pour qu’il existe une substitution de la forme (1) conduisant à 
une équation dont les coefficients soient doublement périodiques 
et dont l'intégrale générale soit uniforme, 1x1 FAUT £r 1L SUFFIT : 


1° Que les rapports des intégrales, envisagés comme des fonc- 

tions de a, n'aient que des points criliques ALGÉBRIQUES, AU NOMBRE 
DE TROIS OU QUATRE (y compris l'infini); 

2° S’il y a trois points critiques, que leurs ordres m, n, p 

’ à 1 J WI I 

satisfassent à la condition — + - + - 

m HE VD 

3° S'il y à quatre points critiques, qu'ils soient tous quatre 
du second ordre. | 


— 1; 


Telle est ma réponse à la première question. Comme on le voit, 
cette réponse est entièrement décisive, et ne fait appel absolument 
qu’à des éléments dont la connaissance s’obtient, sur une équation 
donnée, par des opérations purement algébriques. 


J'arrive maintenant à la seconde question : Ayant reconnu l’exis- 
tence de la substitution, effectuer l'intégration. On pourrait nier 
qu'il y eût là une question à résoudre, si ce n’est pour trouver la 
substitution (1). Et ce n’est pas à la recherche de cette substitution 
que se rapporte la question, car cette substitution se trouve aisément 
dans chaque cas. Il semble donc que l’on doive se borner à dire : La 
substitution étant trouvée, on l’eflectue, puis on applique les 

-méthodes usitées. C’est, en effet, à quoi je me borne dans les cas 
théoriquement les plus simples. Je vais préciser ce que J'entends 
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par là. Qu'il s'agisse, par exemple, d’une équation satisfaisant aux 
conditions de l’énoncé IV. transformable, par conséquent, en une 

9 1 9 
équation à intécerale générale rationnelle. Les cas théoriquement les 
I 5 s 

plus simples sont ceux où les rapports des intégrales n’ont aucun 
point critique. Pour ces cas, il ne me paraît pas qu'il y ait lieu à la 


seconde question. Mas, si les rapports des intégrales ont des points. 


critiques, notamment s'ils en ont trois, la transformation exigerait 
des calculs impraticables, plus propres à masquer la solution qu’à la 
faire découvrir. Il faut intégrer sans transformer l’équation. J'y 
réussis en cherchant, dans l'étude approfondie des points cri- 
tiques, des conditions algébriques auxquelles les intégrales 
satisfont, et en démontrant, dans chaque cas, que ces conditions 
suffisent pour construire les intégrales par des opérations qui 
deviennent indépendantes de l'équation différentielle. On conçoit 
qu'il soit malaisé de préciser davantage une méthode dont le mode 
d'application dépend essentiellement des circonstances; mais les 
nombreux exemples que ce mémoire contient doivent la rendre 
entièrement claire, 

Il en est de même s’il s'agit d’une équation qui se puisse transfor- 
mer en une équation à coefficients doublement périodiques et à inté- 
orale générale uniforme. Dans le cas de l'énoncé II, si les intégrales 
n'ont aucun point critique, Je dois me borner à dire que Jj’effectue la 
transformation et que j’applique ensuite les méthodes, je ne dirai 
pas usitées, puisqu'elles naissent à peine, mais enfin la méthode 
directe dont M. Hermite, M. Picard, M. H. Gylden et M. Mittag-Leffler 
ont donné quelques exemples. 

Si, au contraire, les intégrales ont des points critiques, et que la 
transformation entraîne un changement dans les périodes, cette 
transformation conduirait à des calculs très laborieux et plutôt 
nuisibles. Effectivement, quand il en est ainsi, les intégrales jouis- 
sent de propriétés spéciales qui permettent de les trouver plus 
rapidement par l'emploi d’une méthode analogue à celle dont j'ai 
donné tout à l'heure une idée pour la recherche des intégrales 
rationnelles. | 


Je l'ai déjà fait observer. La question que je me suis posée se. 


rapporte exclusivement aux équations dont l’ordre est supérieur à 2. 
Cependant, si l’on modifie un peu les propositions II, HT, IV et V 
ci-dessus, en leur retirant le caractère absolu qu'elles ont dans 
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l'énoncé, on obtient des propositions applicables aux équations du 
second ordre. Voici ces propositions : 


III bis. Soit une équation différentielle linéaire à coefficients 
uniformes doublement périodiques aux mêmes périodes. Si les 
rapports des intégrales, envisagés comme des fonctions de la 


vartable indépendante, n’ont aucun point critique (VPinfini non 


compris), &l existe un changement d’inconnue, que l’on peut 
effectivement trouver, et qui transforme l'équation en une autre 
dont les coefficients sont doublement périodiques et uniformes, et 
dont, en outre, l’intégrale générale est uniforme. Dans cette 
transformation, les périodes sont généralement changées. 


Hlter. Soitune équation différentielle linéaire dont la variable 
indépendante et les coefficients soient liés par des relations algé- 
briques du genre 1. On pourra effectivement trouver un change- 


ment de variable qui transforme l’équation en une autre dont les 


coefficients soient des fonctions uniformes et doublement pério- 
diques de la nouvelle variable. 


IV bis. Soit une équation différentielle dont la variable indé- 
pendante et les coefficients se puissent exprimer rationnellement 
en fonction d’une variable v; 

Si les rapports des intégrales, envisagés comme des fonctions 
de à, n'ont que des points critiques algébriques, au nombre 
de trois au plus (y compris l’infini), et, quand ces points sont au 
nombre de trois, st les ordres m, n, p satisfont à la condi- 


. I I I 
tion —+-+->1; 
= Hs nee À 
On peut effectivement trouver un changement de variable et 


un changement d’inconnue qui transforment l'équation en une 
autre dont l'intégrale générale soit rationnelle. 


V bis. Soit une équation différentielle linéaire dont la variable 
indépendante et les coefficients se puissent exprimer rationnelle- 
ment en fonction d’une variable x; 

. St les rapports des intégrales, envisagés comme des fonctions 
de à, n'ont que des points critiques algébriques (Vinfini compris); 
que ces points sotent au nombre de trois, et que leurs ordres 
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Ê a j I I I É | 
satisfassent à la relation — +-+-—1, ou qu'ils soient au 
m n P À 


nombre de quatre, et tous du second ordre 

On peut effectivement trouver une substitution qui change 
l'équation en une autre dont les coefficients soient doublement 
périodiques et l'intégration générale uniforme. 


Ces propositions, moins absolues que les précédentes, ont cepen- 
dant leur utilité pour les équations du second ordre. La propo- 
sition IV bts donne la clef des découvertes faites, dans le éours de 
ces dernières années, au sujet de l’intégration algébrique des équa- 
tions linéaires du second ordre, et, notamment, de l’équation de 
Gauss. Ces découvertes ont fait l’objet de nombreux et importants 
mémoires, dus à MM. A. Schwarz (!}, Fuchs (?), Brioschi (*), Félix 
Klein (*). Pour cette même équation de Gauss, la proposition V bis 
révèle l’existence de nouveaux cas où elle s'intègre par les fonctions 
elliptiques. J’ai donc pensé qu'il était utile d'exposer d’abord les 
démonstrations de ces propositions, et de rejeter plus loin la théorie 
des invariants, dont la connaissance est nécessaire pour la solution 
complète de la question proposée. 


Le chapitre I de mon mémoire a pour objet la démonstration de 
la proposition TV bis, avec les développements qu’on doit lui donner 
pour être en mesure de parvenir rapidement à la proposition IV, dès 
qu’on aura introduit les invariants. Je fais résulter cette propo- 

-sition d’une source purement algébrique, la résolution en polynomes 
entiers d’une variable, del’équation indéterminée X7+ Y2—+ ZP— 0. 
J'indique ensuite rapidement l’application à l'équation de Gauss. 








(:) Ueber diejenigen Fälle, in welchen die Gaussische hypergeometrische Reihe 
eine algebraische Function ihres vierten Elementes darstellt, von Herrn H. A. 
Schwarz in Zurich (Journal für die reine und angewandte Math., t. LXXV, 
p. 292). [ Œuvres de Schwarz, t. Il, p. 2rr.] | 

(*) Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche alge- 
braische Integrale besitzen, und eine neue Anwendung der Invariantentheorte, 
von Herrn L. Fuchs, in Heidelberg (/bid., t. LXXXI, p. 97). [ Œuvres de Fuckhs, 
t. LI, p: 53.] | 

(*) Extrait d’une lettre de M. Brioschi à M. F. Klein (Mathematische Annalen) 
t. XI, p. 111). [ Œuvres de Brioschi, t. V, p. 205. 

(*) Ueber lineare Differentialgleichungen, von Félix Klein, in München (/bid., 
t. XI, p. 115), et sous le même titre un second mémoire du mème auteur (Zbid,, 
LA A LE," Di r0) 
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Dans le chapitre IF, je démontre d’abord la proposition V bis, en 
y ajoutant quelques développements utiles pour la suite, et je la 
rattache à la résolution de la méme équation indéterminée, en fonc- 
tions doublement périodiques et uniformes d’une variable. Je 
prouve ensuite la proposition IT ter. Pour développer les consé- 
quences de cette proposition, Je rappelle, en le complétant, le 
théorème de M. Picard, concernant les équations à coefficients 
doublement périodiques et à intégrale générale uniforme. Je fais 
suivre cette partie théorique de diverses applications. Tout d’abord, 
au moyen de la proposition V bis, j'indique succinctement de 
nouveaux Cas d'intégration pour l'équation de Gauss. Une série de 
ces cas conduit à considérer l'équation de Lamé, celle même dont 


l'intégration, effectuée par M. Hermite, a été l’origine de la décou- 


verte de la nouvelle catégorie d'équations intégrables. Je donne une 
méthode pour intégrer l'équation de Lamé, méthode que j’applique 
à trois Cas: Je rentre ensuite plus intimement dans mon sujet, en 
appliquant la proposition II er à des équations de divers ordres, 
équations dont les intégrales se trouvent sans calcul. grâce aux 
conséquences de ma proposition. Ces équations se rattachent direc- 
tement à la division de l'argument dans les fonctions elliptiques. Je 


‘termine enfin ce chapitre en montrant incidemment que, des équa- 


tions à coefficients doublement périodiques et à intégrale uniforme, 
on peut déduire de nouvelles catégories d'équations intégrables par 
les seules fonctions rationnelles et exponentielles. 


Le chapitre IT, le dernier qui soit consacré à des théories géné- 
rales, contient la théorie des invariants pour les équations linéaires 
de tous les ordres, suivie de la démonstration complète des proposi- 
tions I, Il, II, IV et V. Je termine ce chapitre, qui contient, en 
outre, quelques applications incidentes, par l'indication du procédé 
qu'il convient de suivre dans l’étude des points critiques, quand 
on substitue la considération des invariants à celle de léquatuon 


même. 


Tout de reste-du mémoire est consacré à des applications qui, 
toutes, concernent des équations du troisième ou du quatrième ordre, 
sauf dans le dernier chapitre, où il est question de certaines équations 
d'ordre indéterminé. Ce dernier chapitre étant encore réservé, mes 
applications concernent toutes des cas spéciaux d'équations apparte- 


<' 
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nant aux types suivants, analogues à l'équation de Gauss : 


Ax+B , Cr+Dr+E , FX + G 


(à) er A z(x — 1)? RÉ ee 
(B) te Ax+B.:,;, -Crx+Dr+E , 
æ(æ —1) æ?(x — 1}? 
Fri+Gar+Hr+J , La+Mz+N 
TG A me 


Je distingue, dans chacune de ces équations, un grand nombre de 
séries de cas d'intégration; chacune de ces séries contient un ou 
plusieurs nombres entiers arbitraires. Pour chaque série, je donne 
un procédé d'intégration dont le succès est certain, sans qu’on 
puisse cependant, sauf dans une série toute particulière, obtenir de 
formule générale pour les intégrales. La série particulière, fort 
curieuse, à laquelle je fais allusion, concerne l'équation du troisième 
ordre (A). Les coeflicients sont des fonctions d’une arbitraire u, et il 
y a trois intégrales particulières, 74, Yo, 2, qui satisfont identique- 


ment à la relation 
1 1 1 


JÉ+JÉ+yE= 0. 


Les chapitres IV, V, Vi contiennent les applications qui concernent 
des séries de cas de l’équation (A ); 


Le chapitre IV, une série de cas où l'équation renferme un entier 
arbitraire el une constante arbitraire. L'intégration se fait au moyen 
des fonctions elliptiques. Deux exemples sont entièrement calculés. 


\ 


On rencontre, comme un cas particulier, l'équation 





à I— AN , I — n°? | 
Fe — Te re VAN 


( 


dans laquelle &« est une constante arbitraire, et qui s'intègre par les 
fonctions rationnelles et exponentielles quand n est un nombre entier 
non divisible par 3. On trouve aussi cette équation : 


y"= xP y, 
qui se ramène à la précédente, et s'intègre de même, quand 


pes 
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Dans le chapitre V, je définis d’abord une classe étendue d’équa- 
tions contenues dans la forme (A) et qui admet cinq séries de cas 
d'intégration. J’étudie ensuite l’intégration pour une de ces séries, 
où 1l y a trois nombres entiers arbitraires. Cette intégration se fait 
au moyen des fonctions elliptiques. J’effectue le calcul complet pour 
un exemple. | 


Dans le chapitre VI, je m'occupe de l’intégration des équations de 
celte même classe, pour trois séries de ses cas. Dans chacun d’eux il 
y a deux entiers arbitraires. L'intégration s'effectue par les fonctions 
rationnelles. Je calcule entièrement neuf exemples. C’est dans ce 
chapitre que se rencontre incidemment la série particulière, conte- 
nant l'arbitraire 4, dont je parlais tout à l'heure. 


Les chapitres VII et VIII sont consacrés à des séries de cas de 
l'équation du quatrième ordre (B). 


Dans le chapitre VIF, je définis une classe contenue dans l’équa- 
uon (B), et comprenant trois séries de cas d’intégrabilité, Dans 
chaque série, 1l y a quatre nombres entiers arbitraires. Je traite de 
l'intégration de deux de ces séries, et je calcule trois exemples. 


Le chapitre VIIT concerne une nouvelle classe contenue dans 
l’équation (B), comprenant encore trois séries de cas d’intégrabilité. 
Il y a dans chaque série deux nombres entiers arbitraires. Je donne 
le procédé d'intégration pour deux de ces séries, par les fonctions 
rationnelles, et je calcule deux exemples. 


Pour les classes d'équations définies dans les chapitres V, VII, VII, 
il y a des séries de cas d’intégrabilité que j'ai mentionnés, mais que 
je n'ai pas étudiés dans les chapitres qui précèdent. Pour ces séries, 
l'intégration s’effectue au moyen de fonctions elliptiques, à module 
particulier, satisfaisant à la relation £* — 4? + 1 — 0. J'envisage alors 
des classes nouvelles d'équations à coefficients doublement pério- 
diques et à module quelconque, comprenant, comme des cas parti- 
culiers, les équations précédentes. De telles équations font l’objet 
du chapitre IX, le dernier de ce mémoire. Je donne là des exemples 
d'équations à coefficients doublement périodiques, et à intégrale 
non uniforme, qui se transforment en équations à intégrale uniforme 
par un changement de l’inconnue qui entraîne un changement des 


* 


À 


LEA 
4 
[* 


se Fe EPS AN EPA PSE NE PT SR DAS RE STE DEEE SP NES EE NES TA 
F à 
_ L 
/ 
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périodes. Il y a, pour ces équations, des procédés spéciaux d’inté- 
gration. 

Je rencontre d’abord une équation du quatrième ordre présentant 
une particularité analogue à celle que Je signalais précédemment pour 
une équation du troisième ordre. Elle contient une constante arbi- 


traire 43; on peut trouver explicitement son intégrale générale, et il y 


a quatre intégrales particulières y,Y293Y1, qui sausfont identique- 
ment aux deux relations : 


Je donne ensuite deux méthodes d'intégration pour des classes 
d'équations de tous Îles ordres se rattachant à la division de l’argu- 
ment dans les fonctions elliptiques, et j’applique ces méthodes à 


trois nouveaux exemples portant sur des équations du troisième. 


ordre. 


En résumé, j'ai traité, dans ce mémoire, une question théorique 
relative à la transformation des équations linéaires en d’autres équa- 
tions appartenant à des. types pour lesquels on sait l'intégration 
possible. Les développements indispensables à la solution de cette 
question constituent une partie, moins de la moitié de ce travail. 
Tout le reste est consacré à des applications que j’ai cru devoir multi- 
plier, au risque de lasser le lecteur. Mais il me semble qu'en pareille 
matière les applications traitées complètement doivent dominer, et 
que le but à poursuivre est celui-ci : intégrer effectivement les équa- 


tions que l’on sait intégrables. 
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HOCHAPLLRENR 


Sur la résolution de l’équation indéterminée X"+ Y"+ Zr = o en polynomes entiers 
d’une variable, — Identité de ce problème avec le problème de la recherche des 
groupes de substitutions linéaires et d’ordre fini, pour les variables binaires. — 
Solution, — Propriétés des fonctions qui n’ont que trois points critiques, quand 
ces points sont algébriques et que leurs ordres m, n, p satisfont à la condition 


I I I 
Da MU De AU Ne 
TN TUE "0 


Application aux intégrales des équations différentielles linéaires, et rappel des 
propriétés des points critiques, — Equation de Gauss ( !). 


1. Soit proposé de trouver trois polynomes entiers d’une 
variable X, Ÿ, Z, qui satisfassent identiquement à l'équation 
indéterminée 
(1) XmE Ya Zr = 0, 


.. 


où mm, nr, p sont des entiers positifs donnés, tous différents de 
l'unité. 

Montrons d’abord que le problème n'est possible que pour cer- 
taines valeurs, très limitées, des exposants. 

Soit n la variable; je la remplace par le rapport n,:n2, et je. chasse 
le dénominateur. Comme il y a, nécessairement, deux au moins des 
trois polynomes, par. exemple X, Y, tels que X”* et Y” aient un 
même degré en n, et que ce degré ne peut être inférieur à celui de ZP, 
l'équation prend alors la forme 


Xm+ Yn+ n82P— 0, 


(1) Les plus récents travaux concernant les matières traitées dans ce chapitre 
__ sont les mémoires de MM. A. Schwarz, Fuchs, F. Klein, déjà cités dans l’Zntroduc- 
tion; celui de M. Camille Jordan (Journal für die reine und angewandte Mathe- 
malik, t. LXXXIV, p. 89), de M. F. Klein (Math. Ann., t. IX, p. 183), et tout par- 
ticulièrement le mémoire de M. Gordan, Ueber endliche Gruppen linearer Trans- 
formationen einer Veränderlichen (Math. Ann., t. XII, p. 23), où la construction 
des groupes d'ordre fini est opérée d’une manière tout à fait neuve. 
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où X, Y, Z sont maintenant entiers et homogènes en n,, n2. Quant 
à a, c'est un entier égal à la différence des degrés de X” et de Z?. 


| a \p 
Si a était divisible par p, je pourrais remplacer n$Z?P par (n72) et 
l'équation reprendrait la forme (1). Pour qu’il en soit ainsi, je rem- 
place maintenant n, et n2 par n°, n°, à étant choisi de manière à 
rendre aû divisible par p. Ceci fait, l'équation a repris la forme (1). 
Les lettres X, Y, Z désignent trois polynomes entiers et homogènes 


des variables n1, n°, et les degrés respectifs de ces polynomes 


M M ; : ee 
sont —; —; —, M étant un multiple commun à m, n, p. 
m nn P 


Je pose. suivant l’usage 
pl pl 


oX Xe US 
On: EN 1 01» prod “ dn: 


et de l'identité (1) Je Ure successivement 


m X"-1 X: —+ n Yr-1 Y; + p ZP—1 Z; Pme O, 
mXm1X,+nYr-1Y;+plr-12,; = 0, 
| VA OL ae TS On a 

(2) m X-1 Fi nYr-1 tr pLP—1 

Les polynomes X, Y, Z peuvent être supposés premiers entre eux. 

Il suit alors des identités (2) que chacun des déterminants binaires 
est exactement divisible par le dénominateur qui lui correspond. Le 
degré de (Y,Z:) ne peut donc être inférieur à celui de X”=!, ce qui 
donne la condition 


(5) SR AERE 
D 


Cette inégalité, étant symétrique en m, n, p, serait également donnée 
par les autres rapports (2). 
À ÿj'ortiort, on doit avoir 


L I I 
es en LE VE 9 URL DA 
MAAAUL ER D 
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Cette inégalité limite les nombres m, n, p (1). Les seules combi- 
nOHSONSNOsSLbleSN sSoOnL EM, 2, 2)M433,0),, (253,4); 02,9, 5): 


2. Laissons de côté, pour un instant, la recherche des solutions de 
l'équation (1), et tirons une conséquence de la solution, supposée 
possible. Introduisons une variable nouvelle &, en posant : 


X/m 
(4) baeltre 
il en résulte en même temps 
Vr 
(5) os Aa ire 


Envisageons 4 comme une fonction de la variable n — n,: n2. Dans le 


domaine d’un point quelconque n = à, « est une fonction uniforme 
1 


de n. Mais, en outre, dans le domaine d’un point n,, racine de X, 4” est 


une fonction uniforme de n; dans le domaine d’un point n,, racine 
à 


de Ÿ, «” est une fonction uniforme de n, et enfin, dans le domaine de 
1 


chaque point n,, racine de Z, «” est fonction uniforme de n. 
Une fonction € d’une variable & admet le point &ÿ pour point 
critique algébrique, si, dans une certaine étendue, € est dévelop- 
1 


pable suivant les puissances entières et ascendantes de (x — 4,)”, le 
développement pouvant d’ailleurs commencer par des termes à expo- 
sants négatifs. Cette définition s'étend aussi au point «à — æ, à condi- 
ton de remplacer (a — 5) par _ Le nombre entier m est l’ordre 
du point critique. 

Cette définition posée, on voit immédiatement que : 


Proposirion 1. — £'tant donnée une solution de l'équation 


Xm+ YrL ZP— oo, 
st l’on pose 
X/n 
AS 


X = — 


(!) On reconnait là une extension de l’analyse employée par M. Korkine pour 


démontrer l'impossibilité de l'équation X"+ Y"+ 7" = 0 ( Comptes rendus de l’Aca- 


démie des Sciences, t. XC, 1881, p. 303). Ce cas particulier avait aussi élé traité 
d’une autre manière, et antérieurement, par M. R. Liouville (/Zbëd., t. LXXXIX, 
1880, p. 1108). 


ŒUVRES D’HALPIEN, TOME II. 2 
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toute fonction { de la variable à n'ayant que trois points cri- 
tiques 0, 1, , algébriques, et, respectivement, des ordres m, n, p, 
est une fonction rationnelle de la variable r. | 
Effectivement, € est une fonction uniforme de n pour toutes les 
valeurs de n, l'infini compris. D’après un théorème de MM. Briot 


\ 


et Bouquet, c’est donc une fonction rationnelle. 

On voit déjà quel parti on pourra tirer des solutions de l’équa- 
üon (1) dans l’étude de certaines fonctions. Mais, pour le moment, 
je veux tirer de la dernière proposition une conséquence, relative à la 
solution même de l’équation proposée. 


3. Une solution de (1) peut en fournir d’autres, si l’on remplace 
1 et na par des polynomes entiers homogènes et d’un même degré. 
Dans tous les cas, le degré de la solution, c’est-à-dire le nombre M, 
degré commun de X”*, Y*, ZP, ne peut descendre au-dessous d’un 
certain minimum, fixé par l'inégalité (3). Je suppose l'existence 
d'une solution pour laquelle M atteigne ce minimum, et soit ainsi 
donné par l'égalité 

: 2 L I I 
(6) M nd ni pue 
J'appelle primitive une telle solution, quitte à en vérifier après 
coup l'existence. Je considère simultanément deux solutions, l’une 
primitive 

DEP She 0, 


où la variable sera € — €, : C2, l'autre quelconque 


Xm Yn 7p— 0, 


où la variable sera n =, : n2. Je relie maintenant les deux variables n, 6 
entre elles, en posant à la fois 


J'ai, tout à l’heure, étudié à comme fonction de n; je vais, main- 
tenant, étudier Ô comme fonction de &«, et, de là, comme fonction 
de n. 

Aux environs d’une valeur quelconque &, de la variable «, la 
fonction € ne cesse d’être uniforme que si, pour 4 = «9, l'équation 





144 ne -de à à = 
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x+ azP—0o a des racines 7 multiples. Cette circonstance ne se 


présente que si, pour &« — %o, 6 devient égale à la racine d’une des 


équations 
T — 0, 2 ="0, Mi 89 T1 L9 0: 


Mais la solution (x,7, :) est supposée primitive. Son degré M 
satisfait donc à l'égalité (6), limite de l'inégalité (3). Par suite, le 
déterminant (%,3:) qui, dans les autres cas, serait égal à y", 
multiplié par un polynome entier, est ici précisément y”7!, sauf un 
facteur numérique. Donc € ne cesse d’être fonction numérique de & 
qu'en devenant égale à la racine d’une des équations 


T = O0, J = 0; Z —= O0, 


c'est-à-dire que € n’a que les points critiques a— 0, 1, ©. Il est 
d’ailleurs manifeste que ces points critiques ont respectivement les 
ordres m, n, p. En effet, les polynomes x, y, 3 ne peuvent avoir de 
racines multiples. Une racine multiple de x appartiendrait à (x, 32) 
et par suite. à y, ce qui est contre l'hypothèse. 

Ainsi € est une fonction de & satisfaisant aux conditions de la 
proposition [. Donc € est une fonction rationnelle de n; ce qui peut 
encore s’énoncer ainsi: 


Proposrrion Il. -— S'il existe une solution primitive de l’équa- 
tion (1), toute autre solution s’en déduit par une substitution 
rationnelle. 


Bien qu’on n'ait pas établi l'existence de la solution primitive, cette 
dernière proposition a de l'importance. Elle permettra, en effet, dans 
chaque cas, de se borner à une solution primitive si l’on peut la 
trouver; et c’est effectivement ce qui a lieu. 


4. D’après la proposition IT, si l’on envisage deux solutions pri- 
mitives, les deux variables n, € sont chacune fonction rationnelle de 
l’autre. Ainsi l’équation 


dans laquelle X, Z appartiennent, comme #, z, à une solution primi- 
tive, équivaut à une relation de la formb 


an + b 


7 #60 





x 
} 


+R M VAR CR ET ON AS ET NE PE DONS MU A VAT = 
MOSS ne SR te CUS 
| % ES de Et MIE ER 
4 FE F 


é, 
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où a, b, a’, b' sont des constantes. Pour mieux dire, l’équivalence n’a 
lieu qu'après qu’on a fixé celle des valeurs initiales de €, au nombre 
de M, qui répondent à une valeur initiale de 1. 

Deux racines 1', n différentes entre‘elles, mais correspondant à 
une même valeur de «, dans équation 


XM + aZP = 0, 


peuvent être considérées comme les variables de deux solutions 
primitives différentes. Donc : 


Proposrrion II. — Sr X, Z appartiennent à une solution pri- 
mitive, et que l’on envisage deux racines n, n° de l'équa- 
tion ÂXM—+ a ZP = 0, dans laquelle « est variable, ces deux racines 
sont des fonctions rationnelles l’une de l’autre, en sorte que 
l’on a 
(7) n = , 


les coefficients a, b, a’, b' étant des constantes. 


CorozLaiRe. — Les substitutions linéaires telles que (3) forment 
un groupe d'ordre fini dont l’ordre est le degré M de la solution 
primitive, donné par l'égalité (6). J’appelle G ce groupe, et je vais 
immédiatement en reconnaitre une propriété. 


9. Prenant pour n une valeur 1hitiale arbitraire et y appliquant 
les M substitutions de G, j'obtiens, avec n, M quantités disunctes 
n,%/, n° ,.... [n'y a d'exception que si n a pour valeur initiale celle 
d’une racine no, n1, n, de X, Ÿ, Z: Quand une de ces exceptions 


. M M M Nr è 0 r nor 
a lieu, on a seulement —, — ou — quantités distinctes, répétées 
Mon P | 


chacune m, n ou p fois. 
Pour «& voisin de zéro, les M racines de X”*+ a/P— 0 se répar- 


issent en — cycles distincts, dont chacun contient m racines. À chaque 


racine n, de X correspond un de ces cycles, qui peut se définir ainsi. 
S1 l’on pose « = 3”, les racines contenues dans ce cycle sont repré- 
sentées par les diverses déterminations d’un développement tel que : 
celui-ci : 


(8) Nn—10—=AÀz+Bz+ Cz3+.... k 


VONT DOTE OLS CURRENT 


mél ‘en, D. cs À 
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Dans le groupe (x, il existe des substitutions qui n’altèrent pas no. 
Soit S, une telle substitution. Appliquée à une racine contenue dans 
le cycle (8), la substitution S, changera nécessairement cette racine 
en une autre, mais qui appartiendra au même cycle. D'où résulte 
que So, répétée m fois de suite, équivaut à la substitution unité. 
Répétée moins de m fois, S, ne peut donner l'unité; car le cycle (8) 
est indécomposable. Donc la substitution S, est une racine mi" pri- 
mitive de la substitulion unité. Elle est de la forme 


El C 
are ar 6 


En Ed e al F6 
L ï ième A Re ) Are 
a, b étant des nombres, et € une racine m°"° primilive de l'unité. 
Ce même raisonnement s'applique à une racine n, de Ÿ,à une 


racine n. de Z. D'ailleurs, n,, n1, n, sont des quantités inégales. 
Donc : 


Proposirion IV. — Le groupe qui correspond à une solution 
primilive de Xm+H Yr + LR o contient une substitution S,, une 
substitution S,, une substitution S., qui sont respectivement des 
räcines primitives d'ordre m, n, p de la substitution unité, et qui 


ont chacune une variable canonique différente (\). 


6. Bien que ce ne soit pas indispensable ici, je ne veux pas négliger 
de montrer comment cette proposilion [V a une réciproque. Je suppose 
un groupe G composé d’un nombre limité de substitutions linéaires. 
Par les substuitutions de ce groupe, je déduis d’une quantité arbi- 
traire &w une suite de M quantités uw, u”", ... et je forme le polynome 
entier U dont ces quantités sont les racines. Ainsi 


U=(n—u)(n—u)(n—u")...…. 
Soit une substitution de G& représentée par 


AnEB= 
Feat l 
(8) d'au et 





(*) Une substitution linéaire étant réduite à la forme canonique 


Ar'+ B An + B 
Et SN Pop m 
ar + d an + b 
An +B 


la combinaison ———- 
an + b 


a 
représente la variable canonique. 





PEUT LP FPE ME M ER RO ATOS) TE TOME DES NS M 
% TL: FA: 207 à» # TA ut ” nr NT \: 


f 





NN PR RUE DO OP 
é ue à AT Pi IS CCS DU dat 


s 


7 Î F : - ” : F. A 4 ù A Mis 
+ + 
f 
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ou résolue par rapport à n, 
bn — B 
A an 


A ppliquée à une racine w du polynome U, cette substitution conduit 
à une autre racine, Suivant l'hypothèse que S appartient au groupe 
fini G, S est une racine de l’unité, soit une racine d’ordre u. Le 
nombre pu est un diviseur de M, et les M racines u, uw’, ... se 


M ; k 
partagent en É cycles. Soient wo, Ui, Us, -.., Uy_, les racines appar- 


tenant à un même cycle, et rangées par ordre, de telle sorte que 


Au, + B 


(9) DAT NDS 


En effectuant sur n la substitution S dans le binome (n — w,), nous 


obtenons 


auy+b,, 
n VE U, — AU ( La +1 ). 


an 
renons les binomes correspondant aux racin u cycle; et désignons 
à les b orrespondant es du cycle; et désig 
par P le produit de ces binomes, par P’ce même produit où la lettre” 
est accentuée. Nous avons alors 


P' 
(10) Pa ne À leu + b). 
ÿ * 


Soit maintenant 
À, U; —- B, 


U,, —= 
dy Ugo + by 


la puissance yième de la substitution S. Posons une formule analogue 
pour la puissance (y + rime, 
résultant de (9}ÿ: - 


et nous aurons l'identité suivante, 


! À,uo EB 
A vyæn ED 
dy + dy _ Ayhiüo+ By. 
ASUS FN TS AU bone? 
AV EU vibie v+1 Uo + Oy+1 
dy Uo + by 


d’où je conclus, en comparant terme à terme ces deux fractions 
égales, 
&y +1 Uo + by 


auy+b=c, D RE 
V y 


2 4 $ 


identité où ©, est une constante, et où uw, est une quantité arbi- 
aire, dont dépend u,. Mais, d’après cette identité, et puisque les 


} 





. 
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quantités u, forment un cycle fermé, on a 


f À (au, + b) = cic2C3...— const. 
ÿ 


Par suite, l'égalité (10) devient 
C ! 
RUES 
et signifie que le polynome P, transformé par S, se reproduit à un 
facteur près, indépendant de la racine w. 

Je reviens maintenant au groupe fini G et au polynome U, dont 
les racines se déduisent d’une arbitraire par les substitutions du 
groupe, et J'en conclus qu’un tel polynome, transformé par une 
quelconque des substitutions de G, se reproduit à un facteur près, 
qui est indépendant des racines du polynome. 

Par suite, si Ü, V sont deux pareils polynomes, dont les racines 
dérivent respectivement de deux arbitraires uw, +, le rapport U: V 
est absolument invariable par les subsututions de G. 


; . ve U k : 
Déterminons À par la condition que v+ À s’évanouisse pour n —#, 


_æ étant une nouvelle arbitraire. Cette même quantité sera encore 
nulle pour les (M — r1) autres valeurs n = #/, w", ... que l’on déduit 
de æ par les substitutions de G. Donc, sû UÜ, V, W sont trois 
polynomes entiers de la variable n et du degré M, ayant pour 
racines respectivement les M quantités qui se déduisent, par les 
substitutions de G, de trois arbitraires u, v, w, ces polynomes 
vérifieront une identité de la forme 


U+AiV+iW =o, 


où À, N sont indépendants de la variable n (*). 

Soit S, une substitution de G : appartenant à un groupe fini, c’est 
nécessairement une racine de la substitution unité. Soit m l’ordre de 
cette racine, et écrivons S, sous la forme 


no n — no 
II D ne 
Gi) an + b ‘an+6 


Enr — Te 





(*) Cette proposition a déjà été employée sous une forme un peu moins générale 
cependant, par M. Félix Klein, dans son mémoire déjà cité : Binüre Formen mit 
Transformationen in sich (Math. Ann., t. IX, p. 194). 
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Prenons, pour l’une des racines u du polynome U, la quantité n,. 
Alors, parmi les quantités w, u', u”,...,1l y a en m égales à no. I y 
en aura ensuile 7x autres égales à une autre quantité 6,, et ainsi de 
suite. Le polynome U est, dans ce cas, la puissance m°"° d’un poly- 


I 
nome de degré he Je pose donc U = X”. 
mt 


Soit de même S, une autre substitution de G, racine n°" de 
l'unité, et dont la variable canonique ne coïncide pas avec celle de Ss. 
On en déduira de même un polynome V = Y”, c’est-à-dire puis- 


x M NE 
sance n° d’un autre polynome du degré = Enfin, s’il existe une 


troisième subsütution S,, racine pi" de l'unité, et dont la variable 
canonique soit encore différente, on en déduira, de même, un 
nouveau polynome W = Z?, et l’on aura l'identité 


Xm+A\Yr \'ZP—o. 


Prorosrrion V. — À tout groupe de substitutions linéaires 
d'ordre finit, et contenant trois substitutions à variables cano- 
niques différentes, correspond une solution de l’équation tndé- 


terminée 
Xm+ Yn EE ZPp = 0, 


L 


Les exposants m,n, p marquent les puissances auxquelles il faut 
élever respectivement ces trois substitutions pour obtenir la subs- 
titution unité. 


C'est la réciproque de la proposition IV. Je dois cependant faire 
l'observation suivante. On aurait pu, dans l’analyse qui précède, 
envisager non seulement la valeur n —n, qui rend nul le numéra- 


; a ; ‘ 
teur de (11), mais encore la valeur n = — 3’ qui rend nul le déno- 


minateur. Îl suit de [à que deux substitutions peuvent parfois suffire 
pour former une solution de lPéquation indéterminée. Ceci n’infirme 
pas la proposition IV, qui doit être entendue en ce sens que, dans 
certains cas, deux des substitutions SÿS, S. peuvent coïncider. C’est 
effectivement ce qui a lieu, notamment dans le premier des cas que 
Me vais maintenant passer en revue pour résoudre l'équation indé- 
terminée proposée. J’indiquerai très brièvement la constitution du 
groupe G dans chaque cas, l’étude de tels groupes ayant déjà été 
faite maintes fois. 
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1. Premier cas: Exposants m, 2, 2. 
J'écris l'équation ainsi 
Xmn — 72 Y?, 


et j'ai une solution, en posant 

1 I 
(12) PR ti DUR CT TNT LX entns 
La formule (6) 


2, Ee I 
M m 
donne ici M — 2m. La solution (12) est de ce degré; elie est donc 
primitive. 
Le groupe G dérive des substitutions 





| n'=.E€1, ENT, 
(G) ARMES n HI 
A A 


8. Deuxième cas: Exposants 2, 3, 5. 
Soient w, w? les deux racines cubiques imaginaires de l’unité. Je 
prends trois polynomes entiers À, B, C, vérifiant l'identité 
A?+wB'+w?2C= 0, 
ce que je sais faire d’après le cas précédent. Je pose ensuite 


Y+Z=A, Y+owZ=pB?, 


_Il en résulte en même temps 


Le 


Y + w?Z — C2. 


Je fais ensuite X — ABC. Les trois polynomes X, Y, Z satisfont à 
l'identité | 

s NAN 78 
Le moindre degré de A, B, C est égal à 2. Le moindre degré de la 
solution actuelle est ainsi égal à 12. C’est ce nombre que donne la 
formule (6). La solution ainsi obtenue est donc primitive. Voici les 
polynomes auxquels on est conduit : 


\ X = nins(ni — 13) 


(3) |. RSR Z3— Y3— 12543 X2. 


= D'.. 


Z=ri+oiy3nini+ni 
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On pourrait faire disparaître l’imaginaire en remplaçant n° par Ên5. 
Je préfère la forme (13), qui est plus symétrique. Le groupe G dérive 
des substitutions 


: DT ORRËT NET 
(G) D y Pme 


1—1"n 
9. Troisième cas : Exposants 2, 3, 4. 
Prenons les polynomes (13) et posons 
IX UT ENV A MOOCRE = C+ Z3). 


En vertu de l’identité précédente, j'aurai 


ss FR UUT a D APRNES 
NU 6 EVE Die LP METRE Ne 


2 2 
Le 3 3 SPENV7e 
X- Hiva see pe Ya. 


et, en multipliant membre à membre ces deux égalités, et rem- 


plaçant Y5Z5 par 5°, 
(14) X2+ 223304 — V3, 


identité dans laquelle on a 


X = n1?— 33nèn; — 33nin8+n!?, 
(15) J = ni + 14n1n8 + 03, 
% = nino(ni —n$). 


C'est encore une solution primitive. Le groupe G dérive des substi- 


tutions 


CRUE r I+t 
(G) UNE Mr d 





CRE à 
I—[n : 


dont la première échange entre eux les deux polynomes Ÿ, Z du cas 
précédent et laisse 3 invariable. 


10. Quatrième cas : Exposants 2, 3, 5. 


On ne peut réussir pour ce dernier cas par les procédés simples 
qui précèdent, à cause de cette circonstance que les exposants sont * 
premiers entre eux. Je vais indiquer très succinctement les nouvelles 
considérations qui peuvent conduire à la solution. Cette solution 
étant déjà connue, il ne vaut pas la peine de s’y arrêter longuement. 
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Une solution primitive, si elle existe, doit être, d’après (6), du 

degré 60. Les polynomes X, Y, Z auront pour degrés les nombres 30, 

20, 12. L'analyse du n° 6 conduit aisément à admettre que le poly- 
nome Z doit avoir la forme 


L 


ZL= nins(ni+itanini + n3°), 


où la lettre «& désigne un coefficient numérique à déterminer. D’une 
proposition que je rejette plus loin pour ne pas interrompre l’ana- 
lyse, 1l résulte que Ÿ est le hessien de Z, que le hessien de Y est Z5 
et que le jacobien de Y, Z est X, le tout à des facteurs numériques 
près. Le hessien de Z est 


Y=nit+ ni —0228anini(ni + 13°) + (396a?— 98)ni°n2°. 


La condition que le hessien de Y soit le cube de Z détermine sura- 
bondamment a, et l’on reconnaît qu’elle est satisfaite pour a — £. 
La solution est ainsi trouvée, et se vérifie assez aisément. Je rem- 
place n2 par —in2 pour avoir les polynomes sous la forme habi- 
tuelle. Les voici : / 


X=1n50Eni+522n$n3(n1— 130) — 10005n0ni0(ni0+ ni), 
(G)A M = ni ni 28ni mini —n10) + 4g4n!0ni, 
L= intnitErtn)ni = ni). 


Ils satisfont à l'identité 
(17) X2= Yi+ 063375 


et le groupe G résulte des substitutions 


A CA (e+ 5 jus 


11. Voici la proposition à laquelle je viens de faire allusion; elle 
me sera fort utile, et elle est relative à l’un quelconque des cas pré- 
cédents. 

Soit P un polynome qui, transformé par les substitutions de G, se 
reproduise, sauf un facteur. Ses racines sont alors transformées de 
quelques-unes d’entre elles par les substitutions de G. Leur nombre 
est donc un multiple de M, ordre du groupe, sauf le seul cas 
d'exception où quelques-unes de ces racines appartiendraient à X, 
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Y, Z. Le polynome P a donc nécessairement la forme X’7Y°Z‘0Q, 
où Q n'ayant plus de racines communes avec X, Y, Z sera de degré 
multiple de M, et s’exprimera, d’après la proposition de la page 23, 
par une fonction homogène et entière de deux des quantités X?”, 
Y2, ZP, au choix. Or les covariants des fonctions X, Y, Z sont mani- 
festement inaltérés, sauf facteurs numériques, par les substitulions 


de G. Donc : 


Prorosirion VI. — Tout covariant des fonctions X, Ÿ, 2, qui 
appartiennent à une solution primitive de Xm + Yr_E ZP— 0, est 
le produit de puissances de X, Y, Z par une fonction entière et 
homogène de X" et de Y2. | 


Dans chaque cas, le simple examen du degré de ce covariant fixera 
les exposants r, s, {. Ainsi, dans le cas du numéro précédent, m = 2, 
n—=3, p —5, le hessien de Z est du degré 20. Ge ne peut être que Y. 
Le hessien de Y est du degré 36; ce ne peut être que Z3. Quant au 
jacobien de Ÿ, Z, on a vu dès l’origine (p. 19) qu'il n’est autre que X. 


12. J'ai terminé ici ce qui concerne la solution de l’équation 
indéterminée X”+ V?—+ ZP— 0. J'ai reconnu qu’elle existe effecti- 
vement dans chacun des cas trouvés d’abord comme étant/les seuls 
possibles. Revenant maintenant à la proposition 1, je conclus ainsi : 


Proposirion VII. — Soit € une fonction d’une variable à qui 
n'ait que des points critiques algébriques (l’infint compris), au 
nombre de trois; st ee Hess m,n,p de ces points critiques salts- 
Jont à l'inégalité ” += AT. A ds alors & S, a sont expr imables 


rationnellement en nette FL une même variable. 
A joutons, pour mémoire, que, st 6€ a moins de trois points cri- 


tiques, la conclusion subsiste. Car, s’il y a deux points ceri- 
tiques à — à, b, d'ordre m et nr, on posera 


QI RC 


& — + 





CEA mn de 
= 1) ; 


et €, « s’exprimeront rationnellement en fonction de n. 


13. La proposition VII à une réciproque, mais qui exige certaines 
restrictions. Îl est évident, en effet, que deux variables €, à peuvent 
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être fonctions rationnelles d’une même variable, dans des conditions 
très différentes de celles qui sont admises en l'énoncé de cette pro- 
position. Pour le sujet actuel, voici la réciproque que-j'envisage. 


ROPOSITION VIII. —- Soit € une fonction algébriqu dayan 

P VIII Soit & une fonction algéb e desayant, 
pour chaque valeur de «, M déterminations différentes. On sup- 
pose, en outre, que, pour un point critique quelconque, les 
M valeurs de Ÿ se répartissent en divers cycles, contenant chacun 
pareil nombre de ces valeurs; en sorte que, pour a = a, il y ait 


M ; ; 1 ; 

— cycles contenant chacun m déterminations dk €; pour a = b, 
M ; té. dl 

— cycles contenant chacun n déterminations de Ç; pour a = c, 


M : NE 
— cycles contenant chacun p déterminations, etc. 

D'après ces suppositions, si € et à sont exprimables rationnel- 
lement en fonction d’une même variable, les points critiques a, 
b, c, ... sont au plus au nombre de trois, et, s’il y en a trois, leurs 

| M du ua del I 1 
ordres satisfont à l'inégalité ni = PE TSSAT. 
P 
® 
Soit n la variable en fonction de laquelle &, € s'expriment rationnel- 
HSE 
lement. D’après les hypothèses, on a 4 = f(n), f étant une fraction 
dont les termes sont du degré M. En outre, pour a = a, les M valeurs 


? à M 
de n se répartissent, comme celles de 6, en — cycles contenant 
2 $ m 


chacun m racines n. Donc le numérateur de (4 — a) est la puis- 
sance Mm°% d’un polynome entier. De même les numérateurs de 
(a — b) et («x —c) sont les puissances ni% et pr de polynomes 
entiers. Envisageons seulement ces trois points critiques. Nous avons 


x ÿn, 7p 
AT Ne A ne a — Re 
et par conséquent 
(18) (b—c)X"+(c—a)Yr+(a—b)Zr=0; 
donc 
I L I 
É — ++ >. 
nt It P 


Si X, Y, Z constituent une solution primitive de (18), alors il n'y 
a pas d'autre point critique (n° 3, p. 19). Or je dis que les hypo- 
thèses exigent effectivement que la solution soit primitive; Si, en 
elfet, elle ne l’est pas, elle dérive d’une solution primitive par une 


x 
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substitution rationnelle (prop. Il, p. 19), c’est-à-dire qu'on a 
obtenu X, Ÿ, Z en substituant dans d’autres polynomes X, Ÿ, à 
à la variable 7 une fonction rationnelle o(n), et chassant ensuite Île 
dénominateur. Les points critiques nouveaux correspondent aux 
valeurs de « pour lesquelles w'(n) devient nulle. Les hypothèses 
exigent donc que, dès que & acquiert une de ces valeurs, toutes les 
valeurs correspondantes de n soient des racines .de v/(n) = 0. Gette 
conséquence est impossible, le degré de &'(n) étant moindre que M. 
La proposition VIII est donc prouvée, et l’on a, en outre, cette con- 
séquence, la solution (18) étant primitive : 

Des hypothèses contenues dans l’énoncé de la proposition VIIT, 
ul résulte 


[ 


+ — —1. 


I 

M mn 

Il s'offre 1c1 une vérification curieuse. On pourrait effectivement 

démontrer la proposition VIII, en ayant recours à la théorie des 

courbes algébriques. D’après les hypothèses, la courbe lieu du point 

dont les coordonnées sont 4, € est du genre zéro, ou unicursale. Son 

degré est égal à M. En appliquant l'équation qui donne le genre 

d'une courbe algébrique douée de singularités quelconques, et sup- 

posant les singularités soumises aux restrictions contenues dans 
l'énoncé de la proposition, on trouve l'égalité 


(19) —a=Mf-2+ÿ(is)]. 


où la somme doit s'appliquer successivement à tous les points cri- 
tiques ab, ci. Tén'conclus 


> 


ce qui exige que les nombres m, n, p ne soient pas plus de trois. 
L'inégalité, s’il y a trois de ces nombres, devient 


I 
— D I. 
nm 
Ensuite l'égalité (19) devient 
2 da ro I 
M m 


ce qui concorde avec le résultat précédent. 
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14. J'en ai fini avec cette théorie générale, et j'arrive aux équa- 
tions différentielles linéaires. [l me semble utile de rappeler d'abord 
en quelques lignes les propositions simples et fondamentales qui 
constituent la théorie des points singuliers des équations linéaires, 
et que l’on doit à M. Fuchs (!), en me bornant toutefois aux pro- 
positions que je dois utiliser. 

Soit une équation différentielle linéaire de l’ordre q 

VD+H ay 1) + Ga ya +. EG AiY + UV = 0, 


n. 


dont on veut étudier les intégrales pour les valeurs de la. variable 
indépendante + voisines de x,. On suppose que, pour ces valeurs 
de æ, les coefficients &,, ..., à, sont des fonctions uniformes de x. 
Cette supposition embrasse notamment tous les cas où les coeffi- 
cients seraient des fonctions algébriques. En effet, lorsqu'il en est 
ainsi, un changement de variable convenable les rend uniformes 
dans une certaine étendue. 


Premier cas. — Les coefficients a, ..., ay sont synectiques, 
c’est-à-dire que leurs développements suivant les puissances entières 
et ascendantes de (x — x) ne contiennent que des Lermes à expo- 
sants posilifs, ou encore que &,, ..., &/ sont tous nuls ou finis 
HORDE Lo. 

Quand il en est ainsi, l'intégrale générale est elle-même synec- 
tique. C’est un théorème dû à Cauchy. On peut la compeser avec 
‘q intégrales particulières, dont les développements respectifs com- 
mencent par des termes de degré 0, 1,2, ..., (g —1)et qu’on peut 
mêmé préciser ainsi : 


ÿ1 4 | —- À; (æ — Lo )1+ B, (T— Lo) +. . 
Va =X —%T AS Ca) Bol morte 


Ja =(2—20) +A3(T — 2o)1+ B3(X — ro)71+..., 


Ya = (tr — 20) 1+ Ar — t0)1+ By(x — ro) +... 





() Je dois citer aussi le mémoire de M. Thomé : Zur Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen (Journal für die reine und angewandte Mathematik,t. LXXIV, 
_p. 193, et t. LXXV, p. 265), et celui de M. Frôbenius : Ueber die Integration der 

linearen Differentialgleichungen durch Reihen (Ibid., t. LXXVI, p. 214); et, en 
outre, la thèse de M. Gaston Floquet (Paris, 1879; Annales de l'École Nor NE 
2° série, t. VIII, 1879, supplément, p. 49). 
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Deuxième cas. — Quelques-uns des coefficients sont infinis 
pour x = x. C’est alors qu'on appelle x, un point singulier. 

On reconnait immédiatement les faits suivants : Pour que l’inté-. 
grale générale soit développable suivant les puissances ascen- 
dantes de (x — xs), il est nécessaire que les produils (x — xo)a@, 
(T — Lo)? 2, ..., (x — x) a Soient synecliques. 

St l’intégrale générale est ainst développable, il existe q inté- 
grales particulières et distinctes, Vi, Ve, ..., Va, telles que les 
produits 


% 


(rer) NY 1 (æ—%o) 2Yo, +.) (Z 20) TV 


sotent synectiques et aient des limites finies, différentes de zéro 
pour x = xs. Les nombres si, 52, ..., S, sont nécessairement les 
racines de l’équation DÉTERMINANTE 


s(s—1)(s—2)...(s—qg+1)+bis(s—1)...(s—g +) 
+ bas(s—1)...(s—qg+3)+...+ bg is + b,= 0, 


où by est la limite de (x — x, )*ax pour x = x. 

Les racines de l’équation déterminante sont nécessairement 
inégales. 

Pour faciliter le langage, on dit que y appartient à l’exposant s, 
relativement à (x — 5), quand (æ — zx) ‘y à une limite finie et 
différente de zéro pour x — x. 

Un cas important à noter est celui où quelques-uns des exposants s 
ont des différences entières. Pour fixer les-idées, soient 


S2=Si+mMm,  S3=S>+ mn, 


m et m/étant des entiers positifs, et supposons que les différences 
des autres exposants avec s, soient non entières. On pourra rem- 
placer y, par une combinaison linéaire de y,, y: et y3, dans laquelle 
les coefficients de (x—x,)®? et (x— x): seront à volonté, par 
exemple, zéro. On pourra aussi dans y, changer à volonté le coeffi- 
cient de (æ — x5)5. En général, ayant pris pour premier terme du 
- développement de y, (x —x,), s étant d’ailleurs une racine de 
l'équation déterminante, les termes suivants se déterminent sans 
ambiguïté au moyen de la méthode des coefficients indéterminés. 
Dans l'hypothèse actuelle, on voit que certaines conditions seront 
nécessairement vérifiées, au nombre de deux pour y,, d’une pour y2. 
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Et généralement, on peut dire : Pour que l'intégrale générale soit 
développable suivant les puissances ascendantes de (x — xs), st 
l'équation déterminante a des racines à différences entières, il 
est NÉCESSAIRE Que certaines conditions subsidiatres soient satts- 
faites. On trouve ces conditions en observant que les racines à 
différences entières permettent de faire disparaître certains 
termes des développements des intégrales. 

La nécessité des diverses conditions que je viens d’énoncer est 
presque évidente. Ce qu'on doit à M. Fuchs et aux géomètres qui 
l'ont suivi dans ces recherches, c'est d’avoir prouvé que ces condi- 
tions sont suffisantes. 


15. Après avoir rappelé ces résultats, j’ajoute les remarques sui- 
vantes, qui sont également familières aux géomètres. Dans certains 
cas, les conditions subsidiaires qui s'imposent dès que les diffé- 
rences de quelques racines sont entières, ces conditions, dis-je, sont 
manifestement remplies, et on le reconnaît sans calcul. Ces cas sont 
ceux où les développements des coefficients &,, ..., a, suivant les 
puissances ascendantes de (x— x,) présentent des lacunes. Si, par 
exemple, tous les produits (x — x,)*az; sont des fonctions paires 
de (x — ,) et que deux racines s,, s, aient une différence impaire, 
leurs différences avec les autres racines étant, je Le suppose, d’ailleurs 
fractionnaires, la condition subsidiaire sera remplie, et il y aura 
effectivement une intégrale appartenant à l’exposant s,, une inté- 
_grale appartenant à l’exposant s:. Plus généralement, si tous les pro- 
duits (x —x,)"ax sont des fonctions synectiques de (æ — xo)”, 
m élant un entier positif, les conditions subsidiaires relatives à des 
racines dont les différences ne sont pas multiples de m sont d’elles- 
mêmes remplies. Et encore, si dans tous les produits (x — x)" ax 
développés suivant les puissances croissantes de (x — x), tous les 
termes manquent depuis le second jusqu’à celui de rang m inclusi- 
vement, alors sont remplies d’elles-mêmes les conditions subsidiaires 
relatives à des racines s dont les différences sont des nombres entiers 
qui ne dépassent pas m. 

J'ajoute que les résultats ci-dessus s'appliquent encore pour x infi- 
niment grand. Les développements se font alors suivant les puis- 


PRE : x ; à 
sances ascendantes de a Les produits x#ax doivent être tous finis ou 
nuls pour æ — c. 
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Pape 


+ 
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16. Supposons qu'effectivement toutes les conditions ci-dessus 
soient satisfaites. Si les exposants 5,, 52, ..., 5, ne sont pas tous 
entiers, le point æ — x, est un point critique pour l’intégrale géné- 
rale, et il ne l’est que dans ‘ce cas. Si, n'étant pas entiers, 51, ..., Sy 
sont commensurables, x, est un point critique algébrique pour l’in- 
tégrale. L'ordre de ce point critique est le commun dénominateur 
CERS Pac NS | 

J’attache ici une importance plus grande à la considération du 
rapport de deux intégrales. Les intégrales ne pouvant pas être dis- 
unguées entre elles, on voit que les diverses déterminations de ce 
rapport appartiennent, relativement à (x — x), aux divers expo- 
sants (Sx— S,). 

Quand toutes les différences (sx—s,) des racines de l'équation 
déterminante sont entières, x, n’est pas un point critique pour le 
rapport des intégrales. Si toutes ces différences sont commensu- 
rables, x5 est un point critique algébrique dont l’ordre est le commun 
dénominateur de ces différences. 

Il ne faut pas perdre de vue la supposition faite d'abord, à savoir 
que les coefficients de l’équation sont uniformes quand x est voisin 
de æo. S1, par exemple, ces coefficients sont des fonctions algé- 
briques non rationnelles, un changement de variable est nécessaire 
en cerlains points pour qu'ils deviennent uniformes. Par le rétour 
à la variable primitive, on voit qu'un point critique des coefficients 
peut être aussi un point critique pour les intégrales el pour leurs 
rapports. 

Un point singulier x, peut être point critique algébrique pour les 
rapports des intégrales, et être cependant transcendant pour les 
intégrales elles-mêmes. Cela est évident; par exemple, dans l’équa- 
tion 


Fes sat Are = 0 
7. 239 ER NER 1 


le point æ— 0 est transcendant pour les intégrales; c'est cependant 
un point ordinaire, non pas même critique pour les rapports des 
1 


intégrales. Car l'intégrale générale est y —e *(A + Bzx), et le rap- 
port de deux intégrales est une fraction rationnelle. 

La circonstance dont je parle est toujours due, comme ici, à la 
présence d’un facteur transcendant, dont on peut aisément débar- 
rasser d'abord les intégrales. 
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Je suppose, en effet, que, pour une équation linéaire d'ordre 
quelconque g, les rapports des intégrales appartiennent, relative- 
ment à (x — x), à des exposants y, v, .... Je considère les rapports 
de q intégrales distinctes à une seule d’entre elles, en sorte que ces 
rapports soient 1, 34, Z2, «+. Zg-1, appartenant aux exposants 0, 
y, v', .... Prenons le déterminant D—(:,3,...3%-;). Suivant ces 
suppositions, D appartient relativement à (æ—%9) à un exposant 
déterminé 


DC AL Em D 
2 


NS VV ne 


Les intégrales de l'équation ne diffèrent des 3 que par un facteur 
commun, qui est une intégrale et que j'appelle y4. Envisageons le 
déterminant 


| A=(yiyays ee pan) 
On a 


À = yiD, 


où la lettre supérieure q de M? est un exposant. On déduit de là 


4 1 


Es , D " x A A 
La quantité 5 *Ppartient à exposant — 1; quant à Ta c’est, à un 
facteur numérique près, le coefficient a; de l'équation proposée 


VD+H My UEe...= 0. 


S1 donc &, appartient à l’exposant — 1, ou à un exposant supé- 
rieur, On voit immédiatement en intégrant cette dernière relation 
que y, appartient aussi à un exposant déterminé. 

C’est seulement dans le cas où &, appartient à un exposant infé- 
rieur à — 1 (a, est, il ne faut pas l’oublier, supposée fonction uni- 
forme) que y, n'appartient à aucun exposant. Or on peut, d’une 
unfinité de manières, changer la fonction inconnue dans une 
équation à coefficients uniformes, de manière que tous les 
infinis du premier coefficient a, soient simples, l’équation trans- 
formée étant elle-même à coefficients uniformes. (On peut, par 
exemple, rendre «a, égal à zéro.) Dans une équation ainst préparée, 
tout point pour lequel les rapports des intégrales appartiennent 
à des exposants déterminés est tel aussi que les intégrales elles- 
mêmes appartiennent aussi à des exposants déterminés. Je sup- 
pose, dans tout ce qui suit, les équations ainsi préparées. 


et KL he 1h gta et Fe CS VAE RE UE Ma, à 0 UT UT EE ot RE ER PE PR TS PPT ARS déva APPALTÈ NS 
NE HART LR FOR A DE OS RE RTE TA PEN NT STONE NREe à. 
Aa 1: CE ŒE 2 KZ , N ri | ui, CE Le 
> Ÿ œ * ' & 14; EM à 
“ 4 \ DE 
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Pour les équations à coefficients rationnels, ce qui vient d’être dit 
s'applique également au point singulier æ = oo. 


17. Ayant rappelé comment on trouve les points critiques des 
intégrales et ceux des rapports des intégrales, je peux maintenant 
appliquer aux équations différentielles les résultats obtenus précé- 
demment pour des fonctions quelconques. De la proposition VIT je 
déduis, par exemple, celle-ci : Soit une équation linéaire à coefft- 
ctents rationnels. St les rapports des intégrales n'ont que des 
points critiques algébriques (l'infini compris)en nombre moindre 
que trois, ou s'ils en ont trois, et que les ordres m, n, p de ces 
points satis fassent à l'inégalité 

I I I 

HT 
alors ces rapports et la variable indépendante s'expriment ration- 
nellement en fonction d’une nouvelle variable. 
_ Cette nouvelle variable nous est connue par la théorie précédem- 
ment exposée. Je dis maintenant qu’on peut trouver immédiatement 
aussi la nouvelle fonction y qu'il faut prendre pour que l’équation 
transformée soit à coefficients rationnels, comme la précédente, et 
ait, en outre, ses intégrales rationnelles. 

Je laisse de côté le cas où 1l y a moins de deux points critiques, 
et je ne m'occupe que du cas où 1l y en a trois. J’envisage une solu- 


tion de l'équation 
Xm Li Yan Zp— 0, 


la variable qui figure dans ces polynomes étant n, et je pose 


-X/n 
LP? 





T—=— 


supposant, ce qui est permis, les trois points critiques être 


à Æ — O, I, ©. 
Suivant l'hypothèse : 
1° Pour æ — 0, les intégrales appartiennent à des exposants 55, 
f 


a a à : Fa . : 
So + at Sp rte mt" OÙ 4, a!,... sont des entiers positils et crois- 


sants ; J 





Le] 
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2° Pour x —1, elles appartiennent à des exposants s,, s, + nt 


b' DT Se des ere r | 
Sy + —» *-*- Où 0, 0, ... sont des entiers positifs et croissants; 
nm 


; é : É MUHRE 
3° Pour æ =, les intégrales appartiennent, relativement à _. 
à 
MR c C s $ . 
à des exposants 5, F2gn ne So + ne +++) OÙ €, C Sont des entiers 
positifs et croissants ; 
4° Pour toute autre valeur de #, les intégrales appartiennent à des 
exposants $, s+e, se, ..., où €, €, ... sont des entiers positifs 
et croissants. 
Soit 
YD+HPy UE... +<Ly=o 


l’équation proposée. On aura 


R R: R Re 
Ro LAN NS PES ANSE 
T TX —:}] LIU) TT — VW 





Pour x — 0, l’équation déterminante est 
S(s—1)...(s—qg+1)+Ros(s—1)...(s—g—+2)+...=0. 


Envisageons la somme des racines; posons 


a a’ œ 
tie ie EN 
s mn mt nm 
Nous aurons alors 
ISo + — = HR A0: 
En posant de même 
bd b' 4 
Le pe PR A M RARE 
nn RAD P P 
on aura 
CAN reed 
gSi + PRMATU ICU RUE Ri, 
gai = oi RUE R RE Rae tece 


Pour &—w, iles racines seront s4, Su €; Sw—e!, -.., Où €,'e/ sont 
des entiers positifs. Posons 


ete +,...—{%£,,; 
alors nous aurons encore 


NT) ee 


2 fe 


9 Sw-+ Ev 
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Additionnons membre à membre toutes ces égalités, et nous obtenons 
(20) — 9 (S0 + S1+ 52 + Sw + Sw'—He..) 

A 


D ip 2 PR a a AL, PAS EE 
m Rp 2 


où À est un nombre entier. 
Soit maintenant y une intégrale quelconque de l'équation. Je pose 


Z = YXTSomn NES Z=s,p(Xm + LP )—Su( Xm + w’ ZP sv GYE ° 


Il est visible qu’alors pour toutes les valeurs de x qui correspondent 
à æ —0, 1, ©, &, W,..., 3 est une fonction synectique de n.Îl en 
est encore de même pour toute autre valeur de n, sauf pour n =. 
Pour n infini, y est une fonction synectique de -+ Mais le facteur 


introduit ne laisse pas subsister cette propriété ROUE Z. Soit d le 
degré de ce facteur; on a 


d=—M(ss + Si + S2 + Se + Sw'Hee.)) 


où M est le degré de la solution choisie pour l'équation indéter- 
minée. D'après (20), ceci devient 


d=r[t+f4lere+es... 11020) _ MA. 
IL VPN AND 2 7 


Si l’on prenait pour M le degré M, de la solution primitive, MA serait 
entier, mais pourrait n'être pas divisible par g. Soit à le plus grand 





commun diviseur de M, A et de g. En choisissant M — 17, 6n aura 


pour d un nombre entier. Alors z est une fonction uniforme de ñ 
pour toutes les valeurs de cette variable, y compris l’infini, et synec- 
tique pour toutes les valeurs de n, sauf l'infini. Donc 3 est un poly- 
nome entier, et l’on voit que d est le degré de ce polynome. 
Envisageons maintenant une solution primitive de la même équa- 
tion indéterminée. Soient X, 3, & les polynomes qui composent 


celte solution, et © la variable qui y figure. D’après la proposi- 


tion IT (p. 19), si nous posons encore 


eX. 
LP 





LT = — , 


€ est une fonction rationnelle de n. Soit 


= fn) 
F(n) 


de) FT RE 
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- : , M q Pr sd ; 

cette fraction, dont les termes sont du degré gr = ÿ$: Prenons deux 
1 


des polynomes 3; leur rapport est aussi une fonction rationnelle 
de €, en sorte qu’on a 


er 


(ni BCE 


—— — + 


bn) 
Soit d, le degré de (€) et W'(C). On a par suite 


pn)= PE) F(n)h, Ya) = FL) EF (a) 


Z1 
39 


nr 


d’où Je conclus 


Donc M,A est divisible par g. Le plus grand commun diviseur 
de M, A et de g est donc g lui-même, et la solution de degré M est 
primitive. En résumé : 


Prorosrrion IX. — Soit une équation différentielle linéaire de 
l’ordre g, à coefficients rationnels, ayant divers points singuliers 


Mines DAS OC UD DER 


on la suppose telle que les intégrales appartiennent : 
Relativement à (x — w), aux exposants s5, S5 + Ews Sw + Ewy ++.) 
Relativement à (x — w/), aux exposants 54, Ses + Euyry Su + Ets +++ 
et ainsi de suite, les lettres & désignant des entiers positifs, dont 
on désigne par E la somme totale. 
On suppose, en outre, que : 
Relativement à x, les intégrales appartiennent aux expo- 
a a 
santis So, So + me? So + EST .. 


: LES b ! 
Relativement à (x—1), aux exposants s,, s; + NT fur ame EU 
: SR? c c’ 
Relativement à = AUX CXPOSANES Sy, Sa =» Sat APE, les 
lettres a, a/, ..., b, b', ...,c, c', désignant des entiers positifs, 
ainsi que M, n, p, ces derniers étant supérieurs à l’unité, et satis- 
faisant à l’inégalité 
5 I “ I # I S 1 
OP ECO 0 ; 
Soit X, Y, L'une solution primitive de l'équation indéterminée 
À" Yt+ZP—o, la variable qui figure dans les polynomes 


r 


40 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 
étant désignée par n; et soit M le degré de cette solution, 
nombre donné par l'égalité 


Hier Le 


I 

M m n 

Si l’on change de variable et de fonction en posant 
Xmn 


de Ms » 


(21) 3 —= Xi Y-sinZ-s;p( Xm + w ZP )—Su( Xm + W'ZP)Sw . St 





He PB 


la variable et la fonction étant d’abord x, y, maintenant n, z : 
alors l’équation transformée a pour intégrale générale un poly- 
nome entier. En d’autres termes, 3 est un polynome entier de la 
variable n. 

Pour avoir le degré d de ce polynome entier, il faut envisager 
le nombre À : 


(22) MEL MAUR ENT ITR A M VAR à tous 
: m n P 


où À surpasse d’une unité le nombre des points singuliers w,w/, ... 
(les points o, 1, & étant omis). Le degré d de z est 
_ MA 


LS 
ff 


qui est toujours un nombre entier. 


18. Dans la suite de ce mémoire, nous aurons de nombreuses 
applications de cette dernière proposition aux équations du troi- 
sième ét du quatrième ordre. Pour le moment, je veux l’appliquer 
simplement à retrouver d’une manière simple et nouvelle, et à 
étendre les résultats déja connus et qui concernent l'équation de 
Gauss. J'écris cette équation sous la forme 





AE Hg R; LE Mec 3 ln 
4 F z—1)7 (=) © 


mettant ainsi en évidence les résidus R,, R, qui figurent dans l’ana- 
lyse précédente. [l n’y a pas d’autre point singulier que x = 0, 1, æ. 
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La formule (22) donne ici 
AT RE À à 93 ns 
nm n P 

et 1l faut observer que les nombres &, b, c doivent être respective- 
ment premiers avec M, n, p, sans quoi les points critiques ne 
seraient pas d'ordre m, n, p. Grâce à cette observation, on peut véri- 
fier que MA est toujours pair, comme il résulte de la dernière partie 
de la proposition IX. 

_Le cas le plus simple est celui où les nombres @, b, c sont tous 
trois égaux à l’unité. 

Le nombre À est alors 


/ I 
ÂA=—i+— + — + —) 
A Ee RD 


ce qui est précisément = (p: 16). Le produit AM est égal à 2, ainsi 


que l’ordre g de l’équation, et l’on a 


MA 
d = — = 1. 
À 
Le polynome 3 est du premier degré; comme il contient linéaire- 


ment deux constantes arbitraires, ce sera 
3 = Kn+K, 


où K, K' sont arbitraires. L’équation est donc intégrée. Il n’y a plus 
qu’à calculer le facteur. A cet effet, il faut distinguer plusieurs cas : 
Pour x = 0, l’équation déterminante est 


s(s —1+ Ro) —0; 
Pour x = 1, elle est 

S(s—1+R;)=0o; 
Pour x — «, elle est 


(23) S(s+1— Ro— R;) + G=o: 
Les hypothèses a — 1, a!'—1 exigent que l’on ait 
I L 
E——1+R,=o et EE —-—1+R;=o, 
m LL) 


ce qui détermine R, et R, de plusieurs manières. Ces nombres 
choisis, on connaîtra la somme des racines de la troisième équation. 
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La différence est donnée égale à —: Ceci déterminera C. Il y a donc 


I 
a ; PRES 
quatre équations distinctes répondant à Ce Cas. 


Premier cas : 


Ro=1— — Riel Alors RO ISTE 0: 


. CE , 0 2 4 I 
Pour la troisième équation (23), les racines étant s, et Fret 


on a 
I I 


ARE 2 PRE ne ST ere os 
P mt n 


et par conséquent 





On a alors 


dans le cas où 


1 I I I I 
Ro=1— —; Ri=i- C— — — — — |; 
mt 7t 


les entiers m, n, p, positifs et supérieurs à 1, satisfaisant à la 


ie I Il I 
condit je Æ 5 ; 3 : 
ELION — + = ee > >1,et M étant donné par 


a pour solution générale 


[ ! 
(24) ÿ=—(Ka+XK), 
ZM 
: ; x x" 
où K, K’ sont des constantes arbitraires. On a posé x = — Tr? 


X, L appartenant à la solution PIRE de Xm+ Ya Zr— oo, 


où la variable est n. 
P 


Remarquons qu'il suffirait de prendre y = 1: ZN, cette fonction 


PTT POUR SN RS TT PTE) 


GR 
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ayant pour chaque valeur de x plusieurs déterminations dont les 
combinaisons linéaires reproduisent le second membre de (24). 

S1 l’on tient compte de ce fait qu'il existe quatre cas de l'équation 
indéterminée, et que l’on peut permuter les nombres m, n, p entre 
eux, On voit qu'on à ainsi intégré l’équation dans 24 cas différents. 
Il faut toutefois observer que l’échange de m, n équivaut à l’échange 
de æ et de (x — 1), échange dont on connaît l'effet sur l’équation 
de Gauss. Les autres permutations de m, n, p, combinées avec les 
transformations connues, réunissent entre eux quelques-uns des cas 


suivants et celui que Je viens de traiter. 


Deuxième cas : 


I I 
Ro=1i——, Ri=1+ —. Alors Se OM Sir 
mm n 


On a 


Troisième cas : 


I l 1 IP VA 1 I 
Robe PE en Cf) (+) 
Il se déduit du précédent par l’échange de X et de Y, de met de n. 


Quatrième cas : 


I I 1 I I 
Ro Eet RP G=(1+%) (agi): 
L'intégrale générale est 
1 5 ls 
7 Ce 
DR un NU AR) 


19. Dans les cas que je viens de passer en revue, la solution est 
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immédiate, le polynome 3 étant du premier degré. Il n’en est plus 
de même dans les autres cas. Il importe donc de savoir calculer ce 
polynome sans faire aucune transformation. 

Soient 3,, z: deux des polynomes entiers 3, dont le rapport est 
celui de deux intégrales de l’équation proposée (22). À cause de 
cette origine, 1ls jouissent des propriétés suivantes : 


1° Leurs combinaisons linéaires appartiennent aux exposants 0, 1, 
relativement à tout binome (n — w), dans lequel w n’est racine ni 
de X, ni de Ÿ, ni de Z. C'est la traduction de ce fait que l'équation 
n'a pas d’autre point singulier que x = 0, 1, 

2° Les polynomes z,, 3, se transforment ensemble par une substi- 
tution linéaire quand on éffectue, sur la variable binaire n, une 
quelconque des substitutions du groupe G, qui correspond à l’équa- 
uon X2+ Yr EL Xp—o. En effet, ces substitutions altèrent n, mais 
laissent x invariable. 


Je dis que ces deux propriétés sont caractéristiques des poly- 
nomes 3; en d’autres termes, deux polynomes jouissant de ces pro- 


priétés sont proportionnels à deux intégrales de l’équation de 
XX 
LP 
Avec les deux polynomes 3,, 3:, je compose les deux fonc- 


Gauss; la variable x de cette équation est x = — 


Lions ÿ4, Je», en posant 


Aer LU UT 
Jar pd “ MA Vives pd : 
ZN ZM 


J'ai appelé d le degré des polynomes z,, 3°. Les fonctions y, et y» 
sont ainsi du degré zéro, et n’ont pas d’autres points critiques que 
ceux de 3, et 32. | 

Les exposants relatifs à à (n— ne); n. étant une quelconque des 
racines de Z, sont seuls modifiés. Nous pouvons supposer que 2; 
et 3, n'ont pas de facteur commun. En outre, les hypothèses exigent 
que les combinaisons linéaires de 3, et 3: appartiennent aux deux 
mêmes exposants pour chacune des racines d'un même polynome X, 
Ÿ, Z. Ges exposants seront donc : relativement à (n—n9), n0 étant 
racine de X, o et a; relativement à (n —n,), n, étant racine de Y, 
o et à; relativement à (n — n,), n. étant racine de Z,o etc. 

Pour y, et y», les exposants auxquels appartiennent leurs combi- 
naisons linéaires sont encore o et a, o et b, relativement à (n — %o) 
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p d 


et à (n — 11). Mais, relativement à (n — n.), les exposants sont — a 


pd 
el — Ni + C.: 


. La . + D Med » e \ I 
Ainsi qu'on l’a déjà remarqué, relativement à ge! les exposants 


auxquels appartiennent les combinaisons linéaires de y, et y, sont o, 1, 
ainsi que relativement à (n —w), quand w est tout autre que n5, 


n, Ou n,. Par cette notation, j'entends toutes les racines de X, Y,Z. 


| NN PT 
Ayant posé z = -—- 75° Je peux regarder y, et y, comme des fonc- 


tions de x, et composer une équation linéaire du second ordre, à 
variable +, ayant y, et y: pour intégrales. Ces dérnières ne sont pas 
fonctions rationnelles de +. Mais leurs diverses déterminations cor- 
respondent aux diverses déterminations de n pour chaque valeur 
de æ. Les diverses valeurs de n se déduisent d’une d’entre elles par 
les substitutions du groupe G, lesquelles, par hypothèse, trans- 
forment 3,, 3: et, par suite, y, et y: par des substitutions linéaires 
et homogènes. Donc les coefficients de l'équation différentielle dont 
il s’agit sont des fonctions rationnelles de x. 

Dès lors, les suppositions faites sur les exposants auxquels appar- 
tiennent, dans les divers cas, les combinaisons linéaires de y, et ya, 
conduisent à cette conséquence que l’équation différentielle n’a que 
les points singuliers æ = 0, 1, æ, et que les racines de l’équation 
déterminante sont : ; 

BOUT — 0: 


a 
Sr0, — ; 
m 
BOUT AT, 
j b. 
S — O, 5? 
Pour di". 
ce 0 d C 
HT TOME! 


L’équation différentielle est donc nécessairement 





ce qui démontre la proposition annoncée. 
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On remarquera que l'équation déterminante relative à æ—=x 
donne, eu égard à la somme de ses racines, la relation 


TE b c ) 
d=—{—-+-+-—1), 
m NCA D 


que l’on peut vérifier directement en cherchant les zéros de la 


fonction 
> d39 dz; 
lan #2 dn 


20. Grâce à cette proposition, la recherche des intégrales de 
l'équation de Gauss dans chacun des cas que l’on a ici à considérer 
est réduite à une opération algébrique qui se fera indépendamment 
de l’équation. Je ne veux pas insister sur ce sujet, et je me contente 
d'indiquer quelques exemples. 

Si l’on prend une des fonctions X, Y, Z ou un de lot covariants, 
les deux dérivées partielles du premier nue de ce covariant, prises 
par rapport à n1 et 2, la variable n étant remplacée par n, : ñ2, se 
transforment ensemble par des substitutions linéaires quand on 
opère sur n les substitutions du groupe G. Si elles satisfont, d'autre 
part, aux conditions relatives aux exposants, ces deux dérivées par- 
tielles seront propres à fournir des polynomes 3,, 3,:. Ces dernières 
conditions consistent en ce que les combinaisons linéaires n’aient de 
racines multiples que celles de X, Y, Z. On s’assurera que cette con- 
dition est remplie en observant que le nombre des racines doubles 


des combinaisons des deux polynomes 3,, 3, est celui des zéros de 
F ; dz dz LUE ; 
leur jacobien (3, —z:—" }), c’est-à-dire 2(d—1), d étant le 
dn da » 
degré de ces polynomes. Une racine multiple d'ordre & compte ici 


pour (a — 1) racines doubles. 

Prenons par exemple les dérivées partielles du polynome 2? appar- 
tenant à la solution de X?+ 34 Li — 0 [équations (15), p. 26 |, et 
posons | 


I y 
Fi gJi=ni(ni+7n), 
L L 
32 = gd n2(ni+ ni). 


ILest mis en évidence que 3, a la racine triple n, = 0, laquelle appar- 


% 


uent au polynome %. Donc les six racines de # sont racines triples 


a Cr à 


LS 
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des combinaisons linéaires de 3,, 3». Elles comptent ensemble 
pour 6.2 — 12 racines du jacobien. Mais le degré d est ici égal à 7. 
Donc 2(d—1)—12. Le jacobien n'a pas d’autre racine. Les poly- 


nomes 31, 3: Conviennent donc; en conséquence, pour 


Re PRET ARE c=Z(Z->) 
2 3 


l’équation de Gauss «a l'intégrale générale 


= = [Kw 7)+ Kit 7n!)]. 


üe | 
œ|- 


après qu'on «a posé 
I. eV? 


BEST 


« 


X, & étant les polynomes (15) [p. 26] et n — LES 
2 


On a un second exemple tout analogue en prenant les dérivées 
partielles du polynome Y, relatif à l'équation X?+ V4 7Z5— 0. 
Voici le résultat. Pour 





1 I | 19 / 19 I 
R,=1- — R; = r—- D AE CE à NA ARC 
à 2 ? 7 60 | 60 3 ÿ 
l'intégrale générale est 
712 
OÙIZ 1 —— LEURS Ne après qu’on a posé x — — À X. Z étant 
RD Ont Gone. pres q 12 VH56235. 73 ; 


les polynomes (16) [p. 271. 
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CHAPITRE IL. 


Résolution de l’équation indéterminée X"+ Y"+ Zr — o en fonctions uniformes et 


| 


doublement périodiques d’une variable. — Propriétés des fonctions n'ayant que 
P q P he q 


trois points critiques algébriques dont les ordres m, n, p satisfont à la rela- 
1 I I Ro ; ee 

tion — += +——1. — Propriétés des équations différentielles à coefficients dou- 

m n 

blement périodiques quand les rapports de leurs intégrales sont des fonctions uni- 
formes. — Intégration des équations à coefficients doublement périodiques et à 
intégrale générale uniforme. — Rappel des propriétés des fonctions s(u) et p(u) 
de M. Weierstrass. — Nouveaux cas d'intégration de l'équation de Gauss. — 
Équation de Lamé. — Equations qui se rattachent à la division de l'argument 
dans les fonctions elliptiques. — Equations qui s'intègrent par les fonctions expo- 


nentielles et rationnelles. — Équation de Riccati. 


4. Soient m, n, p des nombres entiers positifs, et envisageons 


li ntégrale 


(1) 


5 da 


7 Vu our ra 
(a— a) M(a—b) n(a—c) P 


le 


S1 les nombres m, n, p satisfont à la condition 


il est connu (!) que & est une fonction uniforme (4) de w pour toutes 


les valeurs de cette variable (l’infini non compris). Elle est uniforme 


et 


doublement périodique, et il en est de même aussi de 


+ * à 
(a Et a)”, (x te 05% (a R c}P. 


En conséquence : 


Proposrrion X. — Soit € une fonction de la variable « : su elle 


n'a que trois points critiques (l'infini compris), que ces points 


( 
( 


1) Briot et Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques, 2° édition, page 389. 
2?) Il ne faut.pas perdre de vue que je désigne toujours par le mot fonction uni- 


forme une fonction qui a l'aspect d’une fraction rationnelle. J'ai déjà fait cette 


obs 


ervation dans l'introduction, (page 4); je la répète pour éviter tout inalentendu. 
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sotent algébriques, respectivement d'ordre m, n, p, et que ces 
; c * ee I I I 
ordres satisfassent à la condition TR he y alors on peut 
/ 
exprimer à et € en fonction uniforme d’une méme variable u 


pour toutes les valeurs de w (l'infini non compris, sans quoi les 
fonctions seraient rationnelles). 


Soit aussi 





«= f° da : 
._JVia—a)(e—b)(a—ce)(a—e) 


alors &, Va— a, Va —b, Va—c, /x—e sont des fonctions uni- 
formes de u. Donc : 


. Prorosrrron XI. — Sort Ü une fonction de la vartable à : st elle 
na que quatre points critiques (l'infini compris), que ces points 
soient algébriques et du second ordre, alors & et € se peuvent 
exprimer en fonction uniforme d’une même variable. 


2. Reprenons l'intégrale (1). Désignons par X, Ÿ, Z les trois 
fonctions de la variable w, 


1 1 1 
(a, ad)", J(x — 60), (a — cc}. 


Elles fournissent une solution de l’équation indéterminée 
(2) (b—c)X+(c—a)Yt+(a—b)Zr—=0o 


par des fonctions uniformes et doublement périodiques d’une même 
variable &. Ainsi l'équation XL YnL Zr— 0 peut étre satisfaite 
par des fonctions uniformes et doublement périodiques d’une 
méme variable (aux mêmes périodes), toutes les fois que 


Remarquons qu'elle peut l'être aussi quand = += Le AU 


puisqu'on peut y satisfaire alors par des Sn Le tee d’une 
variable x, et qu’on peut alors faire n fonction doublement pério- 
dique et uniforme de uw. Ce. qui distingue essentiellement ces cas, 
c’est que, dans ce dernier, on peut prendre des fonctions elliptiques 
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Q7+ 
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de module absolument arbitraire. Dans le premier cas, au contraire, 
le module est particularisé, comme on le verra tout à l’heure. 
La dernière proposition a une réciproque : 


Soit M «un multiple commun des entiers m, n, p. Pour que 
l'équation XM+ YrL ZP= 0 puisse être satisfaite par des fonc- 
tions uniformes et doublement périodiques d’une même variable u, 
aux mêmes périodes, ayant chacune un seul infini u = us dans 


le parallélogramme des périodes, et que cet infini soit multiple 


MM M : ; s / : 
d'ordre ns pour X, Ÿ, Z respectivement, il est nécessaire 


que l’on ait ‘ 
I de f 
GLEN CAE QE à 


IV 


1h 


La démonstration est très simple et analogue à celle qui concerne 
la résolution en polynomes entiers (p. 16). En différentiant l’équa- 
tion supposée résolue, on obtient successivement 


mXmiX'+ nYn-1iV'+ pZr 12 = 0; 
MXN En NEX EU AN L EPL ATRLER EE NRY 


(3) Zp—1 FE Xi PT Ya—1 


: 


D’après les hypothèses, on voit aisément que la fonction doublement 

périodique (MXY'— nY'X) na que les infinis uæ=u,, avec un 

ordre de multiplicité au plus égal à (= _e =) Fel est donc, au plus, 
Pt rt 

le nombre de ses zéros. Comme on peut supposer que X, Ÿ, Z n'ont 

aucun zéro commun, 1l faut que chaque numérateur de (3) ait les 

zéros du dénominateur correspondant. On doit donc avoir, en comp- 


tant ces zéros, pour la première des fractions (3), 


MM, M. 
mn R = P er 1) De 
d’où je conclus 
I 


I 
mn 42 P 


+ 
| 
[IV 


l: ‘ 
ce qu'il fallait prouver. 

Déjà nous avons dit (p. 17) que l'inégalité n'est satisfaite que 
pour un des Cas suivants relalivement aux nombres qu'on peut 
prendrepour M, 7, psisavoir nt, 2,12),1029913% (2,28, 49) (RAR 
À son tour, l'égalité n’a lieu que dans les nouveaux cas : (2, 3, 6), 


GE 4) AV Ad 32) 


Tdi RE L'on. Ed fe Re dE TÉL ver, > 
nn è F7? pu « z | à : 
; y { à 4 
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K 


Remarquons que, dans le dernier énoncé, l'infini w, des trois 
fonctions X, Y, Z n’est là que pour préciser ces fonctions mêmes, 
au lieu de leurs rapports. On pourrait faire disparaître cet infini en 
parlant de trois fonctions uniformes X, Y, Z, telles que les rap- 
ports X":ZP, Yu: ZP soient doublement périodiques et aux 
mémes périodes. 


à 


3. Revenons sur la résolution de l'équation indéterminée 


Xm Yan 7p—0o 


QT A I , RE 
dans Le! CAas-où =" —+- + - —1. D'une solution on peut en déduire 
’ 1 D : 


de nouvelles, au moyen de Ia transformation des fonctions ellip- 
uques. À cet effet, & étant la variable qui figure dans la solution 
choisie, on prendra une des transformations qui, remplacant l’une 
par l’autre les variables w et v liées ainsi 


b=Âu+u, 


où À, 4 sont des constantes, permettent en même temps d'exprimer 
les fonctions elliptiques snu, enu, dau aux périodes de X, Ÿ, Z, 
sous forme de fractions rationnelles de sn,v, cn, v, dn,v. Les indices 
rappellent ici que les périodes sont différentes. 
Je dis maintenant que la réciproque a lieu, en cette sorte : 
% 


r . I I l E 
Proposrrion XII. — Sort _ a se = 3 — 1, el envisageons deux 


“solutions \XYY, Z\, (X, 3, %) de l'équation -X"+VrEZr— 0 


par des fonctions uniformes d’une variable, dont les rap- 
ports X":ZP, Yu: ZP soient doublement périodiques. Soient u, v 


les variables qui figurent respectivement dans (X, Y, ZL) et 


dans (X, Ÿ, %), solutions dont les périodes peuvent étre diffé- 
dentes. CU Éd 
X/2 AU 


SLLEOT POSE 7 = 5) il en résulle = }u+u, où À, u sont 





des constantes. 


s ; ; CDR I I RAT 
Des relations (3) et de l'égalité — += + -—1+ il résulte que 
(oJ m n P 
(pZ'X — mX'Z) et Y2-1 ne diffèrent que d’un facteur constant. 
S1 l’on pose donc: = 
D'ŒuL 


CR 9 


LP 
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il en résultera 
da X/2T1 Yn—1 
FPE LEA RE RAS 
du ZP+1 
, . h YA œ PL , . + 4 . da 
D'ailleurs, à —1—= ;-. Si l’on substitue dans l’expression de — 
Z,P du 
à X, Ÿ leurs expressions en 4, Z, alors Z disparaît; car il est affecté 
de l’exposant 


NUE IE 
p + 


AT I f 
NU Ur un ne 








Il vient ainsi 


1 
da — 1 — 1—- 

— (— 1} Aa (a —1) It 
du 





| 


ce qui concorde avec l’équation (1), moyennant un changement de 
variable évident. Il n’y a donc, à proprement parler, pas d’autre 
solution de l’équation indéterminée que la solution trouvée touût 
d’abord et celles qui en résultent par transformations. Pour 
achever notre démonstration, disons qu’en prenant une autre solu- 
tion X, Ÿ, & à variable #, et posant encore 


le facteur À pourra être changé? et l’on aura 
P = 


1 1 1 
d: UMA RS NE EE 
_ = (—1)"Bo. (ax —1) Le 





A s ; 5 PRE 
Donc dv = > du, ce qui démontre entièrement la proposition 


annoncée. 4 


? 


Ï I T : > 2 
4. Dans le cas EE M > 1, la solution trouvée tout d’abord 


est aussi la seule. Je dis, en ellet, que : 


Proposrrion XIIT. — ,S% _ += Re >, soient X, Y, Z trois 


fonctions unifor mes de la var dre u Rx que X%®%2"el YA: LP 
sotent doublement périodiques et qui Ho à l’équa- 
tion Xm4 VrE 7P=—= 0: 

Soient, d'autre part, R, 5, % les trois polynomes entiers d une 
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variable qui composent la solution primitive de la même équa- 
tion en polynomes entiers; 

Se À X/n2 ANT TR F ; f " 

t l’on pose 7r — 5, ten résulte que n est une fonction uni- 


forme et doublement périodique de u. 
Effectivement, la solution (X, 7, &) étant primitive, il en résulte 


eXS 7 


— 
Lo 





> (p: 19) que, si l’on fait «à = — > n envisagée comme fonction de « 


n'a que les trois points critiques 0, 1, æ, dont les ordres sont m, 
ñn, p. Si lon pose donc en même temps 


AV X7/n 
A=——— = — -—— 
<P Zp ? 


il est manifeste que n est une fonction uniforme de «, d’ailleurs 
doublement périodique comme #. Ce qui démontre la proposition. 


5. Voici maintenant la réciproque des propositions X et XI. 


Proposrrion XIV. — Soit © une fonction d’une variable à pou- 
eant, pour chaque valeur de x, avoir une infinité de valeurs dif- 
férentes, mais jouissant de cette propriété que, pour chaque 
point critique, toutes les valeurs de © $e repartissent en cycles 
dont chacun en contient un méme nombre. Soit m ce nombre 
pour un des points critiques, soient n, p, ... les nombres ana- 
logues pour les autres points critiques, que l’on suppose tous 
_algébriques : | 

D'après ces hypothèses, st x et C se peuvent exprimer en fonc- 

tion uniforme d’une variable u, dont, en outre, x soit fonction 

doublement périodique, et que d’ailleurs « et Ÿ ne puissent étre. 
“exprimés en fonction rationnelle d'une méme variable; 

Alors, ou bien les points critiques sont au nombre de trois 


up 4 pue I I I 
seulement et leurs ordres satisfont à la condition En A 1 ; 
Ou ‘bien ils sont au nombre de quatre, et sont tous quatre du 
second ordre. 


Supposons que 4—0, 1, æ soient trois des points critiques, 
d'ordre m, n, p.11 résulte des hypothèses que « s'exprime en fonc- 
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tion de w sous les deux formes 


X/n V2 


LA — —— ) ME NUS 


X, Y, Z étant uniformes, et les quotients doublement périodiques. 
Donc on a 

NC A EN nee Zp 70, 
et par suite (p. bo) 

I I 

FES, —< < 
nt [42 P 
S'il n’y a que ces trois points critiques, la démonstration se trouvera 
ainsi faite. L'inégalité doit, en effet, être repoussée suivant l’hypo- 
thèse que a, Ü ne sont pas exprimables rationnellement en fonction 
d’une variable. Il reste donc l'égalité. F , À 


S'il y a d’autres points critiques a, b, ..., on aura aussi 


# 
AQ Dre 
RUE Se à — db — 75° : 
d’où les égalités 
(a—1)X2— aYnr+ A1 0, 
(b—1i)X2— BYr + Br = 0, ÿ 
% 


À, B sont encore des fonctions uniformes et, de même qu'à la page 00, 
on peut supposer toutes ces fonctions doublement périodiques et 
appliquer l'analyse déjà employée. | 

On peut admettre, sans troubler la généralité, qu'aucune de ces 
fonctions n’a de zéro commun avec une autre; car alors ce zéro 
appartiendrait à toutes les fonctions. Il en résulte que l’un des détermi- 
nants (3), par exemple (mX!'Y — nY'X)},ales zéros de Z, A,B,...;: Va 
on a donc l'inégalité 

M M 


M M M 
sa es je EN EE LR Lis nee Le 
AM 7er A DSP Denis PER 


ou 


Si les nombres m, n, p, q, ... sont plus de trois, l’inégalité ne 
saurait être satisfaite que s'ils sont quatre et, en outre, égaux au 
nombre 2. Ce qui achève la démonstration. 


N 
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6. J'applique maintenant les propositions X et XI aux équations 
différentielles linéaires, pour conclure ainsi : 


Proposirion XV. — Soit une équation différentielle linéaire à 
coefficients rationnels. Si les rapports des intégrales n'ont que 
des points critiques algébriques, que ces points sotent au nombre 


de quatre et tous du second ordre, ou au nombre de trois, et que 

ne. À ur I ER : ; 
leurs ordres m, n, p satisfassent à la condition A er = nid 

On peut alors changer de variable indépendante de telle ma- 
nière que l’équation transformée soit à coefficients doublement 
périodiques et uniformes par rapport à la nouvelle variable u, 
et que les rapports des intégrales soient des fonctions uniformes 


de uw. 


Cette proposition est une conséquence évidente de X et de XI, 
dx 
du 
doublement périodiques de u. Mais voici maintenant la proposition 


et de ce fait qu'à la fois + et sont des fonctions uniformes et 


vraiment nouvelle : 
e 

Prorostrion XVI. — Soit une équation difjerentielle linéaire 
dont les coefficients sont des fonctions uniformes de la vartable 
et doublement périodiques. Si les rapports des intégrales n'ont 
aucun point critique (l’infint exclu), on pourra changer de 
Jonction, de telle sorte que la transformée ait encore ses coef ft- 
cients uniformes et doublement périodiques, et que les intégrales 
sotent elles-mêmes uniformes. Dans cette transformation, les 
périodes des coefficients seront généralement changées. 


Soit w la variable indépendante. Je désignerai par w et w' les 
périodes. D’après les hypothèses, l’équation se reproduit elle-même 
quand on augmente &w de muluples de 5 ou w'. Toutes les circons- 
tances relatives aux points singuliers, et qui ne dépendent que de 
l'équation même, se reproduisent donc identiquement pareilles, aux 
points homologues de deux parallélogrammes construits sur Îles 
périodes. On n’a donc à considérer, notamment en ce qui concerne 
les exposants auxquels appartiennent les intégrales, que les points 
situés dans un seul parallélogramme. 

Soit u—=u, un point singulier. Suivant l'hypothèse, les expo- 


*” 
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sants auxquels les intégrales appartiennent relativement à («4 — u,) 
Sont y, + €, Yi 6, ..., OÙ par €,,6:, «.. je désigne des nombres 
entiers. C’est là ce qui caractérise un point singulier qui n’est pas 
critique pour les rapports des intégrales (1). [l peut être critique 
pour les intégrales mêmes; car y, peut être quelconque. Soit g l’ordre 
de l'équation. La somme N,, savoir 

AA AU aa AE 


p) 


Ni=vig ei +e, +... 


Là 


est égale au résidu du premier coefficient 4, de l'équation donnée, 
si on l'écrit 
YD— My IU+.. + ay =0. 


Considérons successivement les divers points singuliers wo, Us, ...; 
soient Y», Y3, ... les exposants analogues à y, eL relatifs à ces points. 
On a de pareilles sommes N:, N;, ... qui sont les divers résidus de 
la fonction doublement périodique &,. La somme de tous ces résidus 
est égale à zéro. On a donc entre les nombres v,, vo, va, ..., qui, 
individuellement, peuvent être quelconques, cette relation 


g(Üi+vatv:<+...) = un nombre entier. 


Ceci reconnu, cherchons d’abord s'il est possible de trouver une 
foncuon /(u) telle que le produit de f(u) par l’intégrale générale 
de l'équation proposée soit uniforme, et que la transformée avec 


l'inconnue z, 4 


3 = y f(u), 


ait encore ses coefficients uniformes, doublement périodiques, et aux 
mêmes périodes 5, w', que l'équation proposée. 
Pour que cette dernière condition soit remplie, il faut et il suffit 


J'(u) 


immédiatement les formules pour le changement de fonction dans 


soit uniforme et aux périodes w, w', comme Île font voir 


une équation linéaire. Prenons une fonction intermédiaire 1m- 
paire n(u), à un seul zéro, et évanouissanté avec w, comme par 
exemple la fonction H de Jacobi, et aux périodes w, æ'. Soit Cu) la 
dérivée logarithmique de 4(u). Suivant le théorème de la décompo- 


(!) Voir chapitre I, n° 16, p. 34. 





ù 
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sition en éléments simples, dû à M. Hermite, nous aurons 
f'(u 
Fe - A +HeC(u—uwu)+ cc (u—u)+... 
(44 | 
LR ML(u—u)+LX C(u— us) +... 
+ pl (u— ui) + po Qu — ur) +..., 
où les infinis &,, 4», ... peuvent être non seulement les points sin- 


guliers précédents, mais d’autres encore. Je re de là 
fu) = eltn(u— uiYin(u—u:)s...eptu), 


où o(w) est uniforme et fractionnaire. Avant maintenant égard à la 
condition que yf(w) doit être uniforme (!}, je reconnais que &(u) 
doit être nul, et, en ce qui concerne les exposants, qu'on doit avoir 


TN MU EU)" nu Ua) Va, SE (uw), 
F(u) étant un produit tel que celui-ci 
F(u)=n(u—a)rn(u—B}rn(u—7y)r. 


où tous les exposants sont entiers. Mais les exposants — y,, —v,,... 





mm,ins p,+.ne sOnt autre chose que les résidus c;,.c,, :.. de: 


_ Leur somme est donc nulle. Donc on doit avoir 


Vi+V2<+ V3... un nombre entier. 


Le problème n’est done suscepuble de solution que si cette dernière 
condition a lieu. Dans ce cas, il est effectivement possible. On n’aura 
qu'à prendre pour f(u) cette forme qu’on vient de reconnaitre 
nécessaire, et qu'on pourra alors construire. 


Le problème est impossible SU n'est pas un nombre entier. 


Mais j'ai démontré tout à l’heure qu’en tout cas, ce nombre est 
commensurable, son produit par l'ordre 4 de l'équation étant entier. 
Prenons alors pour périodes des multiples des: précédentes, par 
exemple gw et gw'. Il faudra alors, au lieu du point singulier «y, 
considérer g? points singuliers w, + mm + m'w', où m, m'sont des 








(*) C'est-à-dire avoir l'aspect d’une fonction rationnelle, je crois devoir Île 
répéter expressément, 


FT. tr d' n. À n ui LT SAN ÿ LÉ T. 24 A Mtinhe d 7) pod d PR LENT  L'AP. CU mate 
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entiers variant de o à (g — 1). Le nombre y, sera répété g? fois; de 


même y2, V2, .. Alors la somme Ÿ y est remplacée par y qui 
; À , : ; 

est, cette fois, un nombre entier; et le facteur /(w) pourra être 

trouvé. L’équation transformée aura alors les périodes gw, gw'. La 


proposition est ainsi prouvée. à 


7. À ce sujet, je ferai deux remarques : 1° Il n’est pas toujours 
nécessaire d'employer le multiplicateur JA suffira d'employer le 


; os 5 5 
plus peut nombre r tel que FAN devienne un nombre entier. Pour 


une équation du quatrième ordre, dn n’aura qu'à doubler les périodes. 
2° On peut aussi ne multiplier qu’une des périodes, où multiplier 
les deux périodes par des facteurs inégaux. | 

J’emploierai de préférence la multiplication des deux périodes par 
un même nombre. On peut remplacer cette multiplication par une 
division de l’argument. Il est aisé d’apercevoir la forme du fac- 
teur /(u), et je peux énoncer ainsi la conclusion : 


Proposirrion XVII. — Sozent u,, u:, ... les divers points singu- 
liers de l'équation, en tenant compte seulement de ceux où, les 
rapports des intégrales étant uniformes, les intégrales mêmes 
cessent de l'être. Soient y, l’exposant auquel appartient une 
intégrale relativement à (u—u,); »: l’exposant auquel appar- 
tuent une intégrale relativement à (u— u:), ..…. 

1° Le produit de y, + y:+... par l’ordre de l'équation est un , 
nombre entier ; 

2° Soit n le plus petit entier tel que n°(v,+v3+...) soit un 

. « . 3 , Û 
nombre entier À; st l’on fait 


SPÉUTENU MN AMIOUSE Ua Vi. DA 


(4) Fine € 


F nf) 


4 





où a est arbitraire, la fonction z est uniforme, et l'équation 
transformée, où z est l’inconnue, a ses coefficients uniformes et 


nv le : \ , u 
aux périodes w, w', relativement à la variable pe 
4 


5, w sont les périodes de l'équation primitive relativement à la 
variable w. 
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S. Dans le cas particulier où il yaun seul point &, à considérer, 
le facteur (4) peut prendre une forme très utile à connaître. Have 
sageons, avec M. Kiepert (‘}, la fonction 


2 n(nU) 
Va(u) = - "En 
n(u) 


Quand on remplace n(u) par une autre des fonctions de même déf- 
mition, b,(u) ne change pas. Car ces diverses fonctions n(«) ne 
diffèrent entre elles que d’un facteur e*”, si loutefois on fixe encore 


ne 


la limite de pour 4 = 0. Cette limite sera supposée être l'unité. 


On a A à A 


Al(nu)-  Ali(nu) js L 


Ab (uy  AI(u)ye [AB(&) 


DOC US = Fu) ——— 
n (ue) Houaye 
où Fu) est le numérateur de sn(nu) exprimé en fonction ration- 
pelle de snu, cnu, dnu. 

La fonction d,(«) est uniforme et aux périodes 5, 5’. Elle n’a 
qu'un infini & = 0, muluiple d'ordre (n?— 1), et (7?— 1) zéros dis- 


- nmTœ nm'T 
LINOLS=— 
n 





> I et 7 étant des entiers qui ne sont pas 


nuls à la fois. 


Quand il n'yx a qu'un seul point singulier ui, on rend 3 uni- 
Jorme en prenant 





n étant toujours choist de telle sorte que n?v, soit entier. 


EN fu —u; : \ pa 
Relativement à (=), 3 appartient à l’un des exposants 2°y,, 
; ’ À SU—U —MmT —mTS 
ny; + €, A°y; FRA ... et relativement à AT DES NE cit aux 
ÉRDUSANES ON re Te, ae 


\ 


9. Je vais maintenant rappeler les quelques principes dont s’est 
PP q | P P 





mr 


(*) Ganzsahlige Multiplication der elliptischen Functionen (Journal für die 
reine und angewandte Math., t. LXXVI, p. 26). — Pour le calcul de la fonc- 
tion Y,(u), on peut consulter le mémoire de M. Max Simon : Multiplication der 
ellipt. Funct. und Schliessungsproblem (1Ibid., t. LXXXI, p. 310). 


L4 - PT À “#09 ært à SOIT 2: 0 OP dr ES CN RE ET AC AREA OR ch lis D Re t  'R Le LAN 
Fee nt + 9. CE $ Ÿ ; Œ ie: Sen Ru er RSR LE RAT ES SEE RES AS 
DNA de * 


‘ « ’ Ju Le * — # 
; , PAR | : 
$ / : D ne MAS 
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enrichie l’analyse des équations linéares, cette année même, oràce 
aux travaux de M. Hermite et des géomètres qui l’ont suivi (!). 

M. Hermite définit fonction doublement périodique de deuxième 
espèce une fonction uniforme dont la dérivée logarithmique est dou- 
blement périodique. Par le raisonnement employé plus haut (p. 57), 
on reconnaît qu'une telle fonction a la forme suivante : 


QU — pi)n(u— V2)... 


(5 L — Au 
9) PER NU PAINQUULS MOTTE 


le nombre des facteurs étant le même en numérateur et en dénomi- 
nateur. Par sa définition, 1l est visible qu’elle Jouil de la propriété 
exprimée par les égalités 


o(u+w)=pmo(u), o(u+w)= nou), 


Où AA sont deux constantes que l’on peut calculer aisément sur 
‘? expression (5). 

Mais ce n’est pas sous la forme (5) que ces fonctions sont utiles 
à envisager pour les applications. Il convient de les décomposer en 
éléments simples. À ce point de vue, deux cas sont à distinguer : 
[ 


Premier cas : Les logarithmes des multiplicateurs à, 


proportionnels aux périodes correspondantes ©, w'. 


sont 

__ Dans ce 

cas, la fonction o(«) est le produit d’une fonction doublement pério- 

dique par une exponentielle. Effectivement, si l’on a 

IOm LE nr. Jogu'= aw, 

on posera | 

7 Le OL €n 

et il en résultera A te 
F(u+w)=F(u), F(u+w') =F(u). 


De méme que les fonctions doublement périodiques, les fonc- 
lions de deuxième espèce, pour.ce cas particulier, ont au moins 
deux infinis (ou un infini multiple) dans le parallélogramme des 
périodes. 


De la décomposition de F(w) en éléments simples, on déduit 


OUU) =reXt le +Y BavEnQu— 2], 


n. V 





(!) Consultez notamment les Comptes rendus de l’Académie des Sciences de 1879 
et 1880. [Œuvres d’'Hermite, t. III, p. 266.] | $ "4 


', L dd d 4 3 r La s# ” EL ee à > RD 4 RW: LA 
1 # Dre #. PES av 2 EUR HAE EX mit > ID Ÿ 


RÉDUCTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX FORMES INTÉGRABLES. 61 


où la somme des coefficients B,,, doit être nulle. Puis en posant 


CPL AABT = FOUR 


7 


on change cette formule en cette autre : 


NT à 
(6) g(u)= Aer Ÿ Ci fi (u — u), 
; ñ, V 


où les coefficients C,, sont assujettis à la condition 
(7) > Crvarersuy=0, 
n,YV 


Cette décomposition en éléments simples a été donnée par M. Mittag- 
Leffler, qui, le premier, a signalé ce cas particulier et exceptionnel 


des fonctions de deuxième espèce (!). 


Second cas : Les logarithmes des multiplicateurs ù, x ne sont 


pas dans le rapport des périodes correspondantes ©, w'. — Ce cas 


général est bien plus remarquable, surtont en ce sens qu'ilexiste une 

fonction ayant les multiplicateurs u, u' et ne possédant qu'un seul 

pôle. Suivant la formule (5), une telle fonction aura la forme 
n(u+e) 


€ il — COÉDIREE PNP ONRRO ERee 
(8) V(u)=e U) 


On la prendra pour élément simple. Il faut d’abord faire voir qu’on 


peut déterminer les deux constantes «&, e de telle sorte que Du) ait 


deux multiplicateurs donnés arbitrairement. 
À cet ellet, rappelons que la fonctiôn n{u) jouit de la propriété 


qu'exprimen t les égalités 


(9) n(u+m)=—eturmin(e),  n(u+o) = etm)n(u), 


+ 


les deux constantes :, £/ satisfaisant d'ailleurs à l'égalité 


(Lo +, D — € mm — ET, 


{ 
où r désigne le rapport de la circonférence au diamètre. 


PE 


(:) Comptes rendus, tome XC, 1880, page 178. 
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De là résulte que les multiplhicateurs de Ÿ(w), définie par (8), sont 
, ver. 
L 
NE EIDEREP, na Pu eaD +2€ Y, 


Si ces multiplicateurs sont donnés, on détermine &, 6 par les for- 
mules résultant de ces dernières, savoir : 


(RES a =(e logu—:1logu), AE es (D log n— w' logu). 


Dans le cas exceptionnel précédemment envisagé, la dernière équa- 
ton donne » — 0, et la fonction Ÿ, réduite à une exponentielle, ne 
serait pas propre à servir d’élément simple. En dehors de ce cas, la 


fonction Ÿ, déterminée sans ambiguïté, a le seul pôle u = 0. 


Toute fonction g{(u), qui a les multiplicateurs x, u', les mémes 
que ceux de du), se décompose en éléments simples sous la forme 


CLT) o(u) DE Cy,y Yu — u,), 


n, V 
et les coefficients ne sont astreints à aucune équation de condituon. 


Ce résultat est dû à M. Hermite. 


40. Voici maintenant comment ces fonclions interviennent dans 
l'intégration des équations finéaires. M. Picard a démontré (1) que : 





Proposrrion XVII. — Si une équation linéaire, à coefficients 
uniformes et doublement périodiques, a son intégrale générale 
uniforme, elle possède au moins une intégrale particulière dou- 
blement périodique, soit ordinaire, soit de deuxième espèce. 


L2 A F r L L L - È 
Cette proposition peut être établie ainsi. Soient Y4, Yo, Vas 
diverses quantités sur lesquelles on effectue une substitution linéaire 
et homogène, en sorte qué cette substitution remplace y, par y : 


% F, =; Var 2 n VS Ts a Vs 0: 


On sait qu'il existe toujours au moins une combinaison linéaire et 
J 

homogène Y des quantités Y4, Ye, Y:, -.. telle que, YŸ/ désignant 

la même combinaison faite avec les quantités y, 4, Ys, ..., on 

ait ŸY'— AŸ, À étant une fonction des quantités &;; seules. 


(') Comptes rendus, t. XC, 1880,.p. 128 et 293. 
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Prenons une équation linéaire à coefficients uniformes et double- 
ment périodiques, et choisissons arbitrairement un système d’inté- 
grales distinctes f,(u), fs(w), fa(u), .... Augmentons maintenant & 
de la période 5. Ce changement n’altère pas l'équation. Donc 


\ 


Jfitu+w), fAu+w), fitu+w),:.. 


constituént un système d’intégrales, au même titre que les précé- 
dentes. Le changement de w en w+w transforme donc f,(u), 
fa(u), fa(u), ... par une substitution linéaire, comme les quan- 
LILÉSY4, Vas Vas +. + Les nouvelles quantités y,, y,,.9,,... sont 


fitu+s), fitu+w), fa(u+w), 


Prenant la combinaison Ÿ, je conclus qu’une intégrale jouit de la 
propriété F(u +w) = AT (u). Changeons maintenant w en uw + w/, 
et envisageons F(u), F(u+x'), F(u+2w'),..., de manière à en 
prendre une de plus qu’il n’y a d’unités dans l’ordre de l’équation. Ce 
sont encore des intégrales. Ces quantités sont donc liées par une 
relation linéaire et homogène, au moins. Prenons la relation qui lie 
des fonctions consécutives F(u), F(u x), F(u+ow), F(u+nxw!). 
Le nombre » surpasse au plus d’une unité l’ordre de l'équation, mais 
1] peut être moindre. Quoi qu'il en soit, nous avons une relation de 
la forme | 
F(u no )= a F(u)+ a F(uü +) 
+ a F(u+ow) —...+a,Flu+(n—1)s|. 


Considérons les quantités 
< Fu}, F(u+w), ..., Flu+(n—1x'] 
? g 7 
el, d'autre part, les quantités 


F(uæw'), F(u+a2w'), ., F(u+nw), 


et appliquons encore la proposition générale ci-dessus. [l'en résulte 
à otre 5 ee SR de 
une combinaison linéaire jouissant de la propriété S(u +w')=BS(u), 
et qui est toujours une intégrale. À l’égard de la période ©, cette fonc- 
tion (uw) a conservé la propriété dont jouissait F(u). Donc #(u) est 
une intégrale, qui est fonction doublement #périodique de seconde 
espèce; elle est de première espèce dans le cas particulier où À, B se 
réduisent à l’unité. La proposition est ainsi prouvée. 
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ÎT. Poussons maintenant plus avant, et démontrons que : 


Proposrrion XIX. — Sy une équation linéaire, à coefficients 
uniformes et doublement périodiques (aux mêmes périodes), & son 
intégrale générale uniforme, il existe un système complet d’in- 
tégrales distinctes se répartissant en divers groupes tels que les 
intégrales fu), fau), fa(u), ..., composant un même groupe, 
Jouissent de la propriété exprimée par les relations 


fitu+m)=pfilu), 
fau+m) = p foto) + v fi(u), 
Jfatu+m)=u fau) + falu)+o fitu), 
RER ee dc RE RNA PRE ES : 
UE ER 
fu+w)=n fau) + v fi(u), 
fatu+w) = p'fa(u) + fatu) +o'fi(u), 


esse dorer se sos eo tee es ee 0 0 ….... 


Les PREMIERS MULTIPLICATEURS à, 4”, qui sont les mêmes pour toutes 
les fonctions d’un même groupe, varieront d’un groupe à l’autre. 


J'admets l'exactitude de cette proposition pour une équation 
d'ordre (4 — 1), et je la prouve alors pour une équation d'ordre g. 
Elle sera ainsi prouvée dans sa généralité, étant exacte pour le pre- 
mier ordre. 

Je prends donc une équation d'ordre g. D'après le théorème 
de M. Picard, elle possède une intégrale F(4) de deuxième espèce, 
dont soient À, À’ les muluiplicateurs. Soit trouvée cette intégrale; 


posons . 
MG PSE 
crade Fe) |" 


en désignant par y l’inconnue de léquation proposée, par 3 une 





nouvelle inconnue. La transformée en 3 s’abaisse à l'ordre (g — 1). 
De plus, cette transformée est à coefficients uniformes et doublement 
périodiques, ainsi que le montrent immédiatement les formules de 
transformation, pourvu qu’on observe que la dérivée logarithmique 
de F(w) est doublement périodique. A 

Je peux donc appliquer à 3 la proposition même admise pour les 
‘équations d'ordre (g — 1). Car y et F(uw) étant uniformes, 3 le sera 
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aussi. Il existe donc pour 3 un système de déterminations composé 
de groupes de fonctions f,(u), fi(u), fa(u), ..., satisfaisant aux 
conditions de l’énoncé. 

Intégrons les deux membres des relations (12), et multiplions 
ensuite membre à membre les équations des deux séries, respective- 
ment avec celles-ci : 

Fu +) = A Fu), 


F(u+zw')=A'F(u). 


Adoptons, en outre, celte notation 


F(u) [ fatu) du MAS 


Nous aurons alors 


F(u+w)=AF(u), 

| o(u+w)= À po(u)+c; F(u), | 

S(u+w)=A pu p(u)+ Av o(u)-+c:F(u), 
p(ut+m)=A pou) +AX ou) + A 0 vu) + c; F(u), 


F(u+w)=AF(u), 

o(u+w) =A'u'o(u)+c; F(u), 

Do(u+w) = A'u'o(u)+ A'v'o(u)+ ce, F(u), 
cs(u+w)=— A os(u) + A'X'o(u)+A'o pu) + ce; F(u), 


Les fonctions © sont des intégrales particulières de l’équation pro- 
posée. Si u—u—1, alors .F, ©,, 0», ... forment un groupe d’inté- 
grales conforme à la proposition XIX. Si, en outre, les intégrales z 
de la seconde équation ne forment qu’un seul groupe, la proposition 
sera prouvée pour l'équation primitive. Pour le cas général, il faut 
prouver qu'on peut déduire des intégrales F, GANT AQ ETES 
intégrales, dont une reste F, et les autres forment un groupe con- 
forme à la définition. | 

À cet effet, j'observe que les coefficients ne sont pas absolument 
indépendants dans les deux groupes d'équations (13), non plus que 
dans (12). On le reconnaît en changeant w en u+w +", ce qui 
peut se faire de deux manières différentes par deux substitutions 
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successives. Voici les relations que l’on trouve ainsi : 








REA A nec ADR ra (4 Mie )- VA VA: 

Au 1) \ PR A CAMIONS Br I 

(14) C3 “À CS Xve: 

Au UD #3 AC): we AGE T)? x AÇu—1)? 
(A Atos RASE nc; 

ATLAS TOR Te à AC TE MAC ae 


et l’on en peut Uirer cette conséquence qu'en posant 


te ci 7 
P,(u) == 21(u) Lo Al RE F(u), 





Bu) = qu) + (ee “ —) Fu) 


CRESE 
; À C: Àvc pc 
C3 2 1 1 
3 tea RARE NES RU RQ rue A RER A Che 
P;(u) s(u) + Eten Atu—1) ONCE | u), 


on obtient 
Pi(u+w)=AuHDi(u), 
P(u+w)=Aup(u)+A v pu), 
Py(u+m)=AR sine À B(u)+ À p B,(u), 


P(u+w)—=Aru PES 
P(u+ w') = A'u'P(u) + Av Pilu), 
P;(u+w) = Au P;(u) + A’) P;(u) + A6 Pi(u), 


En sorte que ®D,(u), Peu), P;(u) forment un groupe. Il n'y a 
d'obstacle à cette formation des fonctions ® que si Le OU pre Éé 





Si à la fois u — u'=— 1, la formation n’est pas possible, en général, et 
comme on l'a déjà dit, F(u), wi(u), o>(u), ... font ensemble un 
groupe. Mais alors, s1 les intégrales z forment un second groupe, ce 
second groupe se distinguera du premier par les multiplicateurs ue 
et’, ou par l’un au moins. Îl reste donc à s'assurer que la formation 
des fonctions ® est encore possible quand un seul des multiplica- 
teurs p, est égal à 1. 


- 
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Les équations (14) montrent que, si mu —1, 421, on a dans ce cas 
Ci = 0, C2 —= O, C3 = O, sites 


et 1l est visible que les fonctions ® pourront être formées. La propo- 
sition se trouve ainsi démontrée 

On voit par cette proposition que la forme analytique des inté-: 
grales dépend essentiellement du nombre des fonctions qui com- 
posent les groupes, bien plus que de l’ordre de l’équation. Il paraît 
difficile de discerner nettement et d’une manière générale la forme 


de ces intégrales. Mais je donnerai, par la suite, plusieurs exemples. 
F À 


12. Quand on doit intégrer une équation linéaire à coefficients 
doublement périodiques et à intégrale générale uniforme, on pro- 
cède comme il suit, Ayant reconnu les pôles de l'intégrale et leurs 
ordres de multiplicité, on essaye de déterminer une intégrale sous 
la forme (11), en prenant pour inconnues les quantités «a, © qui 
figurent dans l’élément simple du), et les coefficients G,,, de (11). 
On détermine ces inconnues par l'identification de la fonction o(u) 
développée dans le domaine d’un ou de plusieurs points successive- 
ment avec l'intégrale générale, développée de la même manière. Si 
cette opérätion conduit à un ou plusieurs systèmes de valeurs pour 


.les inconnues, 1l faudra encore vérifier que l’intégrale ou les inté- 


grales correspondantes satisfont effectivement à l’équation différen- 
tielle. On n’en est pas assuré, puisqu'il peut se faire que l'intégrale 
ne soit pas susceptible de recevoir la forme dont il s’agit. Mais on 
peut observer qu'il n’est pas nécessaire d'effectuer la vérification par 
voie de substitution. Elle est faite d'elle-même si les développements 
ont été poussés assez loin. 

Supposons, en ellet, que, u—=u, étant un point singulier de 
l'équation, j'aie développé l'intégrale suivant les puissances crois- 
santes de (4 — u;), et que je me sois assuré que celle intégrale 
substituée dans le premier membre de l'équation donne un résultat 
non infini : c’est-à-dire supposons que le développement de ce pre- 
mier membre ne contienne pas de termes à exposants négatifs. 
Soit F(u) le résultat de la substitution. f(w) est, comme l'intégrale 
que nous substituons, une fonction de deuxième espèce. Donc non 
seulement 4 — u,, mais encore 4 = u, n'est pas un pôle de F(u). 

Faisons la même vérification pour tous les points singuliers, et 


CE Née 
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assurons-nous ainsi que #(w) n’a aucun infini. Dès lors, c'est simple- 
ment une exponentielle, et il suffira de s'assurer que (uw) est nulle 
pour une valeur. particulière de uw. Cela étant, on pourra con- 
clure F(u) = 0: 

On pourra parfois abréger la vérification en observant certains 
zéros de $(u). Car, si l’on trouve à F(w) des zéros en nombre plus 
grand que le nombre maximum des infinis qu’elle peut avoir, on est 
encore assuré que (u) = 0. 

Il y a des cas particuliers où la vérification est inutile. C’est ce 
qui a lieu, par exemple, si l'intégrale n’a qu'un'infini, puisqu'alors 
la forme (11) est la seule possible. C’est ce qui à lieu aussi quand 
l'intégrale n’a qu’un pôle multiple d'ordre m, et qu'on sait qu’elle 
se développe en la forme 


A 


Au ue ne Ne) re 


1, 


Dans ce cas, en effet, la forme (6) est impossible, à cause de la con- 
dition (5) imposée à ses coefficients. 

S1 l’opération précédente n’a fourni aucune intégrale, alors on 
devra procéder de même au moyen de la forme (6). Gette fois, la 
vérification ne sera pas nécessaire s1 l’on trouve une seule intégrale. 

Ces opérations paraissent fort pénibles ; mais dans les applications, 
au moins dans celles qui se trouveront ici, on les mène à bien sans 
trop de difficulté. 


13. C’est à dessein que je n'ai pas employé, dans ce qui précède, 
la fonction H de Jacobi, mais une fonction n(u) qui en diffère par 
un facteur Ae%, que j'ai d’ailleurs laissé indéterminé. Effective- 
ment, dans presque toutes les applications que je ferai 1c1, 1l sera 
plus commode d'employer une certaine fonction n(u). C’est celle 
dont le développement suivant les puissances croissantes de w pré- 
sente une lacune au second-terme. Cette lacune même, on le concoit 
aisément, donne plus de facilité dans les calculs. 

La fonction dont je parle est celle que, dans ses leçons, M. Weier- 
strass désigne par la notation &(u). Pour la commodité du lecteur, 
je vaus très rapidement rappeler comment on introduit cette fonc- 
tion, et quelles sont les fonctions elliptiques dont il convient de 
l'accompagner. On peut prendre pour point de départ l'intégrale 
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elliptique sous la forme (!) 


pt) LS 
(15) «= [ 
VAS ges — gs 


OÙ 9», gx Sont des constantes, el définir ainsi la fonction ellip- 





Lune plu), qui est paire et n’a qu'un seul pôle; ce pôle est double, 
c’est u = 0. Suivant les puissances croissantes de w, on a le dévelop- 
pement suivant : 


(16) p(u)= + x + Fu? + u+. 
qui se trouve aisément par la définition, et qui présente une lacune 
au second terme; celte lacune est marquée par le signe x. 

Il y a deux modules g;, #3; mas cette circonstance est utile dans 
bien des cas, car elle crée une homogénéité qui facilite parfois les 
calculs. Cette homogénéité est figurée par la relation 


LEA \ ' 
(in) D Dale ne M UN er gn). 


Cette relation se démontre immédiatement au moyen de la défini- 
tion (15). 

Le passage aux fonctions elliptiques usuelles est fort simple. 
Faisons l'opération inverse. Si dans l’intégrale 


u =f dx 
: Vi— x?)(1— Art) 





on pose 


on obtient 





ee Aie 
u si — 
LV rase 


(!) On pourra trouver plus de détails sur ce sujet dans le mémoire de M. Kiepert 
cité plus haut (page 59). Il existe des tableaux de formules lithographiées qui ont 
été rédigées d'après les lecons de M. Weierstrass, et qui sont entre les mains de 
presque tous les géomètres allemands. — On peut consulter aussi l'excellent opus- 
cule en langue suédoise de M. Mittag-Leffler : En Metod att kommer i analytisk 
beritining af de Elliptiska functionerna (Helsingfors, 1876). 
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avec 
» oi 
4 | Â 
= <(i-k2+ X#), Yaz— —(1+ A?) (2k2— 1) (A2 — 0). 
DU TA 27 


es deux constantes v,, y, sont liées par la relation 
C Yes Vs I 


Pour rendre les deux quantités 9», g, indépendantes l’une de l’autre, 
il suffit de faire usage de la formule (15); et voici le résultat. 

Pour transformer p(u) et introduire les fonctions elliptiques: 
ordinaires, on prend pour À une des racines de l'équation 


(18) (27 82 — gi) +(329S2— 4)? = 0, 


et l’on détermine le module par les relations concordantes 





MDN | 
1 A+ At — FPE 
(19) Û 
(IH A) (2A2— 1) (A2 — 0) = — _ N ga. 
4 
On a alors 
1-72 I 


PUB SNS 
OA 


nes 
À sn? 6. . > 
£n second lieu, on détermine la fonction 5(u) par la relation 


d? 
(20) a Logs(u)]=—p(u), 


2 


en astreignant c(«4) à être nulle ainsi que sa dérivée par u— 0. On a 
alors 


(217 s(u)=u+ x —- 





et l'homogénéité se traduit par la formule 


1 
2 


À?, zh) = 'Œ 


s(u). 


Dans le passage aux fonctions elliptiques usuelles, on a 





1 Les ( 
(22) o(u, go,ga) = Ne 6 Al VA se) 


les constantes À et k? étant toujours déterminées par (18)et (19). 
On peut calculer très aisément les termes successifs du développe- 


RÉDUCTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX FORMES INTÉGRABLES. TA 


ment de s(w) au moyen de l'équation 


02c oc 
—= 12 9: 
ou 5: 








09: 


1 


Il y a deux cas particuliers qui, pour les applications, sont très 
importants à noter; ce sont les suivants : 


1% So — 0, correspondant à 1 — À? + Ai — 


Dans ce cas, les développements de u? p(u) et de 





procèdent 


s(u) 
u 


suivant les puissances entières de uf, comme le montre bien l’homo- 
généité. Quand ce cas se présentera, je ferai 93 — —1. 


] 
OM Etes 
g3—= 0, Où A —1,2,-- 


2 


_ s(u) 


Les développements de uw? plu) et de procèdent suivant les 
puissances entières de u*. 

Ces deux cas particuliers s'offrent d'eux-mêmes dans nombre d’ap- 
plications, et jusüfieraient à eux seuls l’emploi, dans ce mémoire, 
des fonctions particulières dont Je rappelle en ce moment les pro- 
priétés. 

Aux fonctions précédentes 1l faut joindre p'(w), qui n'a qu'un 
pôle, u = 0 : ce pôle est triple et l’on a 


! \ 2. #2 53 
p(u)=—-—+x +—u+ —ui+... 
uÿ 10 7 


D'après la définition, et comme conséquence immédiate, on à 


DDR) 2e AU) ENS, 
Dial pr(u)e- 


nt 


"(u)=12 plu) p'(u), 


Quand on prend pour (u) la fonction o(u), et qu'on désigne, 
comme précédemment, par S(u) sa dérivée logarithmique, on à 
pl(u)==©(u). Comme conséquence de la formule de décompo- 
sition en éléments simples, on a donc, pour toute fonction f(u) 
aux mêmes périodes que plu) et n'ayant que le pôle u =, les 
deux formes équivalentes : 


fu NE Dihte) + ON la Div) 
f{u)=A+Bp(u)+E pu) +...+p'(u)[F +<Gp(u) +Hp(u) +...] 
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el toute fonction aux mêmes périodes que p(u) est le quotient de 
deux fonctions telles que f(u). 
Les périodes w, w' peuvent être définies ainsi : 


(=) (5 (=) 
PCT MCRP SUR een 


Gr. à 
RD RTT sont les zéros de p'(u). 
Les formules d’addition se déduisent aisément de cette formule 
fondamentale : 
s(p—u)o(p+u) 
GPO EOULUE 


(23) plu) — p(v)= 


Je rappellerai les formules qui me seront utiles, au fur et à mesure 
du besoin. Je ne veux plus citer que lés suivantes sur lesquelles il est 
bon de s'arrêter un instant. Elles concernent la multiplication de 
l'argument. Envisageons de nouveau, comme au n° 8, la fonction 


c(nu) 
s(u)}” 


Va(u) = 


où À est un nombre entier positif. De la formule (25), on déduit 


52 SAS ( u) Vas ( u) 
M bu LE ais NCA 
VERT 


(24) p(au) = p(u) — 


formule importante, qui ramène le caleul de p(nu) à celui des fonc- 
tions successives d,(u). Ces dernières sont de parité opposée à n» 
et n'ont que linfini u =o. Ce sont donc des polynomes entiers 
en p(u) ou le produit de tels polynomes par p'(u), suivant que 2 est 


impair ou pair. On calcule les fonctions 4,(u) par les relations 


récurrentes : 
Von+t = Us Ün+e = Vie VAT 
d, 


| 2 - 2 \, 2 | 
T2n pr (ie Pre Vies Un+o), 


(25) 


| 


qui se déduisent de la relation à trois termes de Jacobri. On a, pour 
les premières fonctions d,(«u), les valeurs suivantes (!) : 


VAE 28 Ye AP Ly= 3pp?— 


“os W=p(pr—d;p"), 


(!) Max Simon, loc. cit., page 316. 


nb: mini 
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_ 44. Il me reste encore à faire quelques observations générales au 
sujet des équations qui, suivant la proposition XVII (p. 58), n'ont 
leur intégrale générale uniforme qu'après un changement de la fonc- 
tion qui entraine un changement des périodes. 

Désignons par y4, V», ... les mêmes quantités que dans l'énoncé 
de la proposition X VIF. Considérons l’ancienne inconnue y et la nou- 
velle 3, et mettons en évidence la variable, en écrivant y(u), = CE) 


: at € TA ; AE RUE 
au lieu de y, 3. Désignons par e(2) le rapport de y à z. Ainsi 





» 


[u nu — ui) ru — Ur... 
TE u— a\À 
( n 


formule dans laquelle À = #°?(v, + y: +...). À cause de cette valeur 
de À, on démontre sans peine que la fonction 


\ 


Dé TUE _…. 


22 
4 — 
Fn,m' ES PRE UT ON ATEN 


U 
C2 #4 
\U 


où m, nv sont entiers, est doublement périodique ordinaire. Du 


[de] 


moins, il en est ainsi quand y;, y,, ... sont entiers. Quand y,, v, ... 
sont, comme ici, des fractions ayant le dénominateur commun », on 
peut seulement dire que Fm a les multiplicateurs w, w/ racines nièmes 
de l'unité. 

Nous pouvons considérer simultanément diverses transformées, 


en :, de l’équation proposée, en employant les facteurs de la 
Um + 7Ew. : PROS TE 
forme © =" })au heu de © sh Si 
4 I i It 
f\ 


: lU+ MT + MT 
de l’une, alors Li — 


(A 


UT ë ; 
= ) est intégrale 
‘fi 


: est intégrale d'une autre trans- 
7 


"3 
formée. Mais y(u) et y(u+ mw+m'w) sont des intégrales de 
l'équation proposée. Donc une même transformée en 3 a pour inlé- 


| u ÉÉ UNIT SEU  G. | 
2rales z | —411e relient (0 
5 n “ \ n 


D'après le théorème de M. Picard, 1l existe au moins une inté- 

LL \ KA P Fe pe 
grale s(2) doublement périodique, de première ou de deuxième 
A AE [ ; a \ (4, k Î Q 
espèce, aux périodes 5, w , relativement à SE Soient u, ses multi- 


plhicateurs. 


D'après ce qui vient d’être dit pour Fm», on voit maintenant 
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que la même transformée en 3 aura aussi pour intégrale 3, », qui est 
également de première ou de deuxième espèce, et dont les muluipli- 
cateurs sont ou, w'u’. Donc une méme transformée en z possède 
au moins n°? intégrales de première ou de deuxième espèce dont 
les multipiicateurs correspondants ne diffèrent que par des 
racines n°" de l'unité. ; 
Soit », le nombre des intégrales z» » qui sont distinctes entre 
elles, c’est-à-dire en fonction linéaire et homogène desquelles on 
peut exprimer toutes les autres. Une certaine équation linéaire et 


d'ordre 2, aura pour intégrales toutes les 7? quantités e(S)z(e) 
Cette équation aura pour coefficients des fonctions uniformes et aux 
périodes 5, w’, relativement à uw, non pas seulement relativement 
à … Les nombres v,, »», ... sont, pour cette équation, les mêmes 
que pour l'équation proposée. Donc lé produit n,(v, + vs +...) est un 
nombre entier (p. 56). Donc aussi n°(v, + %2 +...) est entier. Mais 
n est le plus petit entier rendant entier le produit 2?(v; + vs +...). 
Donc n,2n. Donc : 

Parmi les n°? intégrales 3, il y en a n au moins qui sont dis- 
tinctes. 

En général, si des fonctions de deuxième espèce donnent lieu 
à des combinaisons linéaires qui soient aussi de deuxième espèce, 
sans se confondre avec une des premaières, on en peut conclure que 
ces fonctions ont toutes les mêmes multiplicateurs. Dans Île cas 
actuel, si »? est supérieur à »,, on en pourra conclure que les inté- 
grales 3 ont toutes les mêmes multiplicateurs, où qu'au moins elles 
forment des groupes dans chacun desquels toutes les fonctions ont 
les mêmes multiphicateurs. Mais la définition de ces fonctions z 
s'oppose à ce groupement, comme il est aisé de s’en convaincre. 
Donc : | 

Si l’ordre de l'équation est inférieur à n°, les intégrales 3 ont 
les mêmes multiplicateurs, ou, en d’autres termes, le rapport de 
deux quelconques d’entre elles est une fonction doublement pério- 
dique ordinaire. 

Si l’ordre g de lPéquation est un nombre premier, on à à la 
fois n — q < n°. Donc : 


Proposirion XX. — Sy l'ordre q de l’équation est un nombre 
premier et que la somme(y, + v:+...) ne soit pas entière, le rap- 


e 


RÉDUCTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX FORMES INTÉGRABLES. 75 
port de deux intégrales quelconques est une fonction doublement 


> te ‘ . . AN . , U 
périodique ordinaire, aux périodes 5, s', relativement à à 


Quand l’ordre n’est pas premier, il est malaisé d’avoir des propo- 
sitions générales et aussi nettes. Prenons pour exemple le qua- 
ième ordre. Le nombre 7» est alors égal à 2 dans tous les cas, la 
somme (y, + Y2—+...) étant la moitié ou le quart d’un entier. Dans le 
cas OÙ 2(V, Yo...) n'est pas entier, on verra, comme ci-dessus, 

- que 2, ne peut être moindre que 4. {{ y a alors quatre intégrales 
distinctes dont les multiplicateurs ne diffèrent entre eux que par 
les signes. 


15. Je vais maintenant passer en revue quelques applications 
immédiates des propositions qui précèdent. J’envisagerai d’abord des 
équations à coefficients doublement périodiques, provenant d’équa- 
tions à coefficients rationnels par un changement de la variable. Je 
reprends, à cet ellet, l'équation de Gauss : 


— = 0. 
æ(æ —1) 





(2 1 
te 


HI RE" } 


Si l’on donne aux coefficients les valeurs suivantes : 


. d b 
R, A EN sm R; en Des ME) 
( 6) TIUN n 
2. 
I a d C a b C 
Ci — —-—— re Sr UNS 

4 m n PA m n P 

mr, n, p étant des nombres entiers positifs respectivement premiers 


avec a, b, c, qui sont aussi entiers et positifs, on a vu précédem- 

ment que les trois points singuliers 0, 1, sont critiques et des 

ordres m, n, p pour les rapports des intégrales. J’en ai conclu, dans 
= , , G I I J PERS A e 2 

le chapitre précédent, que, s1 — + - + — est supérieur à l'unité, 

m n P 
l'équation s'intègre algébriquement, et j'ai donné le moyen de l’inté- 
orer. 


Actuellement, je conclus des propositions XV, ANT, XVIT que 


nt 


MR I Il , x , sr r . A . ’ , 
st — + - + —est égal à l'unité, l’équation pourr« être intégrée 
[22 P 
par: les fonctions elliptiques. Je me propose maintenant de donner 


le moyen d'effectuer cette intégralion. 


vt °Un71 
PUY 
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Jr Fg r 1 [t 1 , . . . : ÿ 
L'évalité — Je Hit présente trois cas distincts. Il v répond 
O m n P V 


trois cas distincts pour l'intégration de l’équauon. 


Premier cas: m—n—= p=5. — Je prends les fonctions ellip- 
tiques pour lesquelles g, = 0, et je fais g3 = — 1. Je pose alors 
(253 he RE 0 AA) 


Je dis que «w est la variable propre à la transformation. Effective- 
ment, déjà pour uw = 0 on a x — «©. Comme p'(u) appartient à l’expo- 
sant — 5 relativement à w, et que, par hypothèse, les rapports des 


HET e c É RE ANT 
intégrales appartiennent aux exposants 0, * relativement à —; il en 
ÿ ER “4 
# 


résulte que ces rapports appartiennent aux exposants 0, € relative- 
ment à u. 


De (25) je déduis 


Api(u)= pi(u)—1=42%(x€ —:1) 
ou 
(MT), = px): 


Ainsi 4 —0, æ —1 correspondent aux deux racines de p(u) —="'0. 
Soient x et — ces deux racines. Les intégrales appartiennent aux 
exposants ©, & et o, b relativement à (uw — x) et (uw +). Ges deux 
racines sont ainsi distinguées : 
Pour réa oen2 
p(u)=(2æ —1)=—1; 


Pour u— = 2,ona 
DOUCE ET EEE 
Ainsi l'équation transformée avec la variable uw est telle que le ra p- 


port de deux intécrales est une fonction uniforme de «u. Voyons 
maintenant ce que sont les intégrales elles-mêmes. 


à ) À 4 ; | c 
Pour æ — , les racines de l'équation déterminante sônt s, $s + 7? 


avec cette valeur de s 


Relativement à uw, les intégrales appartiennent aux exposants 5s, 
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3$+c;et]'al | 
D 
3s—-(3—a—b—c). 

2 


Cet exposant est entier ou moitié d’un entier, ce qui est conforme 
à la proposition XVII, w = 0 étant le seul point où les exposants ne 
soient pas entiers. 

Si a+ b+c est impair, l’exposant 3s est entier, et l'intégrale 
générale elle-même est une fonction uniforme de w. 

Si a+ b+c est pair, l'intégrale est le produit d’une fonction 
uniforme de w par la fonction 


[x (2)] 


Mais, dans ce cas, le rapport des intégrales est doublement pério- 


ile 


dique (proposition XX, p. 54); c'est donc une fonction algébrique 
der: 

Je reviendrai tout à l'heure sur l'intégration effective. 
HADCNLIeMENCAS in = 25, p—0:. "Je prénds encore les 
fonctions elliptiques pour lesquelles g:= 0, ga —1, et Je pose 

m=pi(u)= 4 puis Tr. 


FOUR TE 00 A 


et æ appartient à l’exposant 2 relativement à chacun des binomes 
PE I 


a) Gi / nd 
: HET |, Hieee de (GRR nes 
2 5) 1e gi 


Les intégrales appartiennent donc aux exposants 0, a relativement 
à chacun de ces trois binomes. Pour x = 1, on a u— ax étant, 
comme tout à l’heure, racine de p(u)—o], et x —1 appartient à 
l’exposant 3 relativement à (uw a). Les intégrales appartiennent 
aux exposants 0, b relativement à (uw Æ 4). 

Enfin, pour x =, u —=0, x appartient à l’exposant — 6 relative- 
ment à w, el les intégrales aux exposants G6s, 6s + c, en sorte que 
leur rapport est umiforme. Partout ailleurs, les intégrales appar- 
tiennent aux exposants O, 1. 
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On a d'ailleurs 


a b ce 


Ge=6x ii Sr) = (65e —2b—e). 
D'À 2 2, 


lei & et ce sont nécessairement impairs, en sorte que Gs-est entier. 
Ainsi les intégrales sont des fonctions uniformes de u. 


Troisième cas: m—2,n—=4, p= 4. — Je prends les fonctions 
elliptiques pour lesquelles on a g;—0, g2= — 4, et Je pose 


: T1 + pu), 
ce qui entraîne | 


pu) = 4 p(u)[p(4) +1] = 4e p(u). | 


$ 
Ici æ est nul quand w est égal à deux des trois racines de p'(u), 
celles qui n’appartiennent pas à p(u). La fonction p(u) a dans ce 
cas un zéro double, qui est une demi-période. Soit 


TRS 2. 
Alors x —0o POUuTu = —) ——— 


: , Et ce sont des zéros doubles pour æ. 


Ld ! 
; 3 Lo) à D + w ; : 
Donc, relativement à (ue A et à (u— 2e), les intégrales 
\ 2 2 


appartiennent aux exposants O0, &. 


| 4 


ŒUOR a TT NEL Cestoune/Cronquadruple 


Cestypour in 


D 


q NS. Re 
de (æ—1). Donc, relativement à (u— =); les intégrales appar- 
6 2, 
tiennent aux exposants O0, D. ; 
C'est enfin pour u = o qu'on à + —%, et cet infini est quadruple. 
Les intégrales appartiennent aux exposants 45, 4s + c, relativement 


à u. Et l’on a 


a b C I 
gs=(i ST) (rade) 


D'ailleurs, b, c sont impairs. Donc 45 est entier. Les intégrales sont 
des fonctions uniformes de u. 


16. On pourrait fort bien se passer d'effectuer les changements de 
variable et opérer sur l'équation même. Mais 1c1 le changement de 
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variable est trop simple pour qu'il vaille la peine de s’en passer. On 
peut d’ailleurs prévoir la forme de l’équation qu'on obtiendra fina- 
lement. e 

Tout d'abord, dans un quelconque des trois cas ci-dessus, suppo- 
sons a — b —1. Relativement à la variable w, les intégrales appar- 
tiennent partout aux exposants Oo, 1, exceplé pour u —0. Ïl n'y à 
donc que le seul point singulier # —o, et cette seule circonstance 
suffit pour qu’on soit assuré que, st a = b —1, dans tous les cas la 


transformée en u «a la forme 





d2 
(28) D 
CL 


+ À p(u)y = 0. 


Effectivement, le changement de variable transforme ainsi l’équa- 
; g q 
tion (28). 


Premier cas : 
2æ—I1—=p(u), 
dx 


5 [/4 € 9 
F3 = 0 gs —1 = = p'(u) =3p° 
le] 1 lo] ; du } ) | 


L'équation (28) devient 
ira (Gi+i I JE + À 


3x des ge (e a) 7 








seras 


D & M 


Deuxième cas : , 
æ=i+{p(u) = p?(u), 


14 : ay 
LA NDS SUD EURE 


£2— 0, $S3 = —1I: 


L'équation (28) devient 














d y SRE APE } dy A 
Re" K3; —— a 
dx? DD LE VCD MAT ST O6L(L TL) J 
Troisième cas : 
CRT D AN 
dx ; 
Html: à &3 — 0; ve op CH) PACE) 
L'équation (28) devient 

(Eu D: ï& CR \# A NE 
dx DES 4 x —1/ dx 6æ(x —1)7 GS 


J'ai voulu mettre à part ce cas particulier (28), qui est le plus 
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simple, et sur lequel je vais revenir. Quand @, b sont différents de 
l’unité, la transformée à variable &w est un peu plus compliquée. 
L'équation de Gauss 














Soi AN Ce Un) 
dx? œ æ —1) dx r(æ —1)? 
devient : 
1° Si l’on fait 2x —1 = p'(u)avec g:=0, 23—= —1, 
R R 
| RE 
se = ii +gGp(u)y =0; 
du? p(u) du 9 l ( J 
2° Si l’on fait æ = 1 + 4p'{u) avéé g:—= 0, gs=—=—1, 


By PAL OCRS ROIS RER dy 
) 


HR Su tr CNE + 36C p(u}y = 0; 


3° Si l'on fait x =1+ p'(u) avec gr = —4, ga —0, 


o 
æ) 


y 1,2 FA CRa ERA) in Fp2 (u)+4Ri—3 dy 


re pu) ve +16C p(u)y = 0. 


Ces trois équations sont des cas particuliers de celle-ci : 
12 y ADIOU) D'ANNÉES ep) drA 
DANS à PA PR RS A ES Pete AE (u) J ) P\ AA EU 
du? p(u)p(u) du 


17. L'équation (28) est un cas particulier de l'équation de Lamé, 
dont la récente étude a été le point de départ de la découverte nou- 
velle : l'intégration des équations linéaires par les fonctions ellip- 
tiques. | 

Prenons, en effet, l'équation de Lamé sous la forme usitée 


J"+(Aksnu+h)y = o; 


D è ne : PE . 2 
changeons w en uw + = (w' Joue ici le rôle de 2:K'), et introdui- 


sons p(u) Suivant la formule de la page 70; nous avons ainsi l’équa- 
tion 


" I ! 
(29) y + A [p(u)+ saly—e 


J'ai posé 





R RAI 


» 
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L'équation (28) est le cas particulier dans lequel la constante 
est nulle. | 

Le seul point singulier de l'équation (29) est u—0. Suivant une 
observation déjà faite (p. 33), on sera assuré que les intégrales 
appartiennent effectivement à des exposants égaux aux racines de 
l'équation déterminante, si la différence de ces racines n’est pas un 
nombre pair. De là cette conséquence connue que l'intégrale géné- 
rale de (29) est uniforme st À a la forme 


A=—n(n+i1), 


n étant un nombre entier. Cette intégrale a été formée: complète- 
ment par M. Hermite dans les deux cas na —1 et na — 2. Voici com- 
ment, dans tous les cas,.le calcul peut être fait. 

Je remarque d’abord que : St une fonction o(u) de deuxième 
espèce, ayant le seul infini u=0, multiple d'ordre n, est telle 
qu'une combinaison linéaire de s(u)et deo(— u) ait le zérou—0 
multiple d'ordre (n +1), alors o(u) et 2(— u) sont les intégrales 
d’une équation de Lamé, dans laquelle À = — n(n +1). 

Pour le prouver, soit w,—vw(—u). J’envisage le déterminant 
@w, —vw,0". D’après l'hypothèse, il n’est ni nul ni infini pour u — 0. 
C'est d’ailleurs une fonction de deuxième espèce et, de plus, une 
fonction paire. Il se réduit donc à une constante. Ensuite Île déter- 
minant wo —w,v a le zéro double u—o. C'est une fonction 
doublement périodique et paire. [l a donc la forme A p(u) + B. La 
proposition est donc prouvée. 

D'autre part, l'équation (29) n’est pas altérée par le changement 
de w en —u; et, quand A = — n(n—+i1), les intégrales appar- 
tiennent aux exposants — x et (n +1) relativement à w. Donc les 
condilions que je viens de prouver être suffisantes sont aussi 
nécessaires. 

Pour former o(u), je prendrai l’élément simple d(w), 
guette) 

s(u). 


Y(u)=e 
Je poserai 
o(u) = din) (u) EUAT Qin-2)(u) = c’ Wla- 3 (u) SR Tee 


Les inconnues à déterminer sont &, #, ©, c', .... 
Comme (uw) et oÿ(— u) doivent avoir une combinaison linéaire 
qui appartienne à l’exposaut (nr +1), il faudra que le développement 
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de o(u) suivant les puissances croissantes de «w ne présente que des 
termes dont les exposants soient de la même parité que nr jusqu’à 
exposant + n inclusivement, et cette condition suffira. On aura 


donc d’abord 


pQu) = UD (u) + ep (u) + cp Hu) +... 


Si n—2y—1, cette formule contient y termes. Pour faire dispa-. 


raître ensuite les termes à exposants pairs depuis o jusqu'à 2y — 1, 
on aura y conditions entre les (y—1) coefficients c, c', ... et les 
inconnues a, ÿ. La fonction o(w) contient encore une arbitraire, 
dont il faudra trouver la liaison avec l'arbitraire à de l'équation (29). 
Le résultat est analogue quand n est pair. 


18. En vue de siniplifier les calculs, établissons d’abord une 
formule qui sera fort utile, non seulement ici, mais dans presque 
toutes les applications de l’intégration par les fonctions elliptiques. 
Voici en quoi consiste cette formule. | 

Soit f(u) une fonction quelconque; soient aussi a, e deux 
constantes. Posons 








“A 
J'(u) | | 
= = F(u) a—=x—"F(e), 
Ju) | 
et envisageons le développement suivant : 
u? 743 4 
SU El AE NON RENE CET AE LEE u° [le ke 
de 238 Pit TON PER eP: TER Ra Tu y 
1. ”é TMS] 1e CAUA 


En fonction des coefficients de ce développement, on obtient celui 
de ect f{u + p) sous la forme suivante 








O0) A Ni Bee flute) ee PO 
f(#) AU RE 
3 
HU Slim Pl 
1.29 
PPT aa, +, 


10e TTL 
Le symbole (x + P )#) désigne 
m(m—1) 


APT m(m—1)(m—a) 


TUE - 
1.2 15020 


x'n--3 P; + ee 


Cette formule se prouve très aisément ainsi. Mettons, pour un instant, 


FQu)=g(u); 
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alors 
| fu) = ext 


En conséquence, on a 


F te Wie f(u rer Die — eplu+v) —p\v)=up'(v 
2 
u? ; 

tn dre Le | u? u* 

2 2.3 AA se se noer ATe 


nié DUR 


D'où Je déduis à 











Fe CRMAT ER Pre at AT _ RES + si 
ce qui prouve la formule (30) dans sa généralité. 

L'avantage d'employer cette formule (30) ici consiste en ce qu’elle 
amène immédiatement des fonctions doublement périodiques dans 
les coefficients du développement de l’élément simple Ÿ(w) suivant 
les puissances croissantes de w. Si je prends f(u) —o(u), alors 


9 ! 





J'ai ainsi pour les coefficients P:, P:, P,, ... des fonctions double- 
ment périodiques de ». D'autre part, l’inconnue a est remplacée par 
l’inconnue x. 

Voici d'abord les premiers coefficients P,, P;, P,, ... dont les 
expressions se simplifient au moyen des RAR URUE qui se ee 


de pv) = 4 pv) — gap(v) — 83 : 


P;=— p(v), 

P3=— p'(v), 

P,=— p'(v)+ 3p*(v), 
Ps=—p(v)+iop(rs) p(v), 


Ps= — po) +15 p(s) p'(e) +io p?(r) —15 pi(e), 
(31) CHPp AP (0), 


PSS te) + = 82 
Ps=—2 p(v)p'(v), 
Pe=—5p}(0)+ = ga p(v) +283 


Vol diet els ss est ts ais ie, SU Lee er se eee e'u0,10 
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Nous devons considérer, d'autre part, le développement de —— 
s(u) 
pour composer celui de (uw). Orona 
6 
s(u)=u+x—-# 5 — EAU 
J'en déduis 
: = Litres dus ANNE 5 
GAL) CAETZ 2101 3 
et enfin 
EC TETE D Re A Re ne Le 
ETAT | AE ru 142 
3 
2.9.1 
À É I u# 
+ (aS+roPox8 + 10P322+ 5P,x + Pi; + 5827 RS 
— [a+ 15 Pom + 20P3x3+ 15 P, x? 
+ 6P;x + P ve (æ2+ P ne cs 
; ones apart CS near: 
RE A M NE A AP 5 N'a ARS Er A à 
5 a s(u+pe): 
Tel est le développement de b(u) = et“ RTE PE quand on à 
posé a = x + AE Les coefficients P:, P;, ... sont donnés par 


s(#) 
les formules (31). 


19. Le développement qui précède offre de réels avantages, au 
point de vue de la simplicité de forme, sur le développement ana- 
logue employé jusqu'à présent. Son emploi simplifie notablement 
l'intégration de l’équation de Lamé, au moins dans les premiers cas. 


I. n—1. L'intégrale est Y(u), dont la constante & doit être liée 


à s de telle sorte que le développement de ÿ(u) soit impair jusqu'au 


terme en x inclusivement 





VOU)= = + x + dou +... 


70 


D'après (32), j'en conclus x — 0. Il reste à trouver la liaison entre ? 
et l'arbitraire « deel’équation (29). À cet effet, je prends le terme 


] , Le 4 >. A 
en = dans le développement du premier membre de l'équation après 


D'UN TO (D VV. NE + +. / a AS VO. 72 Li LL 2 LA L" th 
, : Po : { # : | 
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; 7 I : | ; 
substitution de ——— bu) à y. Le coefficient de ce terme est 


os(u) 
P;, [ DertRes 
A [= + LpGw)| où j'écris dpi): 
D'après (31), on a P; = — p(v). Donc ? = Æ w. Donc, pour À — —», 
l'intégrale générale de (29) est 





MAR er POUR D) Len CE ro ti) 
(33) M==iCle 0 
J'ai posé | 
_… s'(w) 
é(w)= TES 


Cette solution est en défaut si + w et — ne sont pas distincts, 
aux multiples des périodes près. Je laisse de côté le cas æ — 0, qui 
ne pourrait être envisagé que comme un cas limite, puisque l’équa- 
tion cesse alors d’exister. Il nous reste donc une formule en défaut 

w : ER : À 
PORT ET Une des solutions existe toujours en ce cas, 
l’autre se confondant avec celle-là. Pour ces valeurs de w, il est 


4 


4 Lo MAN + . . 
connu que d ur )se confond avec l’une des trois fonctions 
à" 


NE AU À cn (er dn ani 


où À a la valeur indiquée précédemment [p. 30, équation (18)]. La 
vérification est facile. Voyons, par exemple, dans quel cas on aura 
l'intégrale 


(34) NE ARANE 
NT 
On a 


AE Exres Fou Snali MA 
: il eu Nr 


Substituant dans (29) et remplaçant pu), p() par leurs expres- 


I 


sions en fonction de l'algorithme sn, faisant en outre, pour sim- 
plifier À = 1, ce qui est permis, j'obtiens, pour À — — 2, 


I 
sn? 





I Me 3 
Donc æ — w (w/ est mis ici pour 2:K’). 
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Dans ce cas particulier, la seconde intégrale se trouvera sans 
difficulté. 


On sait effectivement que un étant une intégrale, on en a une 
seconde y, en faisant 
du 
TEE 72° 


ce qui donne ici 


ou encore 


] 





donc enfin on a la seconde intégrale 


C’est un exemple de cas où une intégrale seulement est de deuxième 
espèce. | 

On remarquera que je ne me suis pas préoccupé de vérifier la 
solution (33); on est ici placé dans un des cas prévus page 68, et 
où la vérification est inutile; d’ailleurs le mode d'analyse inverse 
employé 1c1 dispense de toute vérifiçation. 

Il n’y a aucune difficulté à appliquer cette solution au cas particu- 
lier (28) et de là à l’équation de Gauss. La constante æ est alors 
racine de p(æ)— 0. On remarquera que, dans un des cas d’applica- 
tion à l'équation de Gauss, le troisième cas de la page 99, il y a lieu 
d'appliquer les formules (34) et (35). Au point de vue de cette 
application, on peut aller un peu plus loin, comme il suit. De la 


solution 
(u+w) 
us ete 
(u) 
je déduis 
d 
; a = Uu +) tu) Tw). 


La fonction doublement périodique de u qui est au second membre 


dun a" à 
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de cette équation peut s'exprimer par la fonction p, suivant l'analyse 
employée pour l’addition de l’argument dans les intégrales de 


deuxième espèce. De la formule (29) (p: 72) on.déduit 


= Elu ee) 6 (ou) —at(u), 


2x. PV) 
pou)=—:p{(s) 
PP) (0) 
PS DU) PP) 


= E(u+o)+E(o—u)—25%(v), 
RCE ON NT QU ner CCe). 


Mettant æ à la place de ?, j'ai donc ici 
1 dy 1 plu) —p(w) 
J du 2,p(u)— p(w) 


el je peux me servir de cette formule pour ayoir, dans les cas corres- 

\ : Fr 1 d 

pondant à À — — 2, des expressions algébriques de - SE pour une 
Y da 


intégrale y de l'équation de Gauss. Ainsi, pour l’équation 





a 


à 
ou 3 TX —I 


I JE 2 I 


dx? dx _gxtæ—1)7 T°? 
on à 
A ER re Ie 
Vider y de \ 3(& 1) 


et effectivement on vérifie immédiatement les intégrales 


cc|— 


1 
Y—r, F= (1): 


Revenant à l'équation de Lamé, on a, pour ce cas, 


PP TRES it 


C’est une fonction de deuxième espèce, dont les multiphicateurs sont 
des racines de l'unité. Il n'ÿ a pas lieu d’insister autrement à ce 
sujet, et je passe à d’autres cas de l'équation de Lamé. 


IT. n—>2. L'intégrale est (uw), sous la condition que le déve- 
loppement de cette fonction suivant les puissances croissantes de u 
manque du terme en w (p. 81). En différentiant la formule (32), je 
conclus 


(36) 23+ 3P,x + P;= 0, 
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Cette équation donne les valeurs de x en fonction de ?, pour de 
telles fonctions Ÿ'(u). II faut maintenant avoir une relation entre e, x 
et la conslante à de l’équation proposée. On l’obuent en égalant à 


; .- 1 : . . , 4 
zéro le coefficient du terme en 3? après avoir substitué d'(u) à la 


place de y dans l'équation 
d2 
Ta — 6 LPC) + Lalr = O. 


t'iu : 1L : RASE 
Le terme en — Vient uniquement de la dernière partie, c’est-à-dire 


I I ù I x?2+ P; 
— 6 DR IN CEE = + ———— +...) 
u? » u? 2 


J'ai donc l'équation 


du produit 


CO a+ Ps— a = 0. 


J'ai à résoudre le système (36), (37); ce qui est fort aisé. Je tire 
de (36) 

à x?(x2+3P,)?= Pi, 

et ensuite avec (37) rs 
(a — Ps) (a + 2P2)}? = P3. 


Remplaçcons maintenant P, et P; par — p(v), — p'(v); suivant les 
formules (31), et tenons compte de l’idenuité | 


pv) = 4pi(r) — ge p(r)— 83 
Il reste donc 


3 

(38) CS re bep 

On tire ensuite de (36), (35) cé 
RE PP) 

(39) FAT pt) cha 


Les formules (38), (39) résolvent complètement la question en four- 
nissant les éléments de deux intégrales 


Far ce fete-tens | . 


s(u)  J? 


car la formule (38) donne pour # deux valeurs égales et de signes 
82, 


: Dans ce cas, une inté- 


contraires. Elle est en défaut pour à — 





A 
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grale est immédiatement visible : c’est 


Pie P(U)eE _ 
Car alors 
7"= p'(u) = 6 p(u) — 2 81 
el, par suite, 


I I 342— Lo 
= 6 u = RS 0. 
Y [nc + La | pce) La | ; 
Je n'insiste pas sur l’application à l’équation de Gauss, qui aura 
précisément leu dans le cas d’exception. Je pouïsuis l’étude de 
l'équation de Lamé en traitant le cas suivant. 


IT. n — 3. L'intégrale est y —%'(u) + ch(u), où les constantes 
doivent être telles que le développement suivant les puissances 
croissantes de w soit de la forme 


a b 
fs nie PITCCUCEREE URLS, 


Les étoiles marquent les termes qui doivent manquer. L'absence du 
terme en u? donne l’équation Us: 


l I 
(40) (a+ 10 Pat roPsat+ 5Pix + Pi sera) 


— a (a+ 3 Ps + P3) = 0. 
Celle du terme indépendant de w donne 


(41) | (a+ 3Pie + Ps)+ ox = 0. 


Enfin, en égalant à zéro, dans le résultat de la substitution de y, 
I Ê . 
le terme en —, j'obtiens 
u 


2C—12(X+C)—0, 
l'équation étant 





LES 


Lg D 
À 
DS 
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Il reste à résoudre les équations (4o) et (41). Toutefois, le calcul 
étant un peu pénible, il convient de le simplifier par des artifices 
convenables, qui pourraient être utilisés dans les cas suivants. © 

Il est prouvé par l’analyse du n° 17 (p. 81) que, si Pon déter- 
mine c et x en fonction de 6 par les équations (40) et (41), alors. 
y est intégrale d’une équation de Lamé, dans laquelle à a une valeur 


5 ” 
convenable. Cette valeur est « — — sic Donc % a autant de déter- 


minations différentes que c, et les équations (40) et (41) montrent 
qu'il y en a six. D'autre part, '« élant donné, ? ne peut avoir que 
deux valeurs égales et opposées. Donc on est assuré que p(v) est une 
fonction rationnelle de « dont les termes sont du sixième degré. 
L'homogénéité fait d’ailleurs voir que cette fraction aura la forme 


QE M Lo At + Mo L 303 + Ma LISA + Mi Lo La2 + MsLÉ + Mo Lo 


/ 1 PSE 
4rbEs) p(e) — - - 
p(9) No À + Ny LaUP + No LSaU + N3LÈA + I LeL3 


On simplifie la solution en cherchant séparément les termes de cette 
fraction. Mais préalablement il faut déterminer le coefficient n,: En 
voici le moyen. De (4o)et (41) je déduis, en éliminant c, 


g2(2$+10P223 +... Ps) = 5(28 + 3P,x + Ps) — 0, 


équation du sixième degré donnant + en fonction de e. 
Cherchons la somme des inverses et la somme des carrés de ses 
racines. On a, eu égard aux formules (31), 





Dee 48 p(v) 
me 5P2 HAS REP) 


Doro ot = 30P;= +53 
AS 2 Gi 30P:= +30 p(r#). 


Je déduis maintenant de (41) la somme des valeurs diverses de € : 


[I NT I AVI 6 
De=-6P— da md = 6p(v)——p(e)—10 p(r), 


| De Tp(e) 
d'a=Gp(v) 


Ceci détermine le coefficient n,— — 6. 


et, par suite, 


Pour déterminer le numérateur de la fraction, je ferai p(v) = 0 


‘ 


4 


#4 
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dans les équations (40) et (41). Eu égard aux formules (31), et 
posant g3— — 1 pour simplifier l'écriture, j'ai 


PS 0: Ps= pi, Pi = 


Le signe de P; dépend de celui de p'(e). Mais il disparait dans la 
suite du calcul, et lon peut faire P; — 1. 
Je tire de (40) et (41) les deux équations que voici : 


(WE I0 DE 2e 5 C7 —:0, 
(42) 
| xi+3ct+1—= 0. 
Il n'est pas nécessaire d’effectuer le calcul, et il suffit d’énoncer que 


le numérateur de (41 bis) est le résuzranr des équations (42), où 
l’on remplace c par — £ &, el go PAT Lai (— ie 
ñ © © 

Je n’écris pas ici ce résultant; je l’ai calculé et me suis assuré 
qu'il a bien la forme prévue, mais ses coefficients numériques sont 
assez compliqués. 

Quant au dénominateur de (41 bis), je le calculerai d’une autre 
manière, en cherchant les cas où la solution doit être en défaut. Ici 
se présente une circonstance qui ne pouvait s'offrir dans les deux cas 
précédents. Il est possible de construire une fonction de deuxième 
espèce o(u), appartenant au cas exceptionnel qu'a signalé M. Mittag- 
Leffler (p. 61), et de telle sorte que o(u) et w(— u) soient les inté- 
grales d’une équation de Lamé pour le cas ñn — 3. Posant, comme à 
la page O1, 

Ju) = eau t(u), 


on aura la fonction suivante 
(43) p(u) = eau + f'(u) — a? f(u), 


qui contient deux constantes À, a, dont on pourra disposer de telle 
sorte que le développement de w(u) suivant les puissances ascen- 
dantes de w manque des termes de degré o et de degré 2. Cela 
étant, et suivant la proposition de la page 81, g(u) et o(— uw) seront 
les intégrales d’une équation de Lamé répondant au cas » — 3. Il ne 
reste d’ailleurs dans o(w) aucune arbitraire. Donc la constante & de 
l'équation sera. entièrement déterminée. Les valeurs qu’elle aura 
dans de tels cas Seront des racines du dénominateur de (41 bis). 


92 OEUVRES DE G.-H.' HALPHEN. 


Outre ce cas, peut-il s'en trouver d’autres où la formule (41 bis) 
doive être mise en défaut ? S’il en existe, c’est qu'il n’y a pas d’inté- 
grales effectivement de deuxième espèce. Une des intégrales est 
alors une fonction doublement périodique ordinaire qui, eu égard 
aux conditions du problème, ne peut être que p'(u). Et, en effet, 
l'équation | 

J'—12p(u)y = 0, 
qui appartient au cas «a — 0, a pour intégrale particulière y = p'(u). 
Ainsi, outre les racines qui se déduisent du cas répondant à une 
intégrale de la forme (43), le dénominateur de (41 bis) a aussi la 
racine 4 — 0. Examinons maintenant les conséquences de l’inté- 


grale (43). On a le développement suivant pour f(u): 


I X Lo Oo" 
fu) = eau (= 2 ER ere us.) 











u 60 140 
l au a u? 2 a* So À aÿ 
ane Au MAS AA RARE VAE NT Aa RAT ren 
u 2 6 60 24 60 120 


et l’on en üre très facilement les deux conditions 


2 
M — — -— a, Le 134? 


3 
moyennant lesquelles o(u) satisfait aux conditions du problème. 
Substituant ensuite o(u) dans l’équation et égalant à zéro le coeffi- 


. , { . » 
client du terme en —; j obtiens 
&“ u 


D'où résulte la condition 
2233a2— 5293; — 0, 


caractérisant le cas où l'équation 


d? , a 
_n [pi e|r=0 





s'intègre par la fonction (43). 


J’ai ensuite cette autre conséquence : Le dénominateur de (41 bis) 


2 a(2233a2— 529 )?2. 


est — 5235 





; 


20. J'arrête ici l'examen de ces cas généraux, et je veux main- 
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tenant examiner un cas dans lequel le rapport des intégrales est 
uniforme sans que les intégrales soient elles-mêmes uniformes. C’est 
pour des valeurs particulières de lParbitraire &« que l’équauion de 
Lamé offre de tels exemples, et je me borne au seul cas suivant : 


dy 3 
(44) Te = gP(u)r. 


: g ; à À I 3 
L'équation déterminante pour u—=0 a les racines — 5 et re On a 


bien un exemple du cas cité : la différence des exposants est égale 
à 2; d’ailleurs, le développement de pu) offre une lacune par 
laquelle on est assuré que les intégrales appartiènnent effectivement 
aux exposants dont il s’agit. Suivant la proposition de la page 59, et 
tenant compte de ce que d,(u) = — p'(u), on obtient une fonction 
uniforme 3 en posant 


FE 


Suivant la proposition XX, le rapport de deux intégrales quel- 
conques y est une fonction doublement périodique ordinaire, ayant 
les périodes & et w’ relativement à = 
_ Relativement à 4, les intégrales z appartiennent aux exposants — 2 
et o. Comme ces fonctions sont doublement périodiques de première 
ou deuxième espèce, il y en a donc une qui reste toujours finie 
pour = = 0, et une autre infinie du second ordre. D'ailleurs (p. 59) 
les fonctions 3 n’ont pas d’autre pôle. Donc l’une d'elle reste 
toujours finie. D’après la forme de l'équation différentielle, cette 
fonction doit être paire. C’est donc une simple constante. Quant à 
l’autre, on voit de même que c'esi nécessairement Pie) 

Ainsi l’équation (44) a pour intégrales 


Nr 24 
A de Dee) 

7 =|p (2) Ar 

Cette solution trouve son application à plusieurs cas de l’équation de 


Gauss, comme je lai fait voir plus haut (p. 70). Dans ces cas, la 
solution est algébrique. 


21. Il existe, pour chaque ordre, une équation présentant la plus 
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grande analogie avec l’équation (44), et fournissant, comme elle, 


une solution analytique du problème de la division de l’argument 


dans les fonctions elliptiques. 
Prenons, par exemple, l'équation du troisième ordre 


) d PR Te. à) 
(45) Tr sr) —(S) p(u)y =0. 


L’équation déterminante relative à l’unique point singulier u —0 est 


| À 2 \3 
(s—1)(8—2)—$s+a(5) "0, 
dont les racines sont 
I fl I 
Ton Roerer Le rie 


Les différences impaires n’entrainent aucune condition subsi- 
diaire, attendu que p(u) et up'(u) sont des fonctions paires. Quant 
ANA Ne paire des deux dernières, elle est moindre que”’4. La 
lacune qui existe dans les dois Open te de#p{u}ret/detp(4} 
permet d'affirmer que les intégrales appartiennent effectivement à 
des exposants respectivement égaux à ces diverses racines. Suivant 
la proposition de la page 59, on obtient une fonction uniforme z en 


posant 


SN ! ; Le UE s 
Les intégrales 3 n'ont que les pôles 3 = 0, et y appartiennent aux 


exposants — 3, — 2, 0. Pour les mêmes raisons que tout à l'heure, 
en tenant compte de la proposition XX, on conclut immédiatement 
que l'intégrale générale de (45) est 


FC EM 


7=[e(s) 


Je rappelle que 


œ|r 














do) = D = 3 p() pa) Ep) 
29. Prenons encore pour exemple l’équation du cinquième ordre 
dS y a 
(46) Re plu) jet B p' ie nn 


| LG e + De] Ep) TE 0; 


NE 


FES ; 
OURS ET: 
k E 


L 
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Pour u — 0, l’équation déterminante a des racines que l’on peut 
égaler à des nombres arbitraires, moyennant un choix convenable 


_de À, B, CG, E, pourvu que la somme soit égale à 10; car celte équa- 


ton est 


(47) S(S—1)(S—2)(s —3)(s— 4) 
HAs(s—1)(s—2)—2Bs(s —1)+60Cs—924E = o. 


Je détermine À, B, G, E de telle sorte que les racines de l’équa- 


tion (47) soient 


EN Ï I I 

er per EN et cree! mg Fou Te 
Il n’y a qu'une seule des différences qui soit à la fois paire et non 
inférieure à 4; c’est la différence entre la seconde et la dernière. 
Aussi l'existence d’une intégrale appartenant à l’exposant (- 5 Me 1) 
exige-t-elle une condition subsidiaire. On trouve cette condition 


(voyez p. 32) en subtituant dans l’équation 
Ha UE D 5 AA où S —=— 5 AI = 


Ordonnant suivant les puissances croissantes de w et égalant à zéro 
le coefficient du terme en w‘=!, nous avons 


I F2 





DU ns Ne ao 
p'Çu) =— 2 + EE w + ..., 
6 T9 
PAGE RP AE +... 
p'(u)= À x +. 
La condition est alors 
(48) À (8 1)(s—2)+ É(s=D+E +D= 0. 


Je détermine D par la condition que l'égalité (48) ait lieu 


/ 


Ceci fait, les intégrales appartiennent effectivement aux exposants 
ci-dessus. Le raisonnement déjà employé conduit encore à cette 


# , 


96 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


conséquence, que l'équation (46), où Les constantes sont déter- 
minées comme ul vient d’être dit, a pour intégrale générale 


é u è Fi 4 U [/4 é u [114 [/4 u [114 (42 
Vi Ws(3) ecp(s)+ep(S)<e p(S)+er (à) , 
u 


L] « . | U 5 « . . l 
cest-à-dire, au facteur |; è près, une fonction de 7 aux 


périodes w, w’, à 5 infinis et d’ailleurs arbitraire. 


CA 


23. Ceci peut être entièrement généralisé, et il n’est besoin 
d'aucun énoncé pour qu’on aperçoive cette généralisation, au moins 
en ce qui concerne les équations dont l’ordre est un nombre pre- 
mier. Pour les autres cas, le résultat général a encore lieu, mais se 
présente sous une autre forme, dont il ne faut pas s’étonner, puisque 
la division de l’argument par un nombre composé peut être réduite 
à la division par les facteurs de ce nombre composé. ; 

Je donne ici comme exemple l’équation du quatrième ordre sui- 


vante 


d'y & y NAT ’ Æ 
CRIE rer +ApQu) er +Bp(u)2 +[Cp(u)+De&ly = 0, 





dont je détermine les coefficients de telle sorte que l'équation 


s(s—1)(s—2)(s—3)+As(s —1) —2Bs+6G—=o 


ait les racines 


— — 3 —— 


I 
T'AS Ne qe Ft ere Â 
4 4 4 4 
(dont la somme est 6, comme il convient), et que la condition 
A B C 
— s(s—i)+—s+—+D—=o 
204 10 10 
. . . I 
soit satisfaite pour $s = — fi 


La fonction uniforme 3 s’obtient en posant 
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aux exposants — 1, 0, 1, 3. Suivant l’observation faite précédem- 
ment (voyez p. 75),1l y a quatre intégrales 3 de deuxième espèce aux 


Re : ME ; UNE 
périodes w, w’, relativement à = et dont les multiplicateurs ne dif- 


fèrent entre eux que par les signes. On ne peut raisonner exacle- 
ment comme dans les cas précédents, où les multiplicateurs des 
fonctions 3 étaient tous les mêmes. Mais voici comment on peut 
cependant achever la solution sans caleul. Soient x, w' les multipli- 
cateurs d’une des quatre fonctions z,. Soit z, celle qui a les multi- 
plicateurs u et — x. Toute combinaison linéaire de ces deux fonc- 
ons a les multiplicateurs u et x"? pour les périodes 5 et 25’. Maïs 
il existe une combinaison linéaire de deux quelconques des quatre 
fonctions 3 qui appartient à l’exposant o, c’est-à-dire reste finie 
pour wu—0. Îl y a donc une combinaison linéaire de 3, et 3° qui 
reste constante ou bien est une exponentielle. Mais comme chacune 
des fonctions 3 qui est de deuxième espèce est paire ou impaire, la 
combinaison dont 1l s’agit ne peut être qu’une constante. Donc 
1° une des intégrales 3 est une constante; 2° les autres ont toutes les 
muluplicateurs + 1. Cela suffit à les déterminer, et voici évidem- 
ment le résultat : 


L'intégrale générale de (49) est 


ARE 
u 4 CR AT SNL 
ie IN Be / DRE Des 
= frC)] rca) 
4 EX < dl ! 
een [riffs ) feed Re (es DIE 
: D) co 2 


où À a la valeur assignée [ p. 50, équation (18)]; ou, sous une autre 
forme, 








les constantes a, d étant ainst déterminées : 


27 nT +mMmT à 
a=mEe+me, D = ——— CL NU R OF). 
5 


J'arrête ici l'examen de ces applications, pour ainsi dire immé- 
diates, des propositions contenues dans ce chapitre. J’y reviendrai 
plus loin cependant, après l'étude des nouveaux éléments qu'il con- 
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vient d'introduire dans la théorie des équations d’ordre supérieur au 
second, et je donnerai d’autres exemples d'équations se rattachant 
ainsi à la division de l'argument dans les fonctions elliptiques; en 
même temps, Je ferai voir comment ces dernières équations envi- 
sagées dans le présent chapitre pouvaient être directement trouvées, 
si l’on avait pris leurs intégrales pour point de départ (chapitre IX). 


24. Je terminerai ce chapitre par une observation qui concerne 
les équations qu'on peut envisager comme des cas particuliers 
d'équations linéaires à coefficients doublement périodiques et à 
intégrale générale uniforme. Puisque ces dernières peuvent être 
intégrées par des fonctions finies portant sur Les polynomes enters, 
l’exponentielle et la fonction H de Jacobi, leurs cas particuliers 
peuvent certainement être intégrés par des fonctions finies portant 
sur les polynomes entiers et l’exponentielle. Il existe donc des carac- 
tères auxquels, sur une équation, cette propriété peut être discernée. 
L'étude de ces caractères ne rentre pas dans le cadre, déjà trop vaste, 
que je me suis ici tracé. Mais un exemple fera comprendre combien 
une pareille étude serait utile. A la vérité, M. laouville a donné, 
dans de célèbres mémoires, des principes dont l’emploiï, dans les cas 
particuliers, conduit à reconnaître si l'intégration d’une équation 
peut s’opérer sous forme finie et explicite par l'emploi des fonctions 
algébriques, logarithmiques et exponentelles. Mais, il faut le recon- 
naître, l'application de ces principes est extrêmement difficile; et, 
hors des cas très simples, où M. Liouville a pu les appliquer grâce 
aux inépuisables ressources d’un talent supérieur, personne n’a 
tenté d’en faire usage. | 

L'exemple que je choisis est précisément celui dont s’est occupé 
M. Liouville dans le mémoire intitulé Remarques nouvelles sur 
l'équation de Riccatit (Journal de Mathématiques pures et 
appliquées, 1"° série, & VI, p. 1). Il s’agit de l’équation de Riccati 
transformée en celle-ci 


dy À 
(50) , Aa (5 +s)y. 





M. Liouville a démontré que (B étant ‘supposé différent de zéro ) 
celle équation ne peut être intégrée sous forme finie et explicite que 
dans le seul cas où À à la forme A — n(n +1), n étant un nombre 
entier. La méthode employée fait, en outre, voir que, dans ce cas, 
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l'intégration s'opère au moyen de l’exponentielle et des polynomes 
entiers seulement. En ce qui concerne la possibilité de lPintégration 
et la forme de l’intégrale dans ce cas particulier, ce sont là des 
résultats qu'on connaissait antérieurement, grâce à des arlfices tout 
à fait spéciaux à l’éqnation (50). Il n’est cependant pas sans intérêt 
de remarquer que ce résultat peut être retrouvé si l’on envisage 
l'équation (50) comme un cas particulier de l’équation de Lamé 


dy 


(51) dis =lAp(u)+B]y. 


Effectivement, si l’on suppose 2: = £g3— 0, la fonction p(u) se 


réduit à 5 d'autre part, la fonction s(u) se réduit à uw; et, puisqu'on 
a prouvé que, pour A=n(n+i), l'équation (51) s'intègre sous 
forme finie par l’exponentielle, les polynomes entiers et la fonc- 
tion s(u), il en résulte que l’équation (5o), dans le même cas, s’in- 
tègre par l’exponentielle et les polynomes entiers. Allons plus loin, 
et déduisons l'intégrale de (50), dans les cas traités plus haut, de 
l'intégrale obtenue pour lPéquation (51). 


1. A — 2. Nous avons trouvé, pour (51), l'intégrale 


(uv) 
c(u) 


= eClvlu 


où ? est déterminé par la condition p(v) = B. Or, supposons g»:— 0, 


ga— 0, il s'ensuit 


o(o)=v,  E(e)= pte)= > 


Donc 





Ce) = VB, 


et nous avons l'intégrale de (50), pour À — », 


ka — ut VB—T 
u VB 


ce qui est effectivement exact. 


I. A — 6. Nous avons trouvé, pour (51), l'intégrale 


d s(u+v) 
Se se CPAS) PRE 1 





100 OEUVRES DE G.-H, HALPHEN. 


A r 2 # 3 ® . . B 
où #, æ sont déterminés ainsi (la constante & de la page 88 est 1c1 :) : 
B3+9-g3 3 p'(e) ; 


PIE Dane QBA NE DU) 


En faisant 2: — 0, £3— 0, nous aurons 


B 


1 l < 2 — 
D) a ’ SEP phr)=e ss = BvE, 


Ce qui est encore exact. J’ai fait là une simple vérification, que l’on 


pourra poursuivre, et dont on pourrait, en sens inverse, se servir pour 


s'aider dans l’intégration de l’équation de Lamé; car, on le sait, l’in- 
tégration de l'équation (50), de proche en proche, pour A= n(n +1), 
est extrêmement facile. 


: “ 





SL LU ne tes SRG ER SES RS - re c er is 
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CHAPITRE II. 


Invariants des équations différentielles linéaires et invariants différentiels. — 
Notions générales sur les invariants. — Formation de l’invariant V pour les équa- 
tions de tous les ordres. — Forme canonique générale. — Formes canoniques 
exceptionnelles. — Comparaison entre les invariants des équations linéaires du 
troisième ordre et les invariants différentiels. — Usage des formes canoniques. — 
Exemple. — Conditions nécessaires et suffisantes pour la réduction d’une équa- 
tion linéaire à une équation à coefficients constants; — à une équation dont l’in- 
tégrale générale soit rationnelle; — à une équation à coefficients doublement 
périodiques et dont l'intégrale générale soit uniforme. — Classes adjointes. — 
Étude des points critiques au moyen des invariants. — Deux applications 


1. Dans les deux chapitres précédents, on a reconnu la possibi- 
lité, pour certains cas, de changer la variable et la fonction d’une 
équation linéaire de manière à transformer celte équation en une 
autre qui soit intégrable. Mais, si l’on veut pouvoir s'assurer avec 
pleine certitude que la transformation est possible ou impossible, 
il faut savoir mettre en relief les éléments de l'équation auxquels 
tient cette possibilité ou cette impossibilité, et qui doivent être indé- 
pendants, tant de la variable choisie que de la fonction arbitraire par 
laquelle on peut, pour la transformation, multiplier les intégrales. 
De tels éléments s'offrent d'eux-mêmes par les considérations sui- 
vantes, que, pour plus de simplicité, je présente d’abord à l’égard 
des équations du troisième ordre. 

Soit une équation linéaire du troisième ordre, à variable x. J'en 
considère trois intégrales distinctes, ÿ,, Y2, J'a, dont les rapports à 
l’une d'entre elles constituent deux fonctions de x. Supposons x éli- 
miné, 1l reste une équation entre ces rapports, ou une relation homo- 
gène, indépendante de x, entre les trois intégrales Yi, V2, Vs; 
fCYa5 Vas Ya) = 0. La fonction f dépend du choix des trois inté- 
grales. Mais, si l’on change ces dernières, on effectue dans f une 
subsutution linéaire et homogène sur les variables, Ainsi les inva- 
riants absolus de f sont des éléments dépendant de l’équation diffé- 
rentielle, mais de telle sorte que, d’une part, le choix des intégrales 
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est indifférent, d’autre part, ces invariants ne dépendent que du 
rapport des intégrales, et enfin ne dépendent pas non plus de la 
variable + et restent les mêmes si l’on change cette variable. Pour 
ces raisons, les invariants absolus de f ne dépendent que de 
l'équation différentielle proposée, et restent invartables si à cette 
équation on en substitue une autre qui en soit la transformée, 
par un changement arbitraire de la variable et la multiplica- 
tion des intégrales par une méme fonction arbitraire. 

Toutefois, comime on ne connaît pas f, mais l’équation différen- 
tielle, il faut savoir quels sont ces invariants absolus de f. que l’on 
pourra directement trouver sur Péquation différentielle. 

On ne connaît pas les intégrales y, Y2, Y3; mais, aux environs 
d’une valeur arbitrairement choisie x, pour la variable, on sait, par 
l'équation même, développer ces intégrales en séries convergentes, 
ou, en d’autres termes, trouver leurs éléments infinitésimaux jusqu’à 
un ordre aussi élevé que l’on veut. C’est donc avec ces éléments 
qu’on doit composer les invariants dont il s’agit. 

Regardons l’équation f(Yy,, 9%, Ys) — 0 comme représentant une 
courbe plane, lieu du point dont les coordonnées homogènes sont y, 
V2; Ya L’équation différentielle nous fournit les éléments infinitési- 
maux de cette courbe en un point quelconque. Composons avec ces 
éléments une fonction qui reste invariable dans les substitutions 
homographiques. Ce sera une fonction satisfaisant aux conditions 
requises. On sait composer de telles fonctions. J’en ai, il y a 
quelques années, créé la théorie (!). Il en existe qui sont ration- 
nelles par rapport aux coordonnées et à leurs dérivées; élles de- 
viennent ici des fonctions rationnelles des coeflicients de l’équation 
différentielle et des dérivées de ces coefficients. La courbe que repré- 
sente l’équation / — 0 peut être dite attachée à l'équation linéaire 
du troisième ordre. Elle ne change pas si l’on change la variable indé- 
péndante et la fonction par une substitution X = f(x), Y —o(x)y. 
Elle se transforme homographiquement si l’on change les intégrales. 

Pour le quatrième ordre, on a une image géométrique de même 
nature. On peut concevoir deux relations homogènes 


LACS, Pas Va Va) 0) F(Y1 Ya, Vs: Ja) = 0 





(') Thèse Sur les invariants différentiels. [ Œuvres d’Halphen, t. II, p. 197.] 
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entre quatre intégrales, comme représentant une courbe gauche dont 
les invariants différentiels sont des fonctions des coefficients de 
_l’équation différentielle, restant invariables par la substitution pré- 
cédente. 

Au delà du quatrième ordre, si l’image géométrique fait défaut, 
l’objet ne subsiste pas moins, et l’on conçoit encore l’existence de 
fonctions analogues. Pour préciser entièrement, soit 


RE AIT OV n q(g —1) p di 2Y ax: 


PR ni 29 0 ER R COR COM PE PE 0R SEE ie 


une équation d'ordre q, où P,, P,, ..., P, sont des fonctions de X 
(les coefficients du binome amènent quelques simplifications dans 
les formules). On change de variable et de fonction, et l’on prend 
la variable x, la fonction y, en posant 


dx 


(2) ZX = UX); Y=}yu(X), 


u(X) et u(X) étant des fonctions indéterminées. L'équation se 
transforme alors en celle-ci 


. at EDR AE Dr DE EM 
er LP rt a > 





1 + + gp Re es 0 
1.2 * dx1—? LE 11 Gr 7 : 


On nomme iNvarIANT ABsoLu une fonction des coefficients P et 
de leurs dérivées par rapport à X, telle que la même fonction, 
composée avec les coefficients p et leurs dérivées par rapport à x, 
lui soit toujours égale, quelles que soient les fonctions n(X) 
et u(X), en sorte qu'on ait, pour une telle fonction, l'identité 


; dP; de dpi 
e(Ps P>, EN ….) > e(ps pe, TA .)s 


d 6 
> » 1 LP?) He, Date 41 #] L L ue. 
dès qu'on remplace p,, ps, => +:- par leurs expressions en fonc 


Horde Pile CU EXT ZX). 

De telles fonctions existent, nous l’avons reconnu tout à l’heure. 
Je vais maintenant étudier leur formation, en faisant entièrement 
abstraction des invariants différentiels dont J'ai parlé, et déduisant 
toute la théorie de la considération des équations seules. 

J'insisterai un instant sur les équations du troisième ordre pour 


montrer comment l’identité avec les invariants différentiels se retrouve 


jusque dans les détails de la théorie. En commençant celle exposi- 
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tion, Je dois rappeler que les premiers traits en ont déjà été tracés, 
au sujet. du troisième ordre et, en partie, du quatrième ordre, par 
M. Laguerre (!) et par M. Brioschi (?), sans que ces géomètres se 
soient cependant apercus de l'identité de leurs résultats avec ceux 
que j'avais précédemment publiés au sujet des invariants différen- 
tiels. Quant à l’usage que je ferai plus loin de ces invariants, 1l 
constilue, je pense, un ordre de recherches entièrement nouveau. 


2. Je prendrai pour point de départ une formule générale don- 
nant le résultat du passage de l’équation (1) à sa transformée (3) par 
la substitution (2). Cette formule ne sera pas utile dans toutes ses 
parties; mais, après l’avoir énoncée, j’en signalerai les parties impor- 
tantes pour l’objet actuel. 

Je distingue par des accents les dérivées de u(X) et de u(X) 
prises par rapport à X, et j'écris simplement u, u', ...,u,u/,... au 
lieu de u(X), u'(X), mCX), LORS) FER 

Pour abréger l'écriture, je dénote par le symbole B(s, #,, £2, ...) 
le coefficient numérique 

s!(g —s)! 
où $, ki, k:, ... sont des nombres entiers. 


Je compose avec la fonction u(X ) et ses dérivées la fonction 
suivante : 


k: NAT mt ks 
(4) Ms=ù B,(s, CE) (+) ce 


“ar 
où la sommalion 5 SPpAqUER à tous les entiers positifs X,, Ka, UE 


donnant hi 2-0 CR 


Enfin avec u(X) et ses RE eL la fonction M,,, je compose 
la nouvelle fonction 











u\p) P u'P—1) . PC SL 1) u(P—2) 
fo R _ + — M,,- SN SRE AN E 
) > pm u ï LE u 12 2,9—In 





RP UEESTRCREr Sr ul? -3) 
EC DE ME 2e 


mm CORAN, 
Fear) (22 


où g est l’ordre de l'équation différentielle. 





(*) Comptes rendus, t. LXXXVIIL, p. 116 et 224. [Œuvres de Laguerre, t. I, 
p. 420.] 

(?) Bulletin de la Société mathématique de France, t. VII, p. 105. [ Œuvres de 
Brioschi, ti: V,-p12h51 


(J 
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Ces définitions posées, voici la formule de transformation : 


m(m 


I m — 1) 
(6) Pm—= pri [pus be RP + D ana NM ms 


m(m—1)(m — 9) m 
PR TES ea PC LEP A R3,m Ps AE Sr Ry»1,m P1 se Roy, m + 


LRO 
Je n’en donne pas la démonstration, qui est très facile et n’exige 
aucune considération qui soit nouvelle. Voici les points qu'il con- 
vient d’y remarquer : 


1° Les coefficients R, », Rom, ... sont indépendants des coeffi- 
cients P. 

2° Chacun d'eux est homogène et de degré zéro par rapport à la 
lettre uw, ainsi que par rapport à la lettre 4, abstraction faite des 
indices de dérivation. 

3° Le coefticient R,,, est homogène et d'ordre p, par rapport aux 
indices de dérivation. 


J'attribue à P,, ainsi qu’à p», le poids 7, et, plus généralement, 
Pme te (A AC bo tA UE SU CHON 
à x ainsi q Ta le poids (m+n). po e vue, nous 


pourrons dire que la formule (6) se compose ainsi : 








1 ; 
(7) Pm — qu (Pre As); 


OÙ Rm_1, est une fonction des lettres P, dont tous les termes sont de 
poids au plus égal à (m — 1). Par différentiation, j'en conclus 


(8) 





dn Pm _ l ( diP 


der pu ti dx? na Run) : 


où encore, comme dans tout ce qui suit, 8 désigne une fonction 
des lettres P et de leurs dérivées, entière et ne contenant que des 
termes de poids au plus égal à l'indice w. Je conserve d’ailleurs 
partout la même lettre R, ce qui n’a pas d’inconvénient. Elle désigne 
un reste qui deviendra négligeable. 


3. Je considère un invariant absolu rationnel, c’est-à-dire fonction 

dP | 
ANR 
numérateur et son dénominateur, le poids de chaque terme en l’écri- 


rationnelle des coefficients P .. Je mets en évidence, dans son 





106 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


vant ainsi : 


? 


(P dp js À y» + ARTS OS. 
HAE GX FBI aa 


les indices mn, n indiquant les poids des fonctions À, B;, ..., qui 
sont homogènes chacune en ce qui concerne le poids. 
Désignons par &äm, bn, ..., les mêmes fonctions, où les lettres P, 


dP ; dp FRERE 
ZX? "sont remplacées par les lettres p, A Par définition, on 
doit avoir 
Am + Are At __ mm Ent Tire 
B» + Bi +. . D + D; Sir . 
\ L] dp Il 
dès, qu'on remplace dans a», b,, ... les lettres hp, 7: par leurs 


expressions déduites de la formule (6). 
Prenons tout d’abord la simple substitution 


où « est une constante. La formule de transformation est simplement 








n na 
ALU — Re PE 
dut dx 
On a donc 
dm — MIAAT GRPBTEE AT Lo Am; ..., 
et l'identité ci-dessus se réduit à s 
A NS Pa Le Note QE ASS LME RES 
Br + Bai +... 4" RAS ME D © YU ER 


FREE NE : He RES UN 
qui doit avoir lieu, quel que soit a. J’en déduis que v se réduit à F 
nt 


c'est-à-dire que tout invariant absolu est le quotient de deux fonc- 
tions entières dont chacune est la somme de termes homogènes 
quant au poids, et que ce poids est le méme pour ces deux fonc- 
tions. En d’autres termes, un invartant absolu est homogène et du 
poids séro. 
Dans a, remplaçons p, se --. par les expressions abrégées (5), (8). 
Nous avons ainsi 


dyn — D (An : Rym-1) 


442 
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et de même 
{ 





b»h = n (By + Ni. 
m 
On a donc l'identité 
A + Rt A An 
B, + OMR Br 


! 
m—1 


tiquement nuls. Ainsi {out INVARIANT ABsOLU est le quotient de 
deux INVARIANTS RELATIFS. Un invariant relatif est une fonction 


et cette identité exige manifestement que Rh_, et R soient iden- 


homogène, quant au poids, et jouissant de la propriété A, — "am, 
où le nombre m est son poids. 

S1 les coefficients d’une équation satisfont identiquement à une 
relation AL =. 
c'est-à-dire la relation qu’on en déduit pour les coefficients d’une 
dp 
Fi 
invariant relatif. On le démontrera sans peine. De même aussi, si, 

dP 
ARR 
mais comme définissant certaines valeurs de X, on cherche l’équa- 


…) — 0, et que la transformée de cette équation, 


transformée, soit encore f(P, VE la fonction f est un 


considérant la relation f (P ) — 0 non comme une identité, 


e S dp L 
tion entre p, 2» ... qui donne les valeurs correspondantes de x, 


et que celte équation soit f(p, de ….) — 0, la foncuon f est encore 
dx 
un invariant relatif. 

[n'existe aucun invariant relatif qui ne contienne au moins trois 
coefficients différents. Car on peut, théoriquement du moins, dis- 
poser des fonctions u(X) et u(X) de manière à réduire à zéro deux 
coefficients quelconques.*Un invariant relatif est homogène, quant 
au poids. Îl ne contient donc aucun terme indépendant des coeffi- 
clients, et se réduirait ainsi à zéro. Un tel invariant est donc toujours 


zéro, C'est-à-dire qu’il n’existe pas. 


4. Je vais maintenant donner le moyen de former les invariants. 
Je prends pour point de départ, à cet effet, l’équation du second 
ordre, que j'écris ainsi : 


(9) | z'= az +bs 


RTE IP RS 
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et que je transforme en prenant pour inconnue nouvelle (t), 
NEVERS 


Cette inconnue y satisfait à une équation linéaire d’ordre g. Si 3,, 3: 
sont deux intégrales de (9), on a qg intégrales distinctes de la nou- 
velle équation en prenant les divers termes d’un polynome homo- 
sène, de degré g, en 3,, 3. Ainsi l'équation d’ordre q dont il s’agit 
admet x intégrales particulières satisfaisant aux (qg — 2) relations 





x 5 fa Vire 
A4 ÿa Je Hg 
qui sont homogènes et ne contiennent pas la variable indépendante. 
Pour former l’équation en y, on écrit successivement 


Y = (g —1)237-22", 
Jay =(g—-1)07=(g—t)(g —2)z137?, 


se ee ne see ee ee ...... s 


y) + I, y 1) ea [, yUr—2) +, +Uhy 
—=(g—1)(g —2)...(g-=m)s1m-1gim, 
La dernière de ces équations est celle que l’on cherche. On démontre 
très aisément que, dans chacune des équations précédentes, le coef- 
ficient IT, est homogène et du poids r, si l’on regarde at), bn) 
comme étant des poids m +1, m—+2. De la sorte, dans l'équation 
finale 
(q —1 

pe g(q age 


en 2) 2h de PA te 1/00 


ER TIIN ae 
chaque coefficient est homogène et d’un poids marqué par son indice. 
Les coefficients p,, p2, ..., p4ne dépendent que de a, b, a’, b', .... 
Entre p,, p», ... et leurs dérivées, on pourra trouver, par l’élimina- 
tion de a, b, a’, b', ..., (q — 2) relations identiques. Nous pouvons 
prévoir la forme de ces relations. 
Le coefficient p; contient autant de termes qu'on peut former de 
combinaisons du poids 3 avec a, a/, a”, b, b', qui sont des poids r, 
2, 3, 2, 3. On peut former pareil nombre de combinaisons de ce 








(!) L'idée de cette transformation est empruntée à M. Liouville : Sur l'intégration 
d’une classe d'équations differentielles du second ordre en quæntités Jinies expli- 
cites (Journal de Mathématiques pures et appliquées, °° série, t. IV, p. 423). 
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même poids 3 avec ps, pl, p', Pi, Pas Po. I y a, par suite, une rela- 
tion linéaire et homogène entre p, et ces dernières combinaisons, 
c'est-à-dire une relation du poids 3 entre p,, p», pa et leurs dérivées. 

Soit 93 — o cette relation. 

a de même une relation du poids 4 entre p,. p, et p;. © 

Hyad lation du poid tre Pr, Po et Cette 
relation contient les dérivées de p, jusqu'au troisième ordre, celle 
de p: Jusqu'au second seulement. Au moyen de 3 —0, on peut 
faire disparaître p” sans changer le poids, et obtenir une relation du 
poids 4 entre P4, Ps, Ps, Pas Mâis ne contenant pas de dérivée au 
delà du second ordre. | 

Soit ?, = o cette relation. 

On peut de même obtenir une suite de relations 5 = 0, 5 —0,..., 
4—= 0 qui ne contiennent que les dérivées jusqu’au second ordre, 
ét'ontléspoids:h,.6,:%:,"q- 

Ces relations, prises ensemble, caractérisent les équations d’ordre 4 
pour lesquelles les intégrales sont liées par les relations (0 bis). Ces 
relations ne dépendent que des rapports des intégrales, non des inté- 
grales elles-mêmes. Elles ne contiennent pas la variable indépen- 
dante. Donc, dans leur ensemble, elles expriment une propriété 
invariante. 


Considérons maintenant, pour une équation quelconque 


diY di-1Y 


Axa 0 À Pat te PoY= 0, 


les fonctions V3, V;, ..., V,, et, d’autre part, pour la transformée 


dy dar1 
les fonctions #3, ?,, ..., v. À cause de la propriété d’invariance, le 


système d'équations 

Vo 0,210 Vis 0, VS =10; Rd V0 
a pour transformé le système 
Ps — 0, ti 0: Psy — 0, TR CCE 


Prenons une de ceS dernières quantités v», pour y substituer aux 
coefficients p leurs expressions déduites de la formule de transfor- 
mation (6). 
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On aura ainsi 


Pr sn (CV e À Win=a + 2 Wm-o +... le 


Où Wym_1, Wm-2, --. sont des fonctions des seules quantités P, 
homogènes quant au poids, et de poids marqués par leurs indices, 
tandis que les coefficients À4, À», ... ne contiennent que w, u', ..., 
u, d, ... et sont, de leur côté, homogènes quant aux indices de 
dérivation, el, à ce point de vue, d’un ordre égal chacun à leur 
indice. | 

Il suffit d'envisager l’ensemble des relations analogues pour con- 
clure que les quantités W,,_,, Wh_», ... sont des combinaisons 
formées avec les seules quantités Vs, V,, .... 

Prenons maintenant la formule qui concerne la première des 
quantités p, c'est-à-dire P3. Comme elle est du moindre poids, on 
peut conclure 


Donc la première des fonctions v est un invariant. Il n’en est pas 
de même des autres, qu’on peut appeler des pseudo-invariants. 

Nous avons ainst reconnu l'existence d’un invariant du poids 3. 
Je supprime maintenant son indice et le désigne par la seule lettre e. 
Je le formerai effectivement, et, au moyen de ce seul invariant ?, je 
parviendrai à la notion de tous les autres par une autre voie, mieux 
appropriée à notre but. Je fais cependant observer que l’on pourrait 
fonder également la composition des invariants sur les pseudo- 
INVarIANTS Pi, Psy es Page 


9. Je ne cherche pas la composition de # dans l’analyse ci-dessus, 
ce qui entraînerait à un calcul pénible. Je vais avoir recours à 
l'équation adjointe de Lagrange. Je rappelle que, SL, Vin 1 
sont des intégrales distinctes d’une même équation d'ordre q, on 
obtient une intégrale z de l’adjointe en divisant par le détermi- 

ETES LS / 7 (q—1) , ° $ : 
nant U—(»19:33...7, ") un déterminant analogue contenant les 
dérivées Jusqu'à l’ordre (g — 2) seulement, en sorte que za la forme 
Æ A; ÿi HA ‘ me: SANS 
LAS PE ES Ne 
U ... .. .. LEE] .. 
/ 29 
AC 2 DS AE pe ) 








RÉDUCTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX FORMES INTÉGRABLES. LIT 


où À,, A», ..., À, sont des constantes arbitraires. Les intégrales 3 
sont des covariants de l'équation proposée, au point de vue de la 
substitution générale 

a = B(X), Y=y u(X). 
Par suite, tout tnvariant d’une équation est aussi un invartant 
de l’équation adporinte. 

Si dans linvariant + on remplace les coefficients p par ceux de 
l'équation adjointe, on obtient un autre invariant de la proposée. 
Or, d’après la forme de l’équation adjointe, forme que je vais rap- 
peler dans un instant, ce nouvel invariant, comme +, sera du poids 3 
et ne contiendra que p', D, P,, Pas Pos Pa. D'ailleurs p; y entrera 
linéairement comme dans ». Avec cet invariant et 9 on pourra former 
une combinaison linéaire ne contenant plus p,, et qui sera encore 
un invariant. Or il n'existe aucun invariant ne contenant que p, 
et p», ainsi que je l’ai fait observer plus haût (p. 107). Cette combi- 
naison se réduit donc à zéro. Autrement dit, l’éneartant v se trans- 
forme en lui-même (à un facteur numérique près) quand on y 
substitue aux coefficients de l'équation proposée ceux de son 
adjointe. 

Prenons d’abord l’équation sous la forme 


pd) 


Y FACE ER AE A OR Dem D 


2 29 
% 


P3Y IH +. + pyYy = 0, 





où manque le coefficient p,. L’adjointe est 


Fed HMS RE 
ne 


ou développée 


31 + NAS: = PPT SR ST ERA ENS 


2 l z(q--3) 
; P3— 92 P2)z see Q 
> 29 ( P2) ; 


en sorte que D», ps sont remplacés par p2 et (ps — 3p,). 
Dans cette hypothèse, p, = 0, l’invariant ?, du poids 3, se réduit 
à deux termes, et Je l’écris 


0 = MP» — 2P3;, 


m étant un coefficient inconnu. Je substitue à p:, p4 les coefficients 
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de l’adjointe, et J'ai | 
(#)= mpr+2(ps--3p2). 
Par suite, 

(v)=—», Nes 0: 


Ainsi pour p,— 0, l’invariant v se réduit à (3p, — 2ps): 

Cette expression pourrait suffire; mais il est bien aisé de le com- 
pléter. On n’a, pour y parvenir, qu’à effectuer, dans une équation 
quelconque, une transformation qui fasse disparaître le second 
terme. On y parvient par le seul changement de la fonction. 

Les formules se rapportant à ce cas simple sont : 


Que l’on fasse alors 


! 

U 

Rai nat 

on en déduit 
u! 
2 / 2 

"11 ; 

RES DRERNOD DAUE DN 
RÉAL 121 Li) 


" 


Pi 0 -Ppa ts Pe EP PE ps Re Pr Pr EPS 
Donc enfin, en substituant dans (3p, — 2p3), 


(10) M PES OP SR Po tP MP PE ee 


6. Voici donc obtenue explicitement l’expression de l’invariant V; 
elle présente cette curieuse circonstance de ne pas contenir l’ordre 
de l'équation. Je ferai usage de cet invariant V pour réduire une 
équation quelconque à une forme canonique, par un choix conve- 
nable des fonctions w, & qui entrent dans la transformation. 

Je choisis ces fonctions de telle sorte que l’invariant transformé + 
soit l'unité, et que le coefficient transformé p, soit nul. Cela fait, 
je prendrai des notations spéciales pour les coefficients de la forme 


canonique ainsi définie. Je désignerai par sh le coefficient p», 
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par 54, $5, Se, ... les coefficients p4, p;+ pe, .... Quant au coeffi- “ 
cient P3, VOICI SON expression : | ER 


L : a '4 , = \ s e # \ , 4 J 
L'invariant 6 étant réduit à l'unité, p, à zéro, p: à : hk,ona 








I de 2, 
dx fs: 
d’où | 
= 1 / dh \ 
à =) à 
La forme canonique d'une équation d’ordre q est donc | 
g(g=n hdi?y  g(g—1)(g—%)1/dh  \diy 
( _ nr 2 CRT PETER bre dx |) dr 
ee An Pe) dy “ 
À De Ÿ: 4  S4 drt- ne *+ SgY —= 0: 
-, - Pour l'obtenir, on prendra la formule 
Be. : : Fel 
3 p = FT 
| et l’on conclura 3 
EE = dx 1e 
3 = = V3 
7 dX 
LE RE d 
4 D'autre part, la formule (6) donne pour m—1 ce cas particulier : #4 
à Ê >| : + 
Ë ES 4 
Faisant p,— 0, u — V?, je conclus | ; 
En HR ER RO he deu Ne p 15 
u : (g 1) 21 fe 6 V 1% ? & 
> Ainsi la forme canonique (11) s'obtient si l'on fait 
À > ee El 1 PidX 
£ (12) / F = VE me Yv- SE he 
% C’est sous la forme ; 
RER “ u' — 1 V' ' 
É- RS FE re mes B 
à | À 
Le que ces formules nous seront utiles; on y voit que la mise sous 3 
1 _ forme canonique s'obtient sans quadrature; les coefficients h, Er 
e. ŒUVRES D’HALPIIEN, rowr +1 Se ; | 8 ne 
Be: , £ | 
ie s. à 
"4 





ST 2 


LL TRE he BE ÉUASE LE ac DEN 
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dh 
dx 
ficients de l’équation proposée. J'ajoute que s,, a la forme 


» S43 S55 +, 54 s'expriment explicitement en fonction des coef- 


SAUT Cr Üm) 


Nes 


où tm est une fonction ENTIERE des coefficients de l'équation pro- 


posée et de leurs dérivées. 
: 3 “ee pu(u) ut) 
Effectivement, on voit aisément que Pr et — sont des fonctions 


rationnelles de ces mêmes quantités, ayant pour dénominateur V?. 
La formule (6) fait voir alors immédiatement la justesse de la pro- 
position que je viens d’énoncer. 


x : FA dh ; 3 : 
Ceci s'étend aussi à het 7 qui sont les quotients de fonctions 


entières par V5 et Vi. 

Il est manifeste que les coefficients de la forme canonique (11) 
sont des invariants absolus; ils sont irrationnels, mais leurs cubes 
sont rationnels. Leurs numérateurs sont des invariants relatifs ration- 
nels. Comme le poids de V est égal à 3, on conclut que le poids du 


/ x , dh 
numérateur de h est égal à 8, le poids du numérateur de = est 


égal à 12, le poids du numérateur de s» est égal à 4m. 


On peut calculer, mais assez péniblement, les numérateurs de h, 


La S, ... par la formule (6). A titre d'exemple, je donne le résultat 


du calcul pour le numérateur de h. Je l’appelle A et j'obtiens 


(3) A7 Ve(P,— pi pr) 20 ve GO y 
4 


En fonction de cet invariant À, on a 


(14) h = 


dh 
Quant : à =) ON l’obtient immédiatement en fonction de À et de V. 


Je lui donne un autre nom, /, et] al 





dh GIVALES AVE FE 
(15) TENUE 27 V: 2 
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Il ne faut pas oublier que x est la variable canonique, et que les 
accents dénotent les dérivées prises par rapport à la variable donnée X, 
en fonction de laquelle les coefficients P, et, par suite, V, A sont 
explicitement connus. 

Pour le calcul effectif des invariants dont il s’agit, il y a d’autres 
méthodes qui conduisent plus aisément au but, et qui font voir 
aussi l’existence d’autres invariants plus simples, en ce sens qu'ils ne 
contiennent pas de dérivée au delà du second ordre (pour les équa- 
tions du quatrième ordre, au moins). Mais ces considérations 
m'entraîneraient beaucoup trop loin, et les notions précédentes me 


suffiront d’ailleurs pour les applications que je désire développer 
ICI, 


7. La réduction à la forme canonique (11) est impossible si l'inva- 
rant V est identiquement zéro. Si l'équation est du troisième ordre, 
la condition V — o exprime (p. 109) que l’équation est une trans- 
formée d’équation du second ordre. Cette équation du second ordre 
s’obtiendra alors très aisément. Si l’équation est d'ordre supérieur au 
troisième, on pourra trouver une autre forme canonique, que j'appel- 
lerai exceptionnelle. Pour la définir, on aura recours au pseudo- 
invariant V, (p. 110), qui, dès que V; est identiquement nul, 
devient un invariant; c’est ce que montre bien l'analyse du n° 4. 
Cela posé, on définira la forme canonique exceptionnelle par cette 
condition que le coefficient du second terme soit nul, comme précé- 
demment, et que V, se réduise à l’unité. 

À son tour, cette forme canonique exceptionnelle est impossible 
si à la fois V, et V, sont identiquement nuls. Si l'équation est du 
quatrième ordre, alors elle se ramène au second. Si elle est d’ordre 
supérieur au quatrième, une nouvelle forme canonique est possible, 
définie par la condition que le coefficient du second terme soit nul, 
et que V; soit l’unité, et ainsi de suite. 

En résumé, pour une équation d'ordre q, il existe une forme 
canonique définie par ces conditions : le coefficient du second terme 
est nul, et parmi les pseudo-invariants V;, V,,..., V,, le premier 
de ceux qui ne sont pas identiquement nuls est réduit à l’unité. 
Cette forme canonique devient impossible si toutes les quantités V 
sont nulles. Mais alors l’équation se réduit aisément à une équation 
du second ordre. : 
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8. Pour connaître les formes canoniques exceptionnelles, un des 
procédés les plus simples consiste dans l'emploi de l'analyse qui a 
servi à définir les quantités V (p. 109). Le calcul se simplifie 
beaucoup si l’on réduit à zéro le second terme, en prenant pour 
point de départ l'équation du second ordre sous la forme 


E PAP 4: 
Par exemple, en posant y — 3, on en déduit 
VWY—10by"— 100" y + 3(3b2— D") y = 0, 
el cette équation, étant comparée à 
AY 6 h z ! ep 
Pre SPET EE PRES Pire 0e 


donne 
3 pa = — 6, 2pa=—50",  p,=3(3b?— b'). 


Et j'en tire les relations £ 


! ; 3 ! 27 9 
O=93= 93P2 — 2Ps; VEN RD EPST 


Ce sont là les expressions à quoi se réduisent V;,, V, pour p,— 0. 
Supposons donc une équation du quatrième ordre pour laquelle V; 

soit identiquement zéro, mais non V;. On changera de variable en 

dx 

dx 
. CR] pire H x 0 « 

cient p,. S1 alors on désigne par + le coefficient p,, on aura, à cause 


posant 


CO Ps 0 dy lo 


dH RE MA à Pete Re 
LC ab EN CR PRCRE ns + HN? EL. 


ÿ 9 


Ainsi, pour les équations du quatrième ordre dans lesquelles V; 
est identiquement nul, mais non V,, on a la forme canonique 
exceptionnelle 
16) — +<2H-—— +2 

dx dr? dx dx 





d'y dy. dH dy ( GP ILRR OT 


En raisonnant comme plus haut, on verra que H, se ont leurs puis- 
sances quatrièmes rationnellement exprimables en fonction des 
coefficients de l’équation proposée et des dérivées de ces coef- 
ficients. 


4 ù CE + Le 
— V}, et de fonction, de manière à rendre nul le coeffi- . 


LS 
- 





M Ne ef PR nl dr ss ts 
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9. Avant de m'occuper de l’emploi de ces formes canoniques dans 
l'étude des équations, je veux m'arrêter un instant sur le cas-particu- 
. lier des équations du troisième ordre, et faire entièrement le rappro- 
chement entre ces invariants et ceux que J'ai désignés par le nom 
d’invariants différentiels. 

Reprenons, pour le cas du troisième ordre, les résultats ci-dessus, 
Nous avons prouvé que, pour l'équation 


diY | u2Y dY 
GYyà Ts Pas F3Peg + PaY = 0, 
la quantité V 
(18) V=—Pi+3(P,—2P,;P;)—2(P;3—3P;P2+2Pi) 


est un invarlant, et que, si V est identiquement zéro, il existe trois 
intégrales particulières satisfaisant à la relation 


Re 


Vas Va. 


Nous pouvons plus généralement dire que trois intégrales distinctes 
quelconques sont liées par une relation quadratique homogène. 
Reprenons la notion de la courbe attachée à l’équation, c’est-à-dire 
la courbe dont l’équation en coordonnées homogènes est la rela- 
uon f(Y1, Ye, Ys) —0, homogène et indépendante de X, qui lie 
trois intégrales ; et concluons que, st V est nul, la courbe attachée 
est une conique. En d’autres termes, V — 0 est l'équation diffé- 
rentielle des caniques. 

Pour retrouver par cette voie l'équation différentielle des coniques 
sous la forme d’une relation entre deux coordonnées cartésiennes £, n, 
on n’a qu'à supposer l'équation (17) transformée de telle sorte que la 
variable Ë soit le rapport de deux intégrales de (15), rave tet 
qu'une de ces intégrales n soit Y,: Y;. Les trois intégrales sont 
alors 1, £, n; ‘es coefficients P, et P; sont nuls, et l’on a 


11! 
1 
Er? 


les dérivées étant prises par rapport à &. L’équation V — 0 devient 
alors 


I En. "n D LL) 4 (2) 
— = = — Pme NE et [es : 
CE nr Er lee 
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Pour reconnaître dans cette équation celle des coniques telle que Je 
l'ai donnée,  aut introduire la notation employée dans ma théorie 
des invariants différentiels. Cette notation consiste dans la con- 


veution 
I dr 
RER TR EEE perse = An. 
1.2.3...n  dën 


En outre, j'ai employé la lettre U pour désigner @,, qui est un inva- 


. riant différentiel. Ainsi 


4 Li 
U —= A3 — _ 1". 
D 


= 


En introduisant ces quantités et développant le second membre 
de (19), on trouve aisément | 


DOS 
V—= — (aa; —34143û, + 24ai). 


U3 


La quantité qui est ici entre parenthèses est précisément l'invariant 
différentiel que je nommais V, et que, pour éviter toute confusion, 
j'appelle ici V, (!). Ainsi leéneariant V de l'équation du troisième à 





ordre et l’invartiant différentiel" NV, sont liés par la relation - 
| 20 V: 
(20 ) V — Us 


Pour édifier ma théorie, j'ai introduit dès l’abord un autre invariant 
différentiel, dénoté par À, et que je désignerai ici par A,, pour le 
comparer et l'identifier, comme on va voir, avec l’invariant A, numé- 
rateur de À, que j'ai défini précédemment [équation (13), p. 114]. 
L'invariant différentiel A,, dont l’expression par les symboles &, est 
assez compliquée (?), est caractérisé par la propriété suivante : 

S1 l’on désigne par ÿ1, Y2, Ya trois polynomes du premier degré 
(ain + DE + c,),...à coefficients a, b, c, arbitraires, qu'on envi- 
sagé la courbe | 


(21) Vi = ay, 


où À est racine de lPéquation À?2—+1=—o, et qu'on cherche 





(!) Thèse Sur les invariants differentiels, p. 27. [ Œuvres d'Halphen, tabs 
p. 221.) 

(?) Thèse Sur les inÿariants différentiels, p. 12. [Œuvres d’Halphen, t. U, 
p. 206.] 





1 


DAS LR EN: un, MES ve + AE DAT Ep LI PA De crée ri RAGE QE: TIRE NE LE D RU 
\ NU 2 ME SORT a ; Le 1 
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l'équation différentielle de cette courbe par l'élimination des con- 
stantes @, b,C,..., cette équation est A, — o. 

Si ensuite on considère de nouveau la courbe (21), où mainte- 
nant À est une constante quelconque donnée, et qu on ‘cherche 
encore l’équation différentielle de cette courbe dans les mêmes con- 
ditions, on obtient pour résultat 


Ai 33,52 (A2— À +1) 
(22) VS om m3 sn Diner GA 


‘En invoquant ce résultat, 1l va de bien aisé de voir que cet inva- 
riant différentiel absolu AŸ : Afne diffère pas de l’invariant absolu }3 
de l’équation linéaire du troisième ordre 

Si À est une constante, l’équation canonique se réduit à 





Soient &,, 72, 3 les racines de l’équation 
1 
a+ ha — - = 0, 
É 2, 
les intégrales sont 


ÿi = ART Fa eEXaX, ; Va — CAE 
liées entre elles par la relation homogène 
P 5 


SIN TES A RITTS A 
qui représente. la courbe attachée à l'équation et coïncide avec (21 
si l’on pose 
Xi — À3 


X — 


Aa NS 
Donc déjà les équations AV = cOnStie const: coïncident, 


Pour achever le rapprochement, observons que, si la constante À est 


nulle, on a à la fois 
Xi Si X9 tu A3 — 0, 


Xi Lo + Lo A3 + Aa Li = O, 





(!) Thèse Sur les invariants différentiels, p. 30. [ Œuvres d’Halphen, €t. I, 
P. 224.] | 


- 
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et il s'ensuit 
(ti — as)? + (a — 03) (23 — 22) Has — Ge)? 
(rss 43 }? 
a? + a3 + 12 — Qi A2 — A9 A3 — 3% 


(ar — 23)? 


À2— À +1 — 





Ainsi À s'évanouit en même temps que AŸ : VŸ, et c'en est assez pour 
conclure à l'identité, sauf un facteur numérique, de l’invariant diffé- 
rentiel en question et de h3. 
J'ai calculé aisément ce facteur, et J’ai trouvé 
LLFAI 22,73, A$ 


RC TA ONCE PAT 


d’où résulte, à cause de (20), 


A 
(23) A3 7 


N 


Telle est la relation entre l’invariant À de l’équation linéaire 
du troisième ordre et l’invariant différentiel A. 

Le rapprochement entre A et A, a été tiré ici, non de l'expression 
analytique de ces invariants, mais de leurs propriétés. Cependant 
j'ai donné de l’invariant différentuel A, (*) une expression déduite 
de considérations différentes, et que l’on transforme aisément en 
l'expression analytique (13), que nous avons trouvée plus haut 
pour A. Je ne m’arrête pas à ce point, et je cite encore un autre rap- 
prochement. J'ai considéré (?) la quantité (3 V,A—8A, V'), et 
prouvé que c’est un invariant différentiel, divisible par U‘; je l'ai 


LAPS : ARE ; ; ; DEP 
désigné par U!T. J'ai ensuite introduit l’invariant absolu =: Ce 





Vs 
; His : dh ; 
n'est pas autre chose que notre invariant absolu —, et l'on prouve 
dx 

aisément que l’on a 

dh 7 U'T 
‘ À RSR Rene Po : 
(24) dx 3.5 Vi 


10. Le rapprochement que je viens de faire entre deux théories, 
différentes d'aspect, identiques au fond, n’est pas ici un pur objet 
de curiosité. Il permet notamment de traduire en des résultats 





(1) Loco citato, p. 34. [ Œuvres d'Halphen, t. IT, p 228.] 
(2) Loco citato, p. 41. [ Œuvres d'Halphen, t. WU, p. 234.] 
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relatifs à l’intégration d'équations linéaires du troisième ordre les 
résultats obtenus au sujet des invariants différentiels. J'en donnerai 
tout à l'heure un exemple simple. Pour éviter de longs détails, je 
passerai sous Silence le plus important exemple; mais je dois dire 
que ce sont mes résultats antérieurs au sujet des invariants différen- 
tiels des courbes du troisième degré (!) qui, me faisant connaître 
l'équation {45) de la page 94 du chapitre précédent, m'ont amené 
à trouver les curieuses propriétés dont jouissent les équations 
linéaires à coefficients doublement périodiques, et qui deviennent 
à intégrales uniformes, moyennant un changement dans l’inconnue 
et dans les périodes. 

L'équation (45) dont je parle est, en effet, telle que la courbe qui 
lui est attachée est la courbe générale du troisième degré. Nous 
avons trouvé pour ses intégrales les rapports 


HA Ve gra Va 


= — » 


 MUREO | 


et nous en pouvons conclure 





ViJ1— â y ES L2Y2Y1 FER La}. 


C'est l’équation de la courbe attachée : sauf changement des coor- 
données, c'est une courbe quelconque du troisième degré. 

Par la même occasion, je ferai observer que la courbe gauche 
attachée à l'équation (49) de la page 96 n'est autre que la courbe 
biquadratique générale, intersection de deux surfaces du second 


degré. 


A1. Je vais maintenant expliquer l'usage que J'entends faire des 
invariants et de la forme canonique pour l’étude des équations. 
Une classe d'équations est définie par Péquation canonique 





diy , g(g=—1) k di?y. g(g—i)(g—2)1fdh  \di y 
dot 2 3 drtt MC ET Pres 
PEN RSOAT PE NT RR É 
ie NON me dx1-t AE resta d 





(!') Thèse Sur les invariants différentiels, p. 52, et Recherches sur les courbes 
planes du troisième degré (Mathematische Annalen, t. XV, p. 371). [Œuvres 
d’Halphen, t. W, p. 242 et p. 332.] 
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qu’il est permis, sauf les cas d'exception signalés précédemment, de 
substituer à toute autre. | 

On y peut envisager h, 5, 53, ... comme des fonctions données 
de la variable x. Mais cette manière de procéder serait plus propre 
à masquer les propriétés des équations qu’à les faire connaître. Car 
h, S, 85, ... sont explicitement connus en fonction d’une variable 
inae X, dont x est une fonction transcendante donnée par 


il 
æ= f V'ax, 


V étant encore une fonction explicite de X. Je procéderas tout 
sf LA h 

autrement. Remplaçant comme précédemment 7 Par un symbole /, 
J'envisagerai h, [,s,,... comme liées par (q — 2) relations données, 
qui caractérisent entièrement la classe d'équations linéaires 
d'ordre q dont on voudra s'occuper. 

Effectivement, A, {,5,,55, ..., s, sont au nombre de (g — 1) quan- 
tités, S1 on les donne liées par (g — 2) relations, elles sont fonctions 
d'une seule variable. En posant alors 


te dh 
[+ 


on aura défini la variable canonique et, par suite, l’équation cano- 
nique. | 

Soit maintenant &« une variable quelconque par laquelle, en vertu 
des (g — 2) relations données, on Share RS ES EE se OA 
pourra supposer ainsi 


h = f(2), l= q(a), s, = Y(4), SR 


dx ul dh.\ 
er) 


Maintenant, cette dernière quantité étant aussi une fonction expli- 


et l’on aura ensuite 


cite de «, on pourra aisément prendre & pour variable et former 
l'équation à variable &, dont les intégrales sont celles de l'équation 
cano nique. | 

Dans cet ordre d'idées, l'équation canonique n’est plus qu'une 
figuration d'une quelconque des équations de la classe envisagée. Je 
l’emploierai pour représenter sous une forme concise l’équation que 


ER RE RE EL ET Ce TS NA ne de gg Um > 5e A Ann TE er : 2: 
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l'on obtiendrait si l’on prenait # pour variable; à sera d’ailleurs une 
variable quelconque, choisie, dans chaque cas, suivant la nature des 
relations qui ont lieu entre h, l, 5,55, :.:. 

Pour les équations du troisième ordre, on n’a que deux quantités 
à envisager, À, L. Donner uue relation entre h, L, c'est définir une 
classe d'équations du troisième ordre. C’est aussi définir la courbe 
attachée, sauf les transformations homographiques. Ceci concorde 
entièrement avec le résultat que j'ai trouvé dans la théorie des inva- 
riants différentiels (t) : toute équation différentielle invariante 
du huitième ordre consiste en une relation entre les deux quan- 


+ 


AUS TS SLA ae Dre Je 
lités —— et VE (que j'a1 montrées tout à l'heure coïncider avec !/ 
eth2s) 

En somme, il y a identité absolue entre ces deux problèmes : 
intégrer une équation différentielle linéaire du troisième ordre; 
intégrer une équation différentielle invariante du huitième 
ordre. 

De même intégrer une équation différentielle linéaire du qua- 
triéme ordre, ou un système de deux équations invariantes du 
septième ordre, c’est un seul et même problème. 


12. Pour en finir avec ces rapprochements entre la théorie des 
équations linéaires et une autre théorie, donnons un exemple de 
la manière d'utiliser les résultats acquis au sujet des invariants 
différentiels. J’emprunte à la théorie des invariants (?) le résultat 


suivant : 
Pour une courbe du troisième degré unicursale, les deux inva- 
RER | UT A Je 
riants. différentiels absolus £ — UE el vi sont liés par la 
relation 


(28.32n + É2— 2.33È — 35)2 + 26,3.€8— 0, 


qui est l'équation différentielle de ces courbes. Cette relation 
résulte de l'élimination d’un paramètre t entre celles-ct : 





| Fes B(i+ +) 
== =. T =, FE he Nes st ES 
Re) ; (1+43)8 ? 





(‘) Thèse Sur les invariants differentiels, p. 44. [Œuvres d'Halphen, t. MH, 
p. 237.| 

(2) Loco citato, p. 44. Je change ici très légèrement la ;représentation de la 
courbe. [| Œuvres d’Halphen, t II, p. 237.] 
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et les coordonnées homogènes d’un point de la courbe peuvent 
étre ainst exprimées 


2j. Zn 0 23 l'os ke 


Les expressions de £, n ne sont pas ici sous la forme la plus 
simple; on le prévoit; puisque la relation entre £, n résultant de 
l'élimination de 43 est du quatrième degré, tandis que, d'aprés la 
forme de £, n, elle semblerait devoir être du huitième degré. Il 
existe donc une autre variable donnant lieu pour £, n à des expres- 
sions plus simples (t). Effectivement, si l’on pose 


‘13 Énee 1 » 
(= —) =, 
VÉSHI/. 


(1—a)(3 + a) 
pda PTE 


à 





on obtient 


ne 


Au moyen des formules (20), (23), (24), je remplace &, n par 
des invariants d’équation linéaire du troisième ordre, et je con- 
clus : | = 

Si l’on définit une classe d'équations linéaires du troisième 
ordre par les relations suivantes entre les invariants absolus h, L 
el un paramètre à, $ 


3 
/ 


h3— (a t)(a +3), 





25) 1 Te 
3 2%. 


on a, pour la courbe attachée à cette classe, la courbe unicursale 
du troisième ordre. | | 

En modifiant très légèrement la forme des relations (25), j'ai 
été conduit, avec ce point de départ, à considérer une classe 
d'équations du troisième ordre, et des classes analogues pour les 
ordres supérieurs qui offrent les plus grandes analogies avec 
l'équation de Gauss. Il en sera question dans la suite de ce mémoire. 
Pour le moment, j’achève l’examen de la classe définie par (25), 
en cherchant les intégrales de l’équation du troisième ordre à 
variable x, transformée de l'équation canonique par le simple 
changement de la variable. 


(*) Voyez à ce sujet un Mémoire de M. Lüroth, Beiveis eines Satzes über rationale 
Curven (Mathematische Annalen, t. IX, p. 163). 
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Les intégrales sont proportionnelles à z,, 3:, 33, coordonnées d’un 
point de la courbe attachée. Il n’y a donc qu’à trouver le facteur x 


par lequel on doit multiplier ces coordonnées. Ce facteur doit être 


tel que le déterminant (y, y,, Y3)x Soit une constante, puisque 
l'équation canonique manque du second terme. Par cette nota- 
tion (V4, Vos Vs)e) Que J'emploierai souvent, j'entends le déter- 
minant dont les éléments diagonaux sont y, y!, Y:, et l'indice x 
exprime la variable par rapport à laquelle les derivées sont prises. 


Soient 
Vi—= U 31, V2 —= UZ3, V3 —=U3Z3; 
On aura 


! 3 | 
(V1) 293)x = ui (3129233 )r = U3( 212, 2: (TR . = Const. 
Ainsi 


= C — (3,2! AY 
U — 32 à 
AE 


L'intégration, comme on le voit, n’exige que des opérations algé- 
briques. Les voici : | 
(ris) 2 r), 


Æ 
LÉ RER CARE I | 
PRISE RO EE 2 | Gr rs — pe A 
DR ner er 
dt (B +1) 2 5 à 
dx ns 2(43— 1) (a— 1) (+ 1)5 
AS SCEUL 1) 
LG : ; 
(63—1)48 


En conséquence, l'intégrale de l équation canonique définie par 


des relations (25) est 


{ 


I 
Y= ————{c(#—1) + ce + c'e], 
a6(t—1) 


12=——1r \2 
A —= - . 
(= 


43. Au moyen des invariants, nous sommes en mesure de trouver 


quand on a posé 





les conditions nécessaires et suffisantes pour que, dans une classe, 
existent des équations possédant des propriétés données. Par exemple, 
il est manifeste que nous pouvons énoncer la proposition suivante. 


ProrPosrrion XXI. — Æiant donnée une équation linéaire 
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d'ordre supérieur à 3, pour qu'il existe une substitution 


dx 
qui la transforme en une équation à coefficients constants, cl 


faut et il suffit que ses invariants absolus soient tous constants. 


Comme :1l ne sera plus question de pareils cas dans tout le cours 
de ce mémoire, je donne ici un exemple assez curieux. 


Soit l’équation 
dd y 
: — ÀY, 


dr 





où } est fonction de x. On demande quelle forme doit avoir À pour 
que cette équation puisse être transformée en une équation à coefti- 
clients constants. 

Pour répondre à cette question, il suffit de calculer l’invariant À 
et de le supposer constant, ce qui donne 


TAN OAV eue 
5 


Il n’y a plus qu'à intégrer cette équation en envisageant À comme 
une constante donnée. L'intégration est très facile et conduit au 


résultat suivant : 
A 


7 (œ—e}(æ Rp} 


À 


où À, «, $ sont des constantes assujetties à la relation 


(a— B)5+ {A3h3— 0. 
Ainsi l'équation 
ay A 
PE CECNIC ET) 4 


est intégrable. Dans le Journal de M. Liouville (1"° série, 1, IX, 
p. 336), on trouve énoncé, sous le nom de M. Besge, le même résultat 
relativement à l'équation 


dy SA 
dx? (æ—a (x ph)" 


Ce rapprochement m'a conduit à reconnaître que plus généralement 


re 


M 0. Ts ME Ada M SES SART LIL 1 SM 23 Hat DCR 
2 2 Ed S. É ENT 
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l'équation 
È dry A 

dx — (æ— a)" (x — LEA 


‘est intégrable, et est une transformée d’équations à coefficients 
constants (1). 


\ 


Bien que ce soit ici étranger au sujet, je demande la permission 
d’en fournir la preuve. 
Je considère la fonction 


3—=(x—a)M(x — BG}, 
dont la dérivée logarithmique est 


2 (MH VV) pp — va. 
% (Tr =ax)(x — 8) 


Il est visible qu'on a généralement 


RE p(æ) 





o (æ) étant un polynome entier. Développons 3 suivant les puissances 
décroissantes de ; le développement aura la forme 


3 = aUtV + BirbtV1E B,rbtv-2 LE, 





Supposons maintenant U+vy—n—1, et prenons la dérivée 
d'ordre n; son développement sera 
B 
(NIMES TS TAN re ne Us 
PAUSE REES Q LE RON 0 en AD 


Par suite, 
Zn) 





= (—1)*1,2...nB; — 


Donc, sous la condition p+v=—= n —1, le polynome entier 9(x)se 
réduit à la simple constante (—1)"1.2.5...nB,; z est donc une 
intégrale de l'équation SES pourvu que les constantes u, y 
soient calculées de telle sorte qu’on ait 


(—1)21.2.3...nbB,= A, L+YV=n—I. 


(!) J'ai, depuis que ce mémoire a été écrit, généralisé ce résultat (Comptes rendus, 
t. XCII, p. 779). [ Œuvres d’Halphen, t. I, p. 467.] 







2e LS 
NSP ETEE 
END. . 


+ 3 + et} ci V'hLE TL ES Ft AY Ve, = >: u POP ESS NN es ue ot OS EE af we puis 7 _ H * 
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Or il est aisé de calculer B,, ou plutôt de trouver d’une autre 


manière la relation entre les constantes u, y, «, $ et la constante 
z\n) 


donnée A. À cet effet, je décompose ten fractions simples, et Je 
cherche seulement une de ces fractions simples, celle dont le déno- 
minateur est (x — a)". Il est aisé de prouver que cette fraction est 


310), p(u—i1)...(u—n+i) 
sr (BRAS 


D'autre part, la fraction analogue dans le second membre 


A 


OZ TE 2x) (x — bp 
est 
A À I 


La relation cherchée est donc 


À 
RÉ EM een, 


Par suite, l'intégrale générale se compose des n intégrales parti- 
culières : 
V= (æ ES a }b (æ ES, 6 Le 


obterues en prenant successivement pour à les diverses racines 
de cette dernière équation. 
En écrivant y ainsi : 


T'— À\ 


v= (ep (ES), 





on peut se convaincre aisément que, si l’on prenait pour fonction 


TXT —«Q 


z—$ 


inconnue » la transformée serait 


» et pour variable log 





RENE 
DE an Djr=1 
à coefficients constants. 


14. Au moyen des invariants, je vais maintenant chercher les 
conditions nécessaires et suffisantes pour que, dans une classe 
donnée, existent des équations offrant diverses propriétés données, 

Tout d’abord, résolvons ce problème : Étant donnée une équa- 
tion différentielle linéaire à variable X, à inconnue Ÿ ,et d'ordre 
supérieur au second, trouver les conditions nécessaires et suffi- 





SR TR LINE LE TR 4 1 + Li'as 0i 4 ER "71 PA 
bas. s* EN ta A : A ” qu à PL 2 A 


# 
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santes pour qu'il existe un changement de la variable et de la 

Nes ur | #4 . Fée ; 
Jonction 7x =U(X), ve = Ju(X)) tel que l'équation transformée 
ait pour coefficients des fonctions algébriques de la variable 
nouvelle x. 


La solution est celle-ci : 7! faut et il suffit que les relations 
entre les invartants absolus de l'équation soient algébriques. 


“ 


0 


1° La condition est nécessaire. Car, si l’on a une transformée 
algébrique, les invariants seront des fonctions algébriques de la 
variable correspondante, et, par suite, ils seront liés entre eux par 
des relations algébriques. 

2° Elle est suffisante. Car, si h, l, 51, 55, ... sont exprimés en 
fonction algébrique d’une variable «, alors en posant 


dé 1 dh 


dx  l'da’ 


et passant de l’équation canonique à celle qui a pour variable x, on 
aura une équation à coefficients algébriques. 

La démonstration se fait de même pour le cas des formes cano- 
niques exceptionnelles. 


15. Nous aurons une proposition plus précise en envisageant le 
genre des relations algébriques qui lient les invariants entre eux. 
On sait que la définition du genre d’un ensemble de (m — 1} rela- 
tions algébriques entre » variables est la suivante, Soit f(x, 8) — 0 
la relation algébrique entre deux variables auxiliaires, choisies de 
telle sorte que les m variables données s'expriment rationnellement 
en fonction de x, 8, et que f(x, 8) —o soit du plus petit genre 
possible. Soit p ce genre; c’est aussi celui des (m—1) relations 
données. 

Si l’on envisage n fonctions d'une même variable 4, on appelle 
aussi genre de cet ensemble de » fonctions le genre minimum d’une 
relation algébrique f (+, 3) = o choisie de telle sorte que les n fonc- 
tions données s'expriment rationnellement en x, 8. 

Dans une équation différentielle linéaire d'ordre g, envisageons 
l’ensemble des coefficients, au nombre de g, et qui sont des fonctions 
d’une même variable, la variable indépendante. S'il s’agit de fonctions 
algébriques, cet ensemble de fonctions a un genre, qui vient d’être 


ŒUVRES D’HALPHEN, TOME HI 9 


RU 5 EN RE es © LÉ LAN 
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défini, et que je prendrai pour le genre de l'équation difjérentielle 
elle-même. | 

Ainsi une_ équation linéaire du genre zéro sera une équation à 
coefficients rationnels par rapport à la variable indépendante; une 
équation linéaire du genre 1 aura ses coefficients rationnellement 
exprimés en fonction de la variable et de la racine carrée d’un 
polynome entier du quatrième degré par rapport à cette variable. 
.… Gette définition posée, on peut demander : Quelles sont Les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour qu'une équation linéaire 
donnée soit tr ansformable, par des substitutions de la for me 


dx 
7x — MX), Y=yu(x), 


en une équation du genre p? . 
Voici la réponse : /{ faut et il suffit que les (q — 2) relations 
par lesquelles sont liés les (q — 1) invariants absolus | 


(26) RE hs TRS ES hs RES So RS on 
soient algébriques el du genre D: 

C'est ce que je vais prouver. J’ai démontré au n° 6 (p: 114) que 
l'invariant s, a la forme 


kr 


F V 3 


où fm est une fonction rationnelle des coefficients de l'équation 
proposée et des dérivées de ces coefficients, et ceci s'applique à À 
et à /, si on les considère comme élant $, et s;, en sorte que / est 


rationnelle, et À l’est aussi, sauf le facteur — —: De là résulte que les 


V3 

quantités (26) sont toutes rationnelles par”rapport aux Coeth Ent 
de l’équation et aux dérivées de ces coefficients. | 

Si donc on prend une équation linéaire à coefficients algébriques 
par rapport à la variable indépendante, et du genre p, les quan- 
tités (26) sont, par rapport à cette même variable, algébriques et du 
genre p, au plus. Elles sont donc liées entre elles. par des relations 
dont l’ensemble est au plus du genre p. Ainsi une condition néces- 
saire pour la transformation demandée, c’est que les invariants (26) 
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soient liés par des relations algébriques dont le genre p' doit être 
au plus égal à p; p'£p. Prenons maintenant la question en ordre 
irverse, et supposons donné entre les quantités (26) un ensemble de 
(q — 2) relations du genre p'. Par ces relations, nous définissons une 
classe d’ équations d’ ordre g. Une de ces équations est l'équation 
canonique | 


diy. g(g—1) k dy g(g—1)(g—»2 dr y 
dx SL 1.2 3 dx ? ee 1:223 me dr 3 
Eu É Ars di—! 
SN rm D LT ls a À DRE URS à re he ante Sg Ÿ 0, 
| Ac AE A dx! 
et | s ee LEE dh 
où la variable canonique x est définie par dx — ur 


Suivant l'hypothèse, on peut trouver une variable «& telle que les 
quantités (26) soient simultanément des fonctions de « algébriques 
et du genre p/. 

_ Transformons l'équation canonique en prenant pour nouvelle 
variable « et sans changer y. Dénotons par des accents les dérivées 


‘prises par rapport à &, et servons-nous de la formule générale de 
transformation (6) [p. 105|, en y envisageant 1, Pos Ps 


y) 


, h HAS 
Pm +. Pa Comme étant 0, 7? UP Die caeLEti Pas Far) P, 


… 


comme les coefficients de la transformée en , coefficients que nous 
cherchons. Nous aurons ces derniers en résolvant par rapport aux 
lettres P la suite des équations telles que (6). 

Nous ne changeons pas y ;.les coefficients R de la formule (6) se 
réduisent aux coefficients M. La fonction de transformation w est 


‘ICI 


dx h' 
| FR TE 
‘ De là résulte | 
er DRE Er PE SR ELA CA 
pe h' l HAL (h3) l 


‘ 24. 02 


dv : AN PARTIES: : 
Ainsi de et, par suite, E mn ... sont des fonctions de la variable « 


dans lesquelles aucuve irralionnalité nouvelle ne s’introduit. Elles 
sont donc au plus du genre p'. Donc dans la formule (6) tous les 
coefficients R sont des fonctions de & au plus du genre p'. Chassant 


le dénominäteur 4”, et le remplaçant par son expression, je déduis 
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de (6) ; 


— 1) . [y (A3) le 
P» + re Rien Pi + het _ Ro nl ne EURISURE CI L hms,. 
[ | i | 3% Lh? 


J'ai mis, comme il convient, s, au lieu de p,». Pour m=— 2, il faut 


hk ; 1 > 
mettre + au lieu de s:; et, pour m—3, < (£— 1) au lieu de 54. 


Dans cette formule, 1l n'entre aucune irrationnalité nouvelle. 
l’ensemble des formules analogues depuis m = 1 jusqu’à Mm— q 
donne donc pour les coefficients P,, P:, ..., P, des fonctions de a 
qui, prises simultanément, sont au plus du genre p'. 

Ainsi, quand les invariants (26) sont liés par des relations du 
genre p', la classe ainsi définie comprend une équation à coefficients 
alsébriques du genre p<£p"'. 

Nous avons démontré précédemment l'inégalité inverse p'£p. 
Nous pouvons donc conclure p=p'. La proposition est ainsi 
prouvée. ; 


16. Me voici maintenant en mesure, grâce à ces derniers résultats 
et aux propositions des chapitres I et IT, de répondre aux questions 
qui font l’objet principal de ce mémoire. Voici la première : 

Étant donnée une équation linéaire, trouver les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que, par une substitution 

Po =u(X)  Y=yu(X), 
on puisse transformer celte équation en une autre dont l’inté- 
grale générale soit une fonction rationnelle de la nouvelle 
variable x. | 

Tout d’abord, la transformée, si elle existe, sera à coefficients 
rationnels, elle sera donc du genre zéro. D’après la dernière propo- 
sition, il est donc nécessaire que les relations entre les invariants (26) 
soient du genre zéro, c'est-à-dire que ces invariants soient ration- 
nellement exprimables en fonction d’une seule et même variable ©. 

Soient donc ainsi 4% 


Baja,  l=g(h hn=Ya) Æs=6(a) 


les fonctions , ©, 4, 6, ... étant rationnelles. La variable & n’est 
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pas entièrement délinie. Car, si l’on a trouvé une telle variable #, on 
peut en prendre une autre ñ en posant &« — F(n}), F étant une fonc- 
tion rationnelle ; les quantités précédentes seront encore des fonctions 
rationnelles de n. Il importe de préciser 4, en disant que « est 
choisie de telle sorte qu'à un système de valeurs des fonctions f, 
©, W, 0, ... ne corresponde qu'une seule valeur de «. Ce choix est 
toujours possible, ainsi que l’a prouvé M. Lüroth dans un m“moire 
que j'ai déjà cité. Une telle variable «& est caractérisée en un mot 
quand on dit qu’elle correspond uniformément à f, ©, Ÿ, 6, ....1l 
demeure entendu que & n’est pas encore entièrement déterminée, 


mais la seule substitution qu'on puisse opérer sur % sans troubler 
min 


lPuniformité de la correspondance consiste à remplacer à par ————— 

| man 
Cette substitution permet d'attribuer à & des valeurs à volonté pour 
trois systèmes de valeurs des fonctions f, ©, d, 0, .... 

Les intégrales transformées y doivent être des fonctions rationnelles 
une variable +, qui peut différer de 4. Mais les invarian 
d’une biere t difi d M ] a ts h?, 

hs;, ... doivent s'exprimer rationnellement en fonction de x. 
DURS d t s'exp t Il t fonction de x 
Donc il faut que la variable x soit fonction rationnelle de x. Faisons 
maintenant-disparaître la fonction arbitraire de transformation w(X) 
en prenant les rapports des intégrales, et nous avons déjà ce premier 
résultat, qui est entièrement débarrassé de toute inconnue : 


Îl faut que les rapports des intégrales et la variable à soient 
PP £ 
rationnellement exprimables en fonction d’une même variable. 


Soit æ cette variable, en sorte qu'on ait «= F(x), F étant une 
fonction rationnelle, dont je désigne par M le degré des termes. 
Pour chaque valeur de 4, 1l y a M racines x. 

Prenons à« pour variable, et transformons l’équation canonique. 
D'après l’analyse du numéro précédent, la transformée est à coeffi- 
cients rationnels. Je raisonne maintenant sur cette transformée (A). 

Je suppose qu'’effectivement les rapports des intégrales soient des 
fonctions rationnelles de x; ainsi à chaque valeur de z corres- 
pondent M valeurs différentes pour un de ces rapports, que je 
désigne par € et qui est entièrement défini, si Je lai astreint à un 
certain nombre de conditions initiales. | 

Étudions les points singuliers de l'équation (A), et retenons seule- 
ment Ceux qui sont critiques pour les rapports des intégrales. 
Soit «— a un de ces points. Il sera algébrique d’après les hypo- 
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thèses. Soient 


b b' SDS 
S S+ —r SH —r SH —s oc. 
‘ m mt m 


-les exposants auxquels les intégrales appartiennent relativement 
à (x — a). Les lettres m, b, b', b", ... désignent des entiers positifs. 
Les entiers b, b', ... sont tous différents, et n’ont ensemble, avec m, 
d'autre commun diviseur que l’unité. Dans ces conditions, m est 
l’ordre du point critique à, pour les rapports des intégrales, et nous 
supposons essentiellement m=>>1, sans quoi le point ne serait pas 
critique. | ÿ 

Pour une valeur non critique de x, les M valeurs de € s’obtiennent 
par une formule telle que 


fs Aiÿi = À 2 Va +'A3 Va +. ae 
By + B2 Ya + B3 Ya +. she 


ou plutôt par M formules analogues où les coefficients A,, A:, ..…, 
B,, B:, ... ont M systèmes de valeurs différentes entièrement déter- 
minées par les conditions initiales qui définissent €. 

Mais pour la valeur critique «= a, ou plutôt pour une valeur 
de à voisine de a, une fonction ainsi composée avec les intégrales y, 
Ve; Ya, -.. est susceptible de m déterminations distinctes. Donc 
nécessairement pour 4—a les M valeurs de € se RUE 


N 
qe cycles, dont chacun contient m de ces valeurs. 


On voit donc que € est une fonction de z satisfaisant entièrement 
aux conditions relatées dans l’énoncé de la proposition VIII (p. 29). 
Donc on peut appliquer les conclusions contenues dans cette propo- 
sition. Si l’on tient compte de la proposition VIL (p. 28), on a la 
réponse complète à la question posée. Sie 


Prorosrrion XXII. — Pour qu'il existe une substitution 


dx 
HR =UX). Y=yuiX), 


transformant une équation. linéaire (d'ordre égal ou supérieur à 
trois), à variable X et à inconnue Ÿ, en une autre, à variable x 
et à inconnue y, dont l'intégrale générale soit une fonction 
rationnelle de x, les conditions nécessaires et SHESATRES sont les 
suivantes : 
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1° Les relations entre les invariants h3, LE, ks;, h?s;;'... doivent 
étre du genre zéro. Soit alors x une variable en fonction de 
laquelle ces quantités s'expriment rationnellement, et ct leur 
corresponde uniformément. 

20 Les rapports des intégrales, considérés comme fonctions 
de a; doivent ne posséder que des points critiques algébriques; au 
nombre de deux au plus, et alors quelconques; ou au nombre:de 
trois, et alors les ordres m, n, p de ces points critiques doivent 


l 2e : Es sis J [ I . 
satisfaire à la condition — + ce = te 


Comme on le voit, il n'intervient dans cet énoncé que des élé- 
ments dont la recherche ne dépend absolument que d'opérations 


algébriq ues.: 


47. Voici maintenant la seconde question : 
L'tant donnée une équation linéaire d'ordre égal ou supérieur 
à trois, quelles sont les conditions nécessaires et A TES pour 
dr 
que, par une substitution de la for me = =UX), Y=y u(X), 
-on puisse transformer cette équation en une autre dont les coef- 
_ficitents soient des fonctions doublement périodiques (aux mêmes 
périodes) et uniformes de la vartable nouvelle x, et. que l’inté- 
grale.générale y soit une fonction uniforme de x? 


Eu raisonnant comme tout à l’heure, et lenant compte de ce fait 
que plusieurs fonctions uniformes D une variable doublement 
périodiques et aux mêmes périodes sont liées entre elles par des 
relations algébriques du genre zéro ou du genre 1, on conclut 
‘immédiatement à la nécessité de la condition suivante : Les inva- 
riants h3, l, ks,, ... doivent étre liés entre eux par des relations 
algébriques du ha zéro ou du genre un. Deux cas sont dome 


} 


à HUE et je AGREE d’ abord 


Premier cas : Les invariants h3, L, hs,, ...: sont liés par des 
relations du genre un. La discussion est ici très simple, Les invariants 
peuvent être exprimés par des fonctions uniformes ét doublement 
périodiques, aux mêmes périodes, d’une variable x. Cette variable 
peut être changée, mais uniquement par les substitutions qui con- 
sistent à remplacer æ par mx + n. On connaît donc la variable indé- 





+ 
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pendante dont l'intégrale générale y doit être une fonction uniforme; 
la fonction inconnue w(X) peut être éliminée par la considération 
des rapports des intégrales. La condition nécessaire est donc que Îles 
rapports des intégrales soient des fonctions uniformes de +, ou, en 
d’autres termes, n'aient aucun point critique, linfini non compris. 
D'autre part, on a déjà vu (proposition XVI, p. 55) que cette con- 
dition est suffisante. Le problème est donc résolu pour ce cas. 


Deuxième cas : Les invariants h3, l, hs,, ... sont liés par des 


relations du genre zéro. Considérons, comme précédemment, la 
variable à en fonction de laquelle h*, {, hs,, ... s'expriment ration- 
nellement, et de telle sorte que la correspondance soit uniforme. 
Nous supposons une équation appartenant à la même classe que la 
proposée, et ayant ses coefficients doublement périodiques par 
rapport à la variable correspondante x. Alors A3, {, hs,, ... sont des 
fonctions uniformes et doublement périodiques de x; donc x est 
aussi une telle fonction. 


On a donc a — F(x), et F est une fonction uniforme et double- . 


ment périodique de x. 

Considérons, comme précédemment, l'équation (A), transformée 
de l'équation canonique par le choix de la variable 4, et envisageons 
encore le rapport € de deux intégrales. Si, comme on le suppose, 
C6 est une foncuion uniforme de x, € peut avoir une infinité de déter- 
minations pour chaque valeur de à. Mais si « — a est un point critique, 
algébrique et d'ordre m, pour les rapports des intégrales, les valeurs 
de © pour « — a se répartissent en cycles dont chacun contient m de 
ces valeurs. [l ne saurait d’ailleurs exister de points critiques non 
algébriques; car x, envisagée comme fonction de a, n’a que des 
points critiques algébriques, et € est une fonction uniforme de x. 
Donc, s’il existe une telle variable x dont « soit fonction uniforme et 
doublement périodique, et le rapport € de deux intégrales quelconques 
fonction uniforme, cette quantité €, envisagée comme fonction de «, 
est dans les conditions requises par l’énoncé de la proposition XIV 
(p: 53). Donc enfin voici la réponse complète à la question posée : 


Proposrrion X XII. — Pour qu'il existe une substitution 


Sr = HX),  Y=yu(X), 


0 


Pate er PE 7 LE LEE gd 2 CE 0 ACT CNE PAG + RS: + 
nd _ : + Lee 7 ME e æ F + - 7 hs | ï 
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transformant une équation linéaire (d'ordre égal ou supérieur à 


trois), à variable X et à inconnue NY, en une autre, à variable x 


et à inconnue y, dont les coefficients soient uniformes et double- 


_ment périodiques, aux mêmes périodes, par rapport à x, et dont 


l'intégrale générale soit une fonction uniforme de x, les condi- 
tions nécessaires et suffisantes sont les suivantes (si toutefois 
l'équation n’est pas transformable en-une équation à coefficients 


rationnels, ce qu'enseigne l'application de la proposition XXI) 


1° Les relations entre les invariants h?, L, hs,, h?s;, ... doivent 
étre du genre zéro ou du genre un. à 

2° Si ces relations sont du genre un, alors h3, l, hs;, ... pewvent 
s'exprimer par des fonctions uniformes et doublement pério- 
diques (aux mêmes périodes) d’une variable x. Alors il faut et 
ul suffit que les rapports des intégrales, envisagés comme fonc- 
tions de x, n'aient aucun point critique, l’infint non compris. 

3° Si ces relations sont du genre zéro; soit alors a une variable 
en fonction de laquelle h3, L, hs;, ... s'expriment rationnelle- 
ment, et qui leur corresponde uniformément. Il faut et il suffit 
que les rapports des intégrales, considérés comme des fonctions 
de «, n'aient que des points critiques algébriques (Vinfini compris), 
que ces points critiques soient au nombre de trois ou de qualre; 
s'il y en a trois, leurs ordres m, n, p doivent satisfaire à la 
relation = + =+-—:; s'ily en a quatre, ils doivent étre tous 

m rm ?? $ 


e , «. , | I I ° 
du second ordre. (s'il y én a trois et que — + — +->>1, ou s'il 
m n PR ; 


y en a moins de trois, on est dans le cas de la proposition précé- 


dente.) 


Ici encore la question est pleinement résolue au moyen d'éléments 
dont la recherche tient uniquement à des opérations purement algé- 


briques. 


18. Aux énoncés XXII et XXIIL :l convient d'ajouter que : st 
l'équation proposée est dans un des cas où la forme canonique 


_ générale ne s'applique pas, on a des propositions analogues dans 


lesquelles, au lieu de h*, L, hs;, ..., il faut envisager les coefft- 


cients de la forme canonique exceptionnelle, qui trouve alors 


sOR PMP lot. 


dé CPV RL EX 2h" ARE M'A? LL dE A LL + L'OPAT LT 2) TRE COS Dr D ER, AE a set =. $ L 2 n 
PURE RER ee MEET CAT UR PRE APR ER RER Se NS SR PARTS TOR D Er 
. S Le ET AS ; M = PER. AS 
| da 4 A C RS 
J "A À 
; "+ 
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Stenfin tous les invartants sont nuls, l'équation peut se re 
former en une équation du second ordre. 


Ayant ainsi résolu les questions que j'avais posées dans toute leur 
généralité, j'ai maintenant à faire des applications. Avant d'y pro® 
céder, jai encore quelques observations générales à présenter, por- 
tant sur le détail des recherches. J'ai d’abord quelques mots à dire 
au sujet de l'équation adjointe, et ensuite à .parler de l'étude des 
points critiques, telle qu’on doit la faire au moyen des invariants. 


19. Supposons une équation linéaire d’ordre q qui Pose être 
mise sous la forme canonique générale 








ie, g=2 Et 3 
PE VS LU NE ER ER T RE) ET EA D ETS LES GE 
dx TÉrÉUO ad TT RCD 2 dæ173 
PCT PDA E on 2 rend d7-ty Fete 
1.2:3.4 Jr d'ou 
dans laquelle 
MS y 
NE dx 
Cette équation canonique a pour adjointe 
diz q(qg—1) h d2-?z  gqiq—1)(qg —2)1 d1-3 3 
APTE 1,2 3 dx 1.2.3 EE MS ATE 3 
g(q —0(qg—2) q—3), d3-t3 Se 
1:2.924 DP7TE k Ste 


Cette dernière n’a pas la forme canonique, mais un très petit chan- 
gement la lui fait acquérir. Faisons, en effet, 


Li IT, li —=— 1, 


et l'équation devient 


AE mt Cent D AS Re Pme 


d2-3 3 
dr 12 3 dx? 12.3 SU 1) as Pope 
DE Dm 5 AU rm A Lena Le 20 5 
Fe PEU ART UN COR 


La relation = — / devient d’ailleurs 71 — /,. L’équation est donc 
150 dh dh # 
bien sous forme canonique. 

À partür de s;, les coefficients de l’adjointe ne reproduisent plus 


ceux de la proposée. Mais, pour le troisième et le quatrième ordre, 
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on a ce résultat très simple : Si dans les relations entre | CINE HT 
on change le signe de l, on définit une classe d'équations qui 
sont, les adjointes des équations contenues dans la classe pro- 
posée. | 

Pour le troisième ordre, notamment, ce résultat est entièrement 
concordant avec celui- ci, qui appartient à la théorie des invariants 
dit érentiels : Dans une équation différentielle invartante du 
huitième ordre, il suffit de changer le signe de T pour obtenir 
l'équation corrélative (\). 

Il y à des cas particulièrement remarquables où les deux classes 
adjointes coïncident; c’est ce qui a lieu si les relations entre , {, 5; 
ne changent pas par le changement de / en — /. Comme exemple 
curieux, je citerai l'équation du troisième ordre définie par la rela- 


tion 
hs—Al+B, 


où À, B sont des constantes données. J’étudierai bientôt cet exemple, 
et Je montrerai que l'intégration peut s'effectuer par les fonctions 


Er 2 
elliptiques toutes les fois que A à la forme 27, n étant un nombre 


entier, et B étant d'ailleurs quelconque. 

Des propriétés analogues cent lieu pour les équations qui ne sont 
pas susceptibles de la forme canonique générale, mais d’une forme 
canonique exceptionnelle. Prenons, par exemple, la forme canonique 
exceptionnelle des équations du quatrième ordre CP: 116) : 





dy dy. dH dy NA NE 
dat | der ? dx dx -(1+3 de | 25 = . > " 


L'adjointe est 


di. d? dH CEE £ 
Lena rlre)+ (+3 ; + Sm)y=e 








dx dx? 


Mais on a 
d dj di dy dH dy 

UNE bLT)- HE ln de) 

D'où l’on voit que, dans le cas de la forme canonique exceptionnelle, 
chaque équation du quatrième ordre appartient à la même classe que 
son adjointe. 





°. (1) Thèse, p. 57. [Œuvres d'Halphen, t; IT, p. 250: 


RE 27 GE Ps \LAP EE" 
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20. Au moyen d’une équation canonique, on peut étudier les 
points critiques par le seul examen des invariants. Il n’est besoin 
pour cela d'aucun principe nouveau. Je veux seulement mettre ici 
en évidence quelques résultats généraux, dont l’usage se reproduira 
plusieurs fois dans les applications. qui suivront, 


Je suppose qu'il s'agisse d’une équation linéaire telle que les 
rapports des intégrales, envisagés comme fonctions d’une certaine 


variable à, n'aient que des points critiques algébriques, et que 


les invariants absolus h*, 1, hs,, ... soient des fonctions uniformes 
de a. | 


. On a va (p. 131) que la transformée de l’équation canonique, 
transformée obtenue en prenant « pour variable, a pour coefficients 
des fonctions uniformes de 4. Soit 


di y , dy gt 1, di 
CUT ent Cr Me ces aare 


Hot Psy ='0 

celte équation. Suivant l'hypothèse que les rapports des intégrales, 
considérés comme des fonctions de x, n’ont que des points critiques 
algébriques, pour chaque point singulier de (A) les intégrales 
appartiennent toutes à des exposants commensurables. Effective- 
meut, leurs rapports appartiennent à des exposants commensurables, 
en sorte qu'on peut écrire pour ces intégrales 


Ji UZ:, J2—= U 32, J3—= UZ33, cs 


_ 


245 Z23 23, ... étant des fonctions de 4 appartenant à des exposants 
commensurables. D'ailleurs 7,, y2, ... sont les intégrales de l’équa- 
tion canonique, qui est privée du second terme. On a donc 


EL Ve (SDATE= 
(P1Y2Y3-.. 7" )x = Const. 


. Par suite, 
qiq—1) 
- { da 2 
7 (225 250 LR NE ee = const. 
GNT ed. q Faiens 
D'autre part, on a 
. LEONE 
dr Te Aa 


Il résulte donc des hypothèses que le facteur uw appartient à un 
exposant commensurable. l'en est donc de même des intégrales y. 












Sr EN pit 2 5 - ce GE AE CE RER 
à SD LEre Le AN ; 
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En conséquence, si 4 — a est un point singulier de l’équation (A), 
nécessairement (p. 32) chaque coefficient P, est, pour a=a, 
infini au plus de l’ordre m, égal à son indice, ou, en d’autres 
termes, appartient à un exposant égal ou supérieur à — m relative- 


CAE appartient à un exposant éval 
da’ ÊE : D 


ou supérieur à (n + m). Ce nombre (n + m) est celui que, dans 


ment à (x— a). Par suite aussi, 


la composition des invariants, on doit envisager comme le poids 
dnP 
de m 
da 
quant au poids. 





et l’on à vu (p. 107) que tout invariant est homogène 


Donc, dans l'hypothèse où nous sommes placés, c’est-à-dire sc 
les rapports des intégrales envisagés comme des fonctions de à 
n'ont que des points critiques algébriques, chaque invartiant 
entier et de poids m appartient à un exposant égal ou supérieur 
à — m, en chacun de ces points critiques. 

Ainsi, l'invariant V appartient au moins à l’exposant —3; le 
numérateur À de À appartient au moins à l’exposant —8; etc. 


21. Supposons que, relativement à (« — a), V appartienne eflec- 
tivement à l’exposant — 3. Il résulte immédiatement de ces hypo- 
thèses que chacun des invariants absolus qui sont les coefficients de 
l'équation canonique a, pour 4 = a, une limite finie ou nulle. Car 
un quelconque de ces invariants absolus a la forme (p. 114) 


Un 





Sn —= 


dans laquelle tn est un invariant entier du poids 4m, appartenant 
done au moins à l’exposant — 4m, tandis que le dénominateur 
appartient à l’exposant — 4 m. Doncs, appartient au moins à l’expo- 
sant zéro. Cect s'applique à l’invariant À envisagé comme étant 52. 
Quant à /, qui est la dérivée de A par rapport à la variable cano- 
nique z,ila pour limite zéro. Car on a 


1 L 
dx _ Vi, FES dh _dh = 
da dx da vf 
f . dh 
et le facteur appartient à l’exposant +1, tandis que Ta aPpar- 


1 
V5 
tient à un exposant nul ou positif, 


PAS AR 2 TRS NE Te 
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Désignons par H, S;, S:,... les limites de A, 5,,5:,.:.poura— a, 
limites qui sont finies ou nulles. Avec ces quantités, 11 est aisé d’ob- 
so l'équation déterminante relative au point singulier «à = à, Le 

l'équation (A). 


Soit, conformément à l’ hypothèse, 


SET 
Lie (a— a}? 


CAP 


w étant un développement suivant les puissances croissantes et 
entières de (a — a), et commencant par l’unité 


p—I+Ai(a—a)+As(a—a) +... 
J'en déduis pour la variable canonique 


dx Note Fe Ÿ, 


da AE NCE 





Y étant un développement analogue à ©; puis en intégrant, 


a? = log(a — a) +06, 


$.étant encore un développement analogue à ®. Posons 


alors 6 est une variable qui a pour limite zéro avec (a — a), et dont 
le développement a encore la forme 


sean a) Rime Re 


Supposons qu’une intégrale de lé équation (A) Mis relati- 
vement à (o Des a), a exposants, el soit ainsi 


(27) y =(a—aÿli+Mi(a—a)+Mi(a— a +...], 
on pourra aussi la développer ainsi 


(28) y =Es[i+ NE+ NE +... I 


L’équâtion déterminante s'obtient (p. 32) en substituant dans (A), 
à la.place de y; le premier terme du développement (25) et égalant 
à zéro le coefficient de (a — a)79 dans le résultat de la substitution. 
Si l’on transformait (A) en prenant £ ‘pour variablé, on obtiendrait 
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cette même équation par la même opération faite sur cette trans- 
formée au moyen du développement (28). Or cette transformée 


provient de l'équation canonique à variable x, par le changement de 
œ 


variable £ — et. On a 
PEER ; 
LE Prin er es 
dx" > Ex dx”? ( $ q 


L'équation canonique étant 


dy gg 1 À di ?y : q(q—1)(g —2)1 dis 
dat 152 3 dæ72 He 14220 SE dx1-3 
METRE AT Bean ri 
FeD:9 dx1-* 


et les coefficients , L, s,, ... ayant les limites H,0,S,,...pour6 —o, 
Je peux conclure que l’équation déterminante cherchée est 


(29) | (2)"-+ HIS (2) AR DOG DU 2) ie 


1,2 3 


He 2 EM t + 
PT a de 
2 OT 


Telle est l’équation déterminante relative à un point singulier 
en lequel l'invariant V est infini du troisième ordre. 

L’équation (29) ne saurait avoir toutes ses racines réelles si H est 
nul. Donc, sc le point singulier est algébrique pour les rapports 
des intégrales, l’invariant absolu h à nécessairement une limite 
finie, différente de zéro. 


22. Supposons maintenant que, pour « — a, V soit infini d'ordre 
moindre que 3, ou même fini ou nul, en sorte que V se développe 
ainsi | 

V=pè(a— a)-3+À[1+ Aa — a) + Ao(a— a) +...], 


À étant un nombre positif, Ce n’est pas un nombre commensurable 
quelconque, mais un nombre entier, d’après l’hypothèse que les 
coefficients de l'équation (A) sont des fonctions uniformes de «. 
Ainsi À est un entier au moins égal à + 1. On a maintenant 


= V = pa a) [it Bi(a— a) + Bs(a— a) +...]. 
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Et, en supposant x s’évanouissant avec (4 — «), 


À 


= SE Ça af Ci(a— a)+ Cia — a)? +...) 


T 


De là je tire le développement de (4— a) suivant les puissances 
3 


entières et croissantes de .r’ : 
À 8 6 
a— «a = ( x) 6 + Kirh+ Kork+.. He 


En substituant ce développement dans les expressions de h, l, 51 ... 
supposées données en fonctions de «, on aura les développements 
des coefficients de l'équation canonique suivant les puissances CroiIs- 
santes de x. De là je tire cette première conséquence : 

Si À —1,et que , l, s,, ... ne soient pas infinis pour « — à, le 
point x — 0 n'est pas singulier pour l'équation canonique; par con- 
séquent, les intégrales appartiennent, relativement à æ, aux expo- 


sants 0, 1, 2, 9, ..., g, et relativement à (x — a), aux exposants 0, 
L' 


ED 9 10e ep) era 


223 3 | 

S1 À diffère de l’unité, on ne peut plus tirer pareille conséquence, 
même si h,{,5$,, ... restent finis. Car les coefficients de l'équation 
canonique restent finis, il est vrai, mais ne sont pas des fonctions 
uniformes de +, leurs développements contenant des puissances frac- 
tionnaires. Toutefois, dans des cas spéciaux, comme, par exemple, si 
À=3 et que À, xs:,ss, #57, 88, * 810, ... restent fines et différents 
de zéro, on peut encore appliquer la conclusion précédente. C’est 
notamment Ce qui arrive pour une valeur arbitraire à = à. 

Il y a cependant des conséquences à tirer de cette étude pour le 
Cas que nous examinons en Ce moment. Suivant l' hypothèse, il est 
nécessaire que le coefficient Sn de l'équation canonique ne soit pas 
infini d'ordre supérieur à m relativement à +; et ceci s'appliquant 
à À envisagé comme s,, j'en conclus que, relativement à («a — a), 


À 
hk appartient au moins à |’ SR al — et Sh au moins à É expo- 
sant — Le Quant à /, on a 
/ Ah dh "1 
dx da 1 
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; Me, 2 À rss 
Comme appartient au moins à l’exposant — “=, et V à l’exposant 
PP P 


3 
: SR 2 À HE 
(À — 3), l'appartient au moins à l’exposant — RU MR A 


ae 
ce qui est bien la Condition requise. 

Si de là nous passons aux numérateurs de invariants absolus 
tels que s», nous voyons que {,, appartient au moins à l’expo- 
ar RAR 4m(À—3) 

à 3 
moins à l’exposant 2(X — 4). 


ou m(À— 4), et le numérateur A de h au 


2 À 
Désignons par 5 la limite de (x — a)° h, limite qui est finie ou 
m À 
nulle, et de même par 8, la limite de (a — a) * sm, limite qui est 
l'E 
J 


Sprts ‘ . 2 . 
encore finie ou nulle. La limite de (a — a) l'est — EE us? si l’on 


introduit æ au lieu de (4 — a), on a, suivant les puissances crois- 


3H\?5 
ES) pee AE ARLES 
3m\25 
4(£) RE D 
SUV S 
nr — () an HR 


et les coefficients 5, 8», ... sont finis ou nuls. Pour avoir l’équa- 


santes de x, 





Il 


tion déterminante, raisonnons comme dans le cas précédent, en disant 
que, si une intégrale se développe ainsi 
(30) Yÿ=(a—-a)}{[i+Mi(a—a)+M;(a— a) +...], 


on pourra aussi la développer suivant les puissances croissantes 
de x. Son premier terme sera du degré 


et r sera donné par l'équation 
tr(r—i)(r—1)...(r—g +1) 


NAN AN NTI 
& à (5) rc 1)...(r—g+3) 


CARE PAU EEE ANSE 
(31) { 15923 À 


— 1) —92)( 7 3 14\ #4 = 3 L 
te) Sartr—1)..(r—g+5) + (À) 8q= 0; 


2 . 
M5rGr—1)..0r—g +4) 


ŒUVRES D'HALPHEN, TOME III 10 





cel CD OP RP DR OP CES | 
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C’est ainsi qu'on obtient les exposants s auxquels les inté- 
grales appartiennent relativement à (a — a), quand pour a = a 
V, est infiniment grand d'ordre 3 — }, moindre que 3, ou bien 
est fini ou nul (pour ÀZ3). 

Il y a lieu de faire quelques observations à ce sujet pour les deux 
cas particuliers qg = 3, q = 4, sur Anse porteront les applications 
ultérieures. 


Cas des équations du troisième ordre, qg =3. — L’équa- 
tion (31) devient 


r(r—i1)(r —2)+ (5) 81 = 0; 


et ses racines donnent pour s les valeurs suivantes : 


À À À SUR 
na = = Ts a — , = —— — 2 
s ; ( n), SDS $ zsU+n), n /: Res 


Elles sont en progression arithmétique, ce qui peut avoir lieu 
dans le cas À — 0, traité dans le numéro précédent; cette propriété 
se conserve si l’on change s en s + X, Æ étant arbitraire, par suite, si 
l’on multiplie les intégrales par une même fonction. 

Ainsi, dans le cas des équations du troisième ordre, les coeffi- 
cients étant des fonctions uniformes de 4, si les intégrales appar- 
tiennent à des exposants qui ne soient pas en progression arithmé- 
tique, on peut affirmer que V, est infini d'ordre égal à 3; si, au 
contraire, les exposants sont en progression arithmétique, on peut 
affirmer que V, est infini d'ordre moindre que 5. 


Cas des équations du quatrième ordre, qg = 4. — Ici l’équa- 
tion devient 


rer a)(r— 3) +2 (SE) Or(r—1) —4 (Æ) Dr + (SE) s=0 
ou encore | 


| 3 u\? 3u\ 
re 3) {ru —+2(E) 5|+(%) 94, = 0, 


équation qui devient bicarrée s1 l’on pose 


et se change en 


LE CR 
€ 
12 
NS Le) 
NET 
Ps: 
< 
LI 
| 
NE 
re] 
RTS 
2e 
1e 
Re 
LA 
yo 
(em | 
CPR: 
C9 
"Le 
SN Er 
= 
A 
+ 
[l 
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‘en sorte que les racines de cette dernière étant — y5, —v;, +1, +vo, 
supposées rangées dans l’ordre croissant, les racines s sont 


” A ART AU (= ee x (= AA 
D le au Ë (ete), ST AS 


Si, pour chaque cas, on écrit ainsi les quatre racines 
Sy, SHC SHCHY, S+C+Y+c", 
où €, y, c’ sont des nombres positifs, on a, dans le cas actuel : 


Voev1 
+ D 


3 


Ainsi, dans le cas où V n'est pas infiniment grand du troisième 
ordre, les deux nombres c, c' sont égaux. En d’autres termes, 
la somme de deux exposants est égale à la somme des deux 
autres. 


23. La discussion que je viens de faire permet, dans certains cas, 
de prévoir assez facilement la forme des invariants, sans calcul, pour 
une équation dont les intégrales sont connues et, par conséquent, | 
de construire l'équation au moyen de ses intégrales. 

J'aurai surtout à faire usage de telles considérations pour les 
équations qui s’intègrent par des fonctions rationnelles, et je vais 
immédiatement tirer de la discussion précédente quelques consé- 
quences pour ce cas spécial. 

Soient 31, 32 33, -.., £g des polynomes entiers, et du degré d, 
d’une variable n. Afin d’écarter toute discussion relativement aux 
circonstances qui pourraient s'offrir pour n infiniment grand, je 
donne aux polynomes 3 l’origine suivante. Dans des polynomes 
donnés 61, Go, ..., CG, d’une variable n/, et dont un au moins est du 
degré d, je substitue au lieu de n’ 

NI ELITEr 
ne D —+ fl: : 


4, &, N, R, élant des constantes arbitraires, qu'on peut laisser 
lhittérales. Je prends maintenant pour z,, %:, ..., z4 les poly- 
nomes C4, CG, -.., Cy ainsi transformés et préalablement muhipliés 


: : EE (2 22 
par (ain + ni)4. Relativement au binome arbitraire (n — —) » les 
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Fi 


combinaisons linéaires des polynomes € appartenaient aux expo- 
SANS OI, Ds 64100 D. 
Donc, relativement à _ les combinaisons linéaires des polynomes z 
l 
appartiennent aux exposants 


—d, —d+1, —d+2 ..., —d+(g—x1). 


Il est d’ailleurs entendu que les polynomes z n'ont aucun facteur 
qui leur soit commun à tous. 

Ceci entendu, je forme une équation (A) linéaire et d’ordre g, 
ayant 31, So, ..., &/ pour intégrales, et n pour variable. Relative- 
ment à tout binome (n—#,), un des polynomes 3 appartüent à 
l’exposant zéro. Il n’y a donc de point singulier n — n, pour l’équa- 
ion (À) que si, relativement à (r — #9), les polynomes z, ou plutôt 
leurs combinaisons linéaires, appartiennent à des exposants diffé- 
renisdéo;u, 2.29 010 “Æetremoutre le ponte inenhentece 

Pour n = , il est facile de déterminer d’une manière sûre l’expo- 
sant auquel appartient chaque invarlant. Effectivement, un invariant 
donné JÉCIPRUS, calculé dans une équation dont €;, 2. ::.Séraient: 
les intégrales et n! la variable, a une valeur finie, différente de zéro, 
pour n! égale à l'arbitraire _ On’est passé de Ci, . Mae 
en multipliant les intégrales par un facteur, et en’ changeant la 
variable. Soit m le poids de l’invariant. Ce changement a eu simple- 


ment pour elfet de muluplier l’invariant par (TE) . 10%), c'esl- 
(an; — ain)" | 
(dia ue 
quelconque (choisi indépendamment des arbitraires &, &;, n, nr) 
esl infiniment petit d'ordre 2m, CA m est son poids. 


à-dire par + D'où résulte que, pour n — ©, un invartant 


Considérons maintenant un binome (n — n,) relativement auquel 
les intégrales de (A) appartiennent à des exposants différents de 
0,1, 2, ..., (g — 1). La discussion précédente montre que chaque 
invariant du poids »m devient infini au plus d'ordre m pour n =. 
C’est d’ailleurs une fraction rationnelle. Son dénominateur contient 


(1) Dès que les combinaisons des 3 appartiennent aux exposants 0, 1, 2, ..., 
(qg — 1), tous les coefficients de (A) restent finis. En effet, ces coefficients ne con- 
tiennent en dénominateur que le déterminant (2,2, 2%... 20); lequel ne devient 
nul que si les exposants ne sont pas 0, 1, 2, ..., (q —1). 





7 PE Fu CE, CR, ix . LU RS ah 4 + 2 . * HR LOCANTTE | nb EC 
— Cd aù Te us D Es her D AR it does 2 \ à Sa : Din | We NE 
: L 
x: 
“À 
4 ; 
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ainsi les seuls facteurs (n —n,), chacun au plus avec l’exposant m. 


En outre, dans certains cas, comme on l’a vu au n° 22, on peut 
reconnaitre & priori que cet exposant est moindre que m. 

On a donc là, au sujet de chaque invariant, par la connaissance 
des racines de son dénominateur et de la différence des degrés de 
son numérateur et de son dénominateur, des renseignements qui 
permettent dans les applications de prévoir sans calcul la forme de 
cet invariant. C’est ce qui deviendra clair par les exemples. 

Au sujet des binomes (n —n,) eux-mêmes, on possède aussi un 
renseignement «a priori concernant leur nombre, chacun d’eux étant 
compté avec un certain ordre de multiplicité. Si, en effet, on envi- 
sage le déterminant 


on reconnait sans peine qu'il ne devient nul que si, pour n =», les 
combinaisons des z cessent d’appartenir aux exposants 0,1,...,(q—1). 
SEo,a,f,...sont les exposants auxquels ces combinaisons appar- 
tiennent, ns est racine multiple d'ordre 


je+s+...— 142] 


F4 


du polynome entier U. 

D'autre part, ce polynome U est du degré q(d— q +1). Ge 
nombre indique le nombre des racines n,, chacune d'elles étant 
affectée de l’ordre de multipheité qui lui est propre. 

Des considérations de même nature s'appliquent aussi aux inva- 
riants des équations à coefficients doublement périodiques, dont on 
donne les intégrales. Mais je n’ai pas besoin d’y insister pour le 
moment; ] y reviendrai lors des applications. 


24. En dernier lieu, je terminerai ce chapitre par deux applica- 
tions relatives à l'étude des points critiques au moyen des invariants. 
Ces deux applications trouveront leur emploi dans la suite de ce 
mémoire. Elles concernent, l’une le troisième ordre, l’autre le qua- 
trième ordre, et présentent une grande analogie entre elles. : 


Application concernant les équations du troisième ordre. — 
On donne les invariants h?, l'en fonction d’une variable x, de 
telle sorte que, dans une certaine étendue, ces invartiants soient 
développables suivant les puissances entières et croissantes de « 


2 
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sous la forme 
RBi= ra-t(i+3Ra+ Ria+...), 


l=— qu ?(1+ Qa+Qia+...). 


On propose de chercher les conditions pour que, relativement à «a, 


les intégrales appartiennent à des exposants de la forme s, 
a AH A ; : RE 
en Leur les lettres a, a représentent des entiers positifs, 


choisis de telle sorte que, des trois différences de ces exposants, 
une seule soit entière, et que cette différence soit l'unité. 
En prenant & pour variable, on a, pour l’invariant relatif V, 


1 ; 
4 ROMA 
(32) == Tatfie (on Q)e+..| 


En ce qui concerne l’équation déterminante, on est ici placé dans 


un des cas envisagés au n° 22 (p. 143). Les constantes u, À, 5: 
sont Ici 





| 2 DURS 
1239 Sein) 3? ;U +) 
avec 

nimes 


Supposons _ choisi de telle sorte que les trois racines (33) satis- 
fassent aux conditions données. 

On ne peut pas en conclure que les intégrales appartiennent 
effectivement à des exposants respectivement égaux à ces racines, 
puisque, suivant l'hypothèse, 1l y a une couple de racines, el une 
seule, ayant une différence entière, égale à l'unité. IL faut donc satis- 
faire à une condition subsidiaire. - 


Envisageons les deux intégrales correspondantes qui, relativement 
3 
à «, doivent appartenir aux exposants s, s +1. Relativement à x?, 


elles appartiennent aux exposants $, $ + 1. 


On pourra, au moyen de la seconde, mettre la première sous la 
forme k 


3 9 
= ss 
V= (, * an Mere) 





ee 
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avec une lacune au second terme. La condition subsidiaire s’obtient 
us 

(voir chap. [, p. 29) si l’on substitue à y, x? , qu’on ordonne le 

résultat de la substitution dans l'équation canonique suivant les 

+ 

puissances croissantes de æ° , et qu'on égale à zéro le coefficient du 
3,5 

second terme, C'est-à-dire du terme en x? ?, le premier terme 

3 

en 2° 


S—8 


ayant déjà son coefficient nul, puisque s est racine de 
l'équation déterminante. Prenons donc l'équation canonique. 


2 
d'y , dy «ei }r=o 


dæx3 SPA C Tes 


L'invariant À a la forme 





A B 
h == = —+- rt +... 

T : FE 

x? 
et, par suite, ; 
2 À B 
l = —— para F4 ai De ml ., 

2T? 


en sorte que le coefficient du second terme est 


2B(3s 2 =) : 

2 y} 

{ , * ; e : T 
En conséquence, il faut et il suffit que la racine s soit s — si Il 


faut donc: faire 


Ainsi la solution de la question posée est celle-ci : La condition 


cherchée est = — 2, moyennant laquelle les intégrales appar- 
2 Esat 6? #4 d CE PP 


Er 2 . . 

6” 3? Z. Ceci constitue pour les rapports des 

intégrales un point critique du second ordre; car les rapports des 
ï: 


RE Me 
intégrales sont des fonctions uniformes de æ?, 


tiennent aux exposants 
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25. Application concernant les équations du quatrième ordre. 
— On donne les invariants hk?, l, sŸ sous la forme 


Ri= ra-t(i1+3 Ra+ Ria?+...), 
l=—qua?(i+ Qa—+ Qia+...), 
sÿ = nr?a 8(1+3Ma+M;a+...). 


On demande les conditions pour que, relativement à à, les inté- 
grales appartiennent à des exposants dont les différences sortent 
toutes des fractions à dénominateur 2, ou bien égales à l’unité. 

L'équation déterminante est ici encore celle de la page 146; les 
constantes sont 


1 
Tr 1 2 
u=iT. =, Pere DENT 
ë : . e ; . 
Ainsi que Je l al montre, les racines $s sont 
2 1) 2, 2 
AS A AE Her LR SNtS Fit 0 


Vo 1 étant les racines de l’équation bicarrée, qui est ici 


9 I ) 16nr? 
34 (TES ER EEE + = 
fe CIE 7 


Examinons maintenant la condition subsidiaire qui doit être satis- 
faite relativement aux racines ayant pour différence l'unité, afin que 
Les intégrales appartiennent aux exposants correspondants. Cette 
condition s'obtient facilement s1 l’on raisonne comme dans le cas 

litior 
qui précède. Les seconds termes des développements de k, 4, s, 
interviennent. Posant, pour abréger lécriture, 

















» 4 
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De là 
1 3 
2: à 2(3R—2€Q 
= FSC RTE) RER ER 
dh | : I 3R—2Q 
migrer...) RE arr di 


Mode = (R—4Q)+M. 


Pour avoir la condition subsidiaire e, il faut substituer 


dans l'équation canonique - 





dy dy : dy é 
EE ah Ut I a +S,Y = 0, 


3 


ordonner le résultat suivant les puissances croissantes de zx*, et 
3 6) 
‘ = : 
égaler à zéro le coefficient du second terme, en x* ?; le coefficient 
S Ss—4 LR « 2 JP £ 
du premier terme en x? est déjà nul, si s est racine de l'équation 


déterminante. Ayant posé comme précédemment 


EE 
S—=I+ —y, 
3 


. I : . . ste 
en tenant compte de la relation = - 4, on obtient ainsi la condition 
: 4 


cherchée sous la forme 


en) 
(35) : "Ov+3)+4 2 ZT —o. 


La solution va résulter maintenant de l’examen des deux équa- 
tions (34), (35). Soit y, la racine de (34), en valeur shsoime la plus 
grande, et y, l’autre racine. Faisons 


3 3 
Vo= —a V——a 
D 0) 1 2 1) 
et, par ordre de grandeur, 
$o=1— Go, S$\—=1— 1, S2=1+ &:, S3 = 1+ G. 


Les différences sont 
: Si — S0o = S3— Sa = do — Ai, 


S9 — S4—= S3— Sy — do + 1; 
* S3 So —= 245, 


Sy — Si — 21. 


Les conditions du problème exigent que ces différences soient ou 


154 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. ë 


l'unité, ou des fractions ayant 2 pour dénominateur; en outre, &, et&, 
doivent être des nombres différents; sans quoi léquation détermi- 
nante aurail des racines égales, ce qui rendrait le point critique de 
nature transcendante. 11 est impossible que (a, — a,) et (as + @i) 


; À É I I 
soient toutes deux fractionnaires de la forme = k, - k', k.et k! étant 


impairs. Car alors les deux dernières différences 244, 24, seraient 
entières, inégales; elles ne pourraient donc être toutes deux égales 
à l'unité. D'ailleurs, (as — a,;) et (as + a;) sont deux nombres 
essentiellement inégaux. 

On doit supposer donc l’un des deux nombres (a, — a; ), (45 + &1) 
égal à l'unité. 

1° 4 +d4i—=1: Ce nombre (a, + ai) étant la différence 52 — 55, 
ainsi que la différence s3 —s,, la condition subsidiaire doit être 
satisfaite à la fois par s, et par s,. L’équation (35) doit donc avoir 
pour racines 


— (So —1 — (Sÿ—1 ou — — a — —a 
EVE ( T1) 5 do 5 4 
£ 9 A f A 3 ’ L) 
dont la somme est, suivant l'hypothèse, égale à — = nombre préci- 


sément égal à la somme des racines de l’équation (35). 

D'autre part, les différences 24 et 24, devant seulement avoir 
pour dénominateur 2, et &, &1, être inégales, 1l en résulte que ceci 
conduit à une solution unique 


qui est effectivement possible et entraîne eutre les données trois 
équations de condition, que j'écrirai tout à l’heure. 


2° -@&o — à, = 1. L’équation (35) doit avoir pour racines 


3 s 3 
_ => _ _. oo) — —4a et +—-a;, 
; Co 1), ; (2 1) u = 0 RM 


. 3 La A 
dont la somme est bien — + suivant l'hypothèse. 


Soit alors b un entier quelconque, la solution sera 


20° +3 À 20 —1 
dj re LEE mu? 
4 A 
qui fournit les racines 
20 —1 : 20 —5 ; 20 +3 ; 20 +7 
SD RE TET pere DR NE rc Dee ) NE à 
| 4 4 4 LT 
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impose à (35) la condition d’avoir les racines 


3 Re 3 
st Tri) et g (20 —1), 
et à (34) les racines 


+Ÿ (2843), + —<(2b — 1). 


œ| Go 


Les coefficients des équations (34), (35) sont ainsi pleinement 
déterminés. ; 

_ On peut remarquer que, dans l'expression finale de ces. condi- 
tions, les signes (supposés + dans notre analyse) de @s, à, doivent 
disparaître, et les mêmes équations expriment Îles conditions pour 
le cas 4 + a, —1,etle cas a; — a; = 1. Il suffit de donner à b la 
valeur zéro pour faire rentrer le premier cas dans le second. 

Le calcul fait, voici le résultat final : 


En désignant par b un entier quelconque, on a pour les condi- 
tions cherchées 


LE 44 —9(28 +1) 
q° 5 
(86)4 ,,- 84(28—0(28—5)(28+38)(2b+7), 
[9(26+1i}— 417 
9(2b—5)(2b+7)(2R—8Q +5M)=4[9(20+1)—41](3R—20) 


Moyennant ces conditions, les intégrales appartiennent, relati- 
pement à à, Aux exposants 


20 —1 20 — 5 20 +3 20 +7 
+.  —— ; 


PRE TO CET CL TPE Et | ME TT T0 2) 
4 À 4 
ce qui constitue un point critique du second ordre pour les 
rapports des intégrales. ue 
Comme cas particulier, st l’on a (ce cas répond à a; + a; =1) 
b — 0, d’où résulte 


le se 


35 é 2 
TR LES SDRSMOPEMOM Se, 





les intégrales appartiennent aux exposants 


SR RUE 
ELA 4 


Â 


EN 
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CHAPITRE IV. 


ù ; À 1 — 7 ’ 
Applications. — Intégration de l’équation A = AP + B, quand A — » À étant 





un entier non divisible par 3. — Cas où B—o, intégration par les fonc- 

tions exponentielles et entières. — Intégration de l'équation binome y" = æy, 

quand p = —3 (: — He n étant un entier non divisible par 3. — Cas général 
n / 

où BZo : intégration par les fonctions elliptiques. — Procédé général. — 


Exemples n — 2 et n = 4. 


I. Je m’occuperai, dans ce chapitre, de l'intégration, Pour un 
certain nombre de cas, des équations linéaires du troisième ordre 


contenues dans la classe définie par cette relation 
s 


(1) hR= A+ B, 


entre les invariants k, {. D’après la proposition de la page 130, il 
existe dans cette classe des équations à coefficients rationnels. Je 
vais étudier les points critiques suivant les procédés expliqués à la 
fin du chapitre précédent. - 

Au lieu de (1), j'écris les deux équations suivantes : | 


R3= ra(x—1), 


+ : | = qg(aa 0); 


les constantes r, g sont liées à A, B, comme il suit : 


r I 


(3) S PNR B=—-7r 


Des formules (2) je re l’invariant V, relatif à la variable « 


Pour à — 0, et pour a = 1, V est infiniment grand, du second ordre 
< 

seulement, et À a pour limite zéro. C’est un cas examiné précédem- 

ment (p. 144); les intégrales de l’équation canonique appar- 
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tiennent aux exposants 0, relativement à x, aussi bien que 


) 


I ND 


; 1 
) 
relativement à (a — 1). 

Il ne reste qu'à envisager le point singulier 4 — æ. Chaugeant la 
variable en posant 


el 
Ti 

[ 

< 
Rae 

| 

Il 

| 

| 


et l’on voit que Va est infiniment grand du second ordre. C’est 1c1 
un exemple du cas général traité précédemment (p. 145). Les cons- 
tantes sont actuellement 


À 
3 


1 
Due DS Se è 


— 


L'équauon déterminante a les racines 


l 
S—=.-(1—n) 


23 un sU+n), 


3 


; : : 12 NS : on n 
n étant égal à / — — Les différences des racines sont ete 2e 
q 


Toutes les fois qu'on donnera à n une valeur commensurable, telle 
2n . Ê : : : : FE 
que —- soit fractionnaire, le point singulier & — æ sera critique, de 


nature algébrique. Nous avons déjà, relativement à &, deux points 
critiques 0, 1, du troisième ordre. Faisons en sorte que le point à — 
soit aussi du troisième ordre, et alors, suivant la proposition XV, 
nous pourrons obtenir une transformée à coefficients doublement 
périodiques et à intégrale générale uniforme. 

Le point singulier & — sera critique du troisième ordre si nr est 
un entier premier à 3. 

La variable de transformation pour ce cas de trois points critiques 
du troisième ordre a déjà été employée précédemment (p. 76). On 
pose 

24—1—p(u), 


après avoir choisi la fonction elliptique plu), pour laquelle g,: = 0, 





# 
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£3s — — 1, en sorte que 
p?(u)=4p(u) +1. 
On a alors 

a(x —1) = pi(u). 


De ces relations Je conclus 


2 
2 = p(u) = 6 pt(u) = 6(a3— a). 


J'en conclus l’invariant V,, relatif à la variable u, 


et puisque V, est une constante, la variable w ne diffère que par le 
> 1 


facteur à de la variable canonique x, relativement à laquelle V, est 


— 


l'unité. Nous avons donc la transformée à variable w, en transcri- 
vant l'équation canonique à peine modifiée. 
Voici cette transformée : 








. di y dy I : : # 
(4) ns (Cu) UE )p(u)—m]y = 0, 
où j'ai posé 

ni 1— —, PRE ME 
q° q3 


Je répète que la Jonction plu) est définie comme etant ce cas 
ant de la fonction générale (Ge répondant à 9: —0, 


= — “ie s 
PAST 
=} Vistr ie 

Nous avons reconnu tout à l'heure que l'intégrale générale 
de (4) est uniforme toutes les fois que n est un nombre entier 
premier avec 3. | 

C’est au reste ce qui ce vérifie immédiatement sur la forme (4), 
grâce à l’observation faite plus haut (p. 33) au sujet des conditions 
subsidiaires qui disparaissent quand Îles coefficients développés 
présentent des lacunes. Car, dans le cas particulier g, — 0 où nous 
nous trouvons 101 placés, u? pu) et u p'(u) se développent suivant 


les puissances entières de uf (voir p. 71). 
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2. Je m'occuperai plus loin de l'intégration effective. Mais je 
veux d’abord tirer une conséquence analogue à celle que j'a 
signalée à la fin du chapitre IF, au sujet de l'équation de Lamé, en 
faisant dégénérer la fonction ellipuique pu). 

A cet effet, je dois faire observer que l'hypothèse 23 — — 1 n’est 
ici nullement nécessaire. Je peux laisser 2, arbitraire, pourvu que g: 
soit nul, et l'intégrale générale de (4) reste uniforme dès que 7 est 
un entier premier à 3. Faisant maintenant g; — 0, J'en conclus que 
l'équation 
(5) re er 


dus u? du ui 


I 
Sn = m)y — © 
peut être intégrée, sous forme finite et explicite, par les poly- 
nomes entiers et l’exponentielle, quand n est un entier premier 
09: 
Ce résultat mérite d’être confirmé par une démonstration directe, 
que l’on peut faire au moyen d’un arüfice, comme il suit. 
Au lieu de (5), je prends l’équation plus générale 


3 à 
(6) WYy A dy (5 +im)y = 


dus u? du 


et Je change linconnue y en l’inconnue 3, définie par 
a b 
(7) Le A MA 


les dérivées par rapport à & étant dénotées par des accents. 
En faisant usage de (6), je ture de là 


Il 


Had b—a—a—AÀ , PURES 
For u? JA u3 a 7: 
Je poserai 


(8) 


s 


b— a — a? = À, 
b(a+2)=B, 
et J'ai alors simplement 


(a) RUE À m 
= % = — 
9 ; u CE 
puis successivement 
Dar ps Ce LE 
PL A EAN — 3 — — 
u TETE 2 J 
24 24 nTIL 
ut " TS St PE PL À 
Z VAE 0 ETS LS 3 x A 
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Portant ces valeurs de y, y', y" dans (7) j'ai la transformée 


(10) se (He T)sno, 


u? u3 2 


toute pareille à la proposée, sauf que les coefficients sont 


A1=2a + b— a?, 
Bi=a(b+2—a), 


relations qui, en vertu des équations (8), peuvent être écriles ainsi : 


A, = À +3a, 


(1 BB er 


et a est une racine de l’équation suivante, résultant de (8) : 
(12) a(a+i)(a+2)+A(a+2)—B—=o. 


On peut, dès à présent, observer que, si l’on suppose À — 0, 
B — 0, l'équation (12) a la racine a = — 1, qui donne À, —B, — — 5. 
Nous possédons ainsi l'intégrale de l’équation (5) pour le cas n — 2; 
car, pour le cas À — 0, B— 0, l'équation est à coefficients cons- 
tants, et s'intègre immédiatement. 

Supposons maintenant À — B — — 3, l'équation (12) a encôre la 
racine &a — —1; les équations (11) donnent, pour celte racine à, 
A, —=—06,B,; —o; si l’on fait maintenant À = — 6, B— 0, l’équa- 
tion (12) a la racine a = — 3, qui donne A; — B, — — 15. Ainsi, en 
partant du cas » — 2, et faisant deux transformations successives, 
nous obtenons l'intégrale de l’équation (5) pourle cas nr — 4. 

Je vais maintenant prouver que, par une série de transformations, 
on peut passer des cas précédents à tous ceux où À = B—1—n?, 
ñn étant un entier non divisible par 3. 

‘Faisons ÀA—B—;1—n?; l’équation (12) a la racine — 1, et 
l'emploi de cette racine donne 


Aj=—(n?+2), Bi, = n2— 4. 


Faisons maintenant À = — (n° +2), B=— n°? — 4; l'équation (11) 
a la racine a — — n, et l’emploi de cette racine donne 
A=—(n+3n+o), Di 0: 


Ainsi, par deux transformations, on passe du cas À — B—1— n? 
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au Cas 
A=—(n+i)(n +2), bo, 


Prenons enfin ce dernier cas; l'équation (12) a la racine 


| a=—(n+2), 
qui donne 
A1 = Bi=i1—-(n +3}. 


Donc, en résumé, par trois transformations successives, on passe 
du cas A—B—1— n?au cas A—B—1—(n+3). 

Comme on a déjà intégré l'équation pour ñn = et pour ñn — 2, son 
intégration en résulte pour » quelconque non divisible par 3. 

En outre, pour n —1, l'intégrale se composant des intégrales 
CRE 
(3) u 

2 


particulières y = e , on voit que, dans tous les cas, l'intégrale 


Va 
. ; (3m) u E. es 
se compose des-trois exponentielles e et de polynomes enliers 
I 
en 
U 


Voici les formules explicites auxquelles conduit cette analyse : 
Désignons par y, l'intégrale relative au cas A = B—1—n?, et 
faisons 


On a, pour le passage de y, à 13) 


n+3 , LCR NET (2n+3)(n+1) 
DRE où us NE FERRIERE 


(13) Yn+rs = PO Le 


u u? uè 5 


Cette formule (13) résout entièrement le problème. Car, en y fai- 
sant 2 — —1, on aura l'intégrale relative au cas nr — 2; et des deux 
CAS A —1, À — 2, On passera successivement à tous les autres. 

Voici les intégrales pour les deux premiers cas : 


LE. pi=eus(n— 2), 


U 


ce qui donne trois intégrales, à cause des trois déterminations de u, 


DU 10 4 10) 


TT pie ent (us — 





u? u3 


3. C’est en partant de la relation (1) entre les invariants h, [que 


ŒUVRES D'HALPHEN, TOME III 11 


ES NE Re TE et A le Ce lt nee à are à: 
r “ < “ ; ca ‘= dc AE Mr F = er) S % tr AS £ £ EN TG ARTE de v: ' 


* o = = 


+ 
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nous avons défini les équations dont nous nous occupons 1cr. Inver- 
sement, de l’équation (4) nous pouvons déduire la relation (1). Pour 
avoir à la fois la relation qui convient aussi au cas particulier (5), je 
suppose £a quelconque. 

Le calcul de À, l'est immédiat; car, si dans l’équation 


dy 2 dy T 2 ’ Les. 
Las + (1— nn pu) HART )p(u)—m]y =0, 





cos 


2 I ; ; : 
on change de variable en posant uw — (=) æ, cette équation devient 


2 
dy I \3 dy À à PEÈSE | QE 
a +u—n)(+) MAN Pa pts ES =) RE LA Y ==0. 


Cette dernière est sous forme canonique. On a donc 


Parrot 


ne pu) EN 
m? 2 


dE à PE 


pi(u), L= 


ge |i9 


m 


‘et comme p'?{u) = Ap°(u) — g3, il en résulte 
1— n°? (1— n°}3 
nn PA NE EEE A 


Ecrivant cette relation aimmsi 


NAT 
(14) hi —— P+B, 
â 

nous pouvons dire que les équations linéaires du troisième ordre 
appartenant à la classe définie par la relation (14) s’'intègrent 
toutes les fois que n est un entier non divisible par 3. L’inté- 
gration se fait au moyen des fonctions entières, exponentielles et 
elliptiques, quand B n’est pas nul; au moyen des fonctions entières 
et exponentielles seulement. quand B est nul. 

Ici se place une observation qui montre bien l’utilité de l’emploi 
des invartants. Envisageons l’équation 


diva 
des Eee 





Le calcul de ses invariants est extrêmement simple. On a d’abord 


V = o&r, 


D Te à 


el ensuite [p. 114, équation (15), q —3| 
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s 


A=4p(p + 6) E2(p—1), 


h3 — NT PUCDAR GENERALE 


He: eee (p+3) : 
d’où résulte la relation 
nn Dose OU 
(15) ; EE TT 


qui est un cas de la relation (14). 
De là cette conséquence du résultat précédent : l'équation 


É 3 z 
(16) PE = êr2 


s'intègre par les fonctions algébriques et exponentielles quand 
l’exposant p a la forme 


=) 


n étant un entier non divisible par 3, positif ou négatif. 
Il n’y a d’ailleurs aucun embarras pour trouver la substitution qui 
transforme l'équation (16) en équation (5). Nous avons : 


pour (16), ; 


\ E —= =) EP; 
pour (5), 
: NET 
D'ailleurs | 
du \3 
Donc 


hi : Pin 
sn == 3 — _ #2 — => Se 
dE ni) (à) 6 j É (2) me ; 


Si l’on prend pour point de départ l'équation (16), on peut choisir m 
arbitrairement; faisons, par exemple, m — 2, et nous avons 


: 1 
223 I 
GRR TCE 


Il faut aussi changer la fonction, en faisant y — t 4, t étant une fonc- 
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tion de £. Si l’où prend trois intégrales, on a, en envisageant les 
équations (16) et (5), , 


(Y1Y2 93 )u = Cconst., 
(31 2, 35 je — const. 





D'ailleurs 
! ! 1 dé 
(Y41FY2I3 lu = (313% 3 Jet? (ei 
Donc 
du 
== ee 
dE 
Donc, par la substitution, 
RE Te 
LE — — À : ÿ4 == Ë 3, 


l'équation (16) se change en l’équation (5) (avec m — 2). L'inté. 
gration effective de (16) pour les cas cités ci-dessus en résulte. 


4. Je reviens maintenant à l'équation (4) sous sa forme générale : 


d3 : d I ; 
UD) TE +G—n)pu) + SIG nt)plu)— my = 0, 





dans laquelle on suppose g: — 0, et J'en étudie les procédés d’inté- 
gration lorsque 7 est un entier non divisible par 3. L'intégrale géné- 
rale a le seul pôle “=0, et l’ordre de multiplicité de l'infini cor- 
respondant est (7 — 1). Effectivement, les intégrales appartiennent, 
relativement à w, aux exposants (1—n),1,(1+n). | 
Soit & une racine cubique de l’unité, le changement de &w en ww 
ne change pas l’équation. Car, dans le cas g: — 0, les relations 
d’homogénéité des fonctions c(u), plu), p'(u) donnent 


s(wu) = w o(u), 
p(wu) = w pu), 
plwuu)=p(u), 


sans changement de g3. Si donc f(u) est une intégrale, f(wu) | 
et f(w?u) sont aussi des intégrales. En outre, dans ce cas spé- 
cial g» — 0, w étant une période, ww et w?w sont aussi des périodes. 
Donc l’équation a trois intégrales doublement périodiques de pre- 
mière ou de deuxième espèce, puisqu'elle en a toujours une (théorème 
de M. Picard, p.62), à moins que cette intégrale ne reste inaltérée par 
lé changement de w en wu, ou ne se multiplie par un facteur w 
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ou w?. Or il est aisé de voir que cette dernière circonstance ne peut 
se produire pour aucune des deux formes des éléments simples des 
fonctions de deuxième espèce. Donc, ou bien il y a une intégrale 
doublement périodique de première espèce, ou bien trois‘intégrales 
de deuxième espèce, f(u), f(wu), f(w?u). 

Dans ce dernier cas, envisageons f(u)et f(wu) qui ont l'infini w — o 
multiple d'ordre (nr —1). D’après les exposants auxquels appar- 
tiennent les intégrales, une combinaison linéaire de f(u) et f(wu) 
appartient à l’exposant 1. Ceci exige que, dans le développement 
de f(u) suivant les puissances croissantes de w, les termes à expo- 
sants négatifs, y compris le terme à exposant zéro, n’existent que de 
trois en trois. Soit d(u) l'élément simple, on aura donc 


(18) fu) = Yr-2(u) + 0 Y-H(u) + ce Wr-H (ue) +... 


Moyennant cette forme de f(u), tous les termes disparaissent dans 
la combinaison f(u)— w?7tf(wu), y compris le terme d’exposant 
zéro, si n à la forme 3v +1; ce terme exclu, si » a la forme 3 y + 2. 
Ainsi, pour n — 3y +2, 1l faut encore que dans f(u) manque le 
terme d’exposant zéro. 

Cela fait, envisageons la combinaison 


fu) + w f(wu) + w?/f(w?u) 
pour le cas où 
n = 3v+1 


et la combinaison 
fu) + fluu)+f(wu) 
pour le cas où k 
M'Y EE). 


Ce sont ces combinaisons qui appartiennent à des exposants supé- 
rieurs à lPunité. D'après les conditions du problème, elles appar- 
tiennent à l’exposant (n +1). 

Dans le cas n — 3v<+-1, la combinaison envisagée ne contient 
que des termes en u?, uÿ,u$,... qui doivent disparaître Jusqu'à u%-{ 
inclusivement, ce qui fait y conditions. L'expression de f(w) contient 





seulement (y—1) coefficients. Pour que ces conditions soient 
remplies, les coefficients c;, C», ... seront déterminés entièrement, 
et il restera encore une relation entre les deux constantes de l’élé- 
ment simple. 


Dans le cas n — 3» + 2, la combinaison envisagée ne contient que 
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les termes en w#, uf, ... qui doivent disparaître jusqu’à w inclusi- 
vement, ce qui fait y conditions. L'expression de f(u) contient 
y coefficients ci, C2, ..., mais une condition est déjà imposée par 
l’absence du terme indépendant de w; le résultat est donc le même 
que dans l'autre cas. | ; 

En résumé, d’après les conditions du problème, j'ai été conduit 
à reconnaître que l’on peut, en laissant encore arbitraire une 
des constantes de l’élément simple V(u), déterminer complète- 
ment une fonction V(u) sous la forme (18), de telle sorte que 
pour u=0o les combinaisons linéaires de f(u), f(wu), f(w?u) 
appartiennent aux exposants 1—n, 1, 1+N. 

Je dis que f(u) étant ainsi déterminée satisfait certainement à 
une équation de la forme (15) dans laquelle m a une valeur qui 
dépend de la constante laissée arbitraire dans d(u). 

Effectivement, f(u) étant doublement périodique de deuxième 
espèce, l'équation linéaire du troisième ordre, à variable w, qui 
a f(u), f(wu), f(w?u) pour intégrales, est à coefficients double- 
ment périodiques avec le module g; —o comme la fonction o(u) 
qui sert à la construction de f(u). 

Les coefficients n’ont que le pôle u = 0 comme f{u). 


On reconnaît aisément que le coefficient de _. appartient à l’expo- 


sant — 2, et celui de y à l’exposant — 3, relativement à u. 
L’équation ne change pas par le changement de w en wu. 
L’équation déterminante, pour w—o, a les racines 1—n, 1, 

1 7. 

D'après ces conditions, l’équation se peut construire, et a préci- 
sément la forme (17). | COQ RAD: 

En conséquence, pour chaque valeur de n, le problème de l’inté- 
gration de l'équation (17) se décompose en deux parties : 


1° Construire la fonction f(u) d’après les conditions indi- 
quées ; 

2° Chercher la relation entre la constante de f(u) et la cons- 
tante de l'équation 


Comme on le voit, cette solution est analogue à celle que j'ai 
donnée précédemment pour l’équation de Lamé (p. 81). Pour 
l'appliquer, il faut recourir aux formules (31) et (32) des pages 83 
et 84; ces formules donnent les coefficients du développement de 





; (19) y=e-ivu 
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l'élément simple 


s(u+v) 


U ) —= elx-{v)lu 
’ LA ) C(U } 


suivant Îles puissances croissantes de uw. Dans le cas actuel, on 
fera g2 — 0. : 
He 

9. Intégration de l'équation (17) pour n = 2. : 

La fonction f(u) se réduit à L{w), élément simple. Le terme du 
degré zéro doit manquer dans le développement. Donc x = 0. 

ri. : : : ÿ 

Ainsi 

s(u+pe) 


s(u) 


et 1l ne reste qu’à déterminer # en fonction de la constante m. C’est 
à quoi lon parvient en substituant y dans l'équation et égalant à 


, & [l A , Le 
zéro le coefficient du terme en = après développement suivant les 
puissances croissantes de w. L’équation est . 
de ] à 
Noa phermiree 


On a ici, à cause de x — 0, 


1 1 res ; 
MERE na NET ROLE 
ce 1 I 1 
anses (lama PIE", 
— 3 p(u)y' contient le terme + PP} 
PLIS Obe » nn AP 
Ln - 
Es UE » Te met > 
Donc 
(20) - DCR} TR: : 


Ainsi l'intégrale générale se compose des trois intégrales parti- 
culières (19) obtenues en donnant à + pour valeurs celles des trois 
solutions de l'équation (20). | 

On remarquera que l'identité p'(ou) — p'(u) prouve que ces 
trois solutions sont #, we, w?p; d’où l’on conclura sans peine que, 
suivant les prévisions, les trois intégrales sont f(u), f(wu), f(w?u). 


22 





168 OŒUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


x ‘ . l 
On peut contrôler ce résultat avec la solution y = et ( —— 2) 


obtenue (p. 161) pour Île cas particulier où la fonction elliptique 
dégénère par la supposition g4 = 0. Cette supposition donne 


I 2 
s(u)=u, PÉRPES PLUS nue 


Donc l’équation (20) donne ici 


2 \3 
p=—(2 e 
[2 m 


\ 


A vec Ja notation employée page 161, ceci revient à 


De là je conclus 


I 
Ne 
eE 
voi 
UE t : 
 _ ) 
QU el EL 
1 re) 
ce qui est conforme, sauf le facteur constant u, à la solution déjà 
trouvée. 


6. {Intégration de l’équation (17) pour n = 4. 


L'intégrale aura la forme - 
y = Yu), 


qui, suivant les explications données, doit être telle que son déve- 
loppement suivant les puissances croissantes de w manque du terme 
NET ù 

Dans d{u) doit donc manquer le terme en u*. Suivant les for- 
mules (31), (32) [p. 83 et 84 |, ceci fournit l’équation 
(21) Xÿ— 10pXxè—10p 4?—15p?2æ—2pp = 0, 
l, au lieu de p(e), p'(v). Si l’on rai- 
sonne comme Je l’ai fait précédemment (p. 90) pour l’équation de 


où J'ai simplement écrit p, p 


Lamé, on doit prévoir que la relation entre les constantes 6, m doit 
être de la forme p'(e) — F(m), où F sera une fraction rationnelle 
du cinquième degré dans ses termes. D'après cette remarque, et si 
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l’on fait usage de la solution obtenue (p. 161) pour le cas particu- 
lier g, — 0, on pourrait abréger beaucoup le calcul. Toutefois, pour 
augmenter la confiance en ces nouvelles méthodes, je fais ici le 
calcul £n extenso, en contrôlant ensuite les vérifications. 

Je substitue y — 





Y'{u) dans l'équation, et je cherche le terme 


] £ à, e ASE à ê : x 
en — pour égaler à zéro son coefficient. L’équation est 
3 


Y"—15p(u)y'— = [i5p'(u)+m]y=o. 
J'ai 
2 I 


= — SPC) +3p(r)r 2]... 


. s I . 
et l’on voit que les termes en nine proviennent que de 


—={i5p(u)+m]y. 


Dans 15 p'(u)y, an a le terme 
+ro[p'(e)+3p(s)r —a]— 
et, dans my, le terme 
2m _ 0 
L'équation cherchée est ainsi 


(22) ci Spa — (y + 720. 


9 # 
Il nous faut résoudre les équations simultanées (21), (22), en tenant 
compte, pour simplifier les résultats, de la relation 
(23) p°= 4AP— 83. 


Soient À, B les premiers membres des équations (21), (22); je fais 


la combinaison 
A— x?B+5pB, 


sr Late m : HAS. : sh à 
et j écris M — —. J’obtiens ainsi cette équation du second degré 
9 


C=(9p—M}z?+36p?x + p(9p+7M)=o. 
Je fais ensuite la combinaison 


D=xC+(M—9p)B = 36p?z+4(9p +M)pæ+(p+M)(9p —M)=o, 


E = 9pD —(9p'+ M)C = [M?+ 81(4p#— p?)]æ?—16M?p = 0. 


puis 





E70 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


A cause de (23), l'équation E — o devient | 4 
(M?+ 81 83)x? = 16M°?p. 


Ecrivons, pour abréger, 
Le, 
16 M? 


g 2 paie REPRISE 
mi À D, À M2 rs 


Nous pouvons transformer alors C = o en 
36pz+ gp —M)+9pEy M = 0 
et l'équation (22) en celle-ci : 
(À—3)pzr —(p'+ M) =o. 


L’élimination de x entre ces deux dernières conduit enfin à la rela- 
tion demandée : | | 
RL I0 À — 1 
2} (PR PE TT a mr 
(24) p (#) 45 (A — 1} ( En 16m? . ) 
(250 TT Pret FRS M + 4983 
PLIS UNEESS 
Ayant déterminé v par l'équation (24), puis x par l'équation (25), 
on a pour l’équation (17), dans le cas n = 4, l’intégrale 


d? s(u+v) 
ets LCR) NES EUR te 
FT Ge Le î s(u) | 


L’équation (24) fournit, comme il convient, trois valeurs de », de 
la forme 6, we, W?e6, w étant une racine cubique primitive de 
l’unité. We 

La solution a bien la forme prévue; il reste à la contrôler au 
moyen de la solution trouvée dans l'hypothèse 9, = 0. Or, pour ce 
cas, les formules (24) et (25) montrent que y se réduit à 


x ; m à 
où l’on a posé u?— —. 
2 


En développant cette dérivée, on reconnaîtra qu’elle coïncide avec 
l'expression y, donnée à la page 161. 
D 


7. Pour en finir avec cette intégration, 1l reste encore à exa- 





‘ 
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miner les cas d'exception. La formule (25) semble être en défaut 
pour p(#)—o; mais il n’en est rien. D’après (23), en eflet, ceci 
entraine 

pr) =V— 83: 
et la formule (24) montre que ceci a lieu pour À =, en sorte 
que æ conserve une valeur finie. C'est done seulement pour À =1, 
c’est-à-dire : 
(26) NZ 5,32 23 


que les formules sont en défaut. Dans l'équation s 


"15 p(u)y'— 215 p(u) + m]y = 0, 
substituons 


J=a+p'(u), 
nous avons 


J' = p'(u)=6p(u), : 
VA DeCU)-HontE)M CA), 
= pY(u)=12p(u)p'(u) +12 pu) = 12[10 pi(u) — ga]. 


Le résultat de la substitution est 
I 
— ;U5a + M) p'(u) £a = (ma + 983), 


que l’on peut rendre nul, s'il est possible de poser à la fois 
154a+ m=o, ma + 9£3 = 0. 


Cette circonstance s’offre si l’on a m?— 5.3%2,, ce qui est la rela- 
On (CO) MAINS dans létcasin 1 "et m03%#,;les ;for- 
mules (24), (25) sont en défaut. On a d’abord l'intégrale double- 


ment périodique ordinaire 


3 m 
: Hip EUR 2 


On vérifiera aisément cette seconde intégrale 
Jr=2p(u)+uyi. 
L'intégration se complète par cette troisième intégrale 


-15p'(u) 


n=fi+ A [LG —u) + t(u ww) + tu —utw)] + 6%) 


pe DAT CE PRET 2 L j «4 » 





EN LL RES 
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dans laquelle w est une racine cubique imaginaire de l’unité, 
et w une racine de l’équation 


pt 


: m 
(wi e = 0. ; s 
) P ( ) 15 E “ , 
Je n’insiste pas sur la détermination de ces intégrales; la deuxième 
étant vérifiée, on trouve la troisième ‘par un procédé semblable à 


celui que j'ai employé page 86. 


CS 


- 
l 
28 
; 
Ë 
æ 

L 
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CHAPITRE V. 


Applications. — Définition et étudé générale d’une classe d'équations du troisième 
ordre qui offre cinq séries indéfinies de cas d’intégration, trois séries de cas par 
les fonctions rationnelles, deux séries par les fonctions elliptiques. — Méthode 
d'intégration pour une de.ces dernières séries. — Exemple du calcul complet 
dans un cas particulier. 


1. Je m'occuperai, dans ce chapitre et le suivant, de l'étude des 
cas d'intégration qu'offre une équation du lroisième ordre, pré- 
sentant par ses propriétés les plus grandes analogies avec l'équation 
de Gauss. Elle s'intègre algébriquement dans plusieurs séries indé- 
finies de cas, et par les fonctions elliptiques également dans deux 
séries indéfinies de cas. 

Je vais d’abord définir cette équation et examiner succinctement 
ses points singuliers. Comme une série des cas où elle s'intègre par 
_les fonctions elliptiques offre une grande analogie avec l’exemple 
qui a été traité dans le chapitre précédent, c'est par cette série que 
je commencerai l'étude. 

Il s'agit de la classe d'équations du troisième ordre ainsi 
définie : la relation entre les invartants h*, ! est donnée sous la 
forme 

R3=r(a—1)(a+c}, 


G) | L=qa(a+ =), 


dans laquelle « est une variable auxiliaire, r, q, c sont des cons- 
tantes. 


‘ 


Il résulte de la proposition démontrée page 130 que dans cette 
classe sont comprises des équations à coefficients rationnelis. 
La variable canonique x est donnée par la relation 
es dx 1 dh A 
2 ET en Fa: 
da l da | 


ES Fa ECS LS SN pe 
te VAE 
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Ainsi &l s'agit des équations contenues dans la même classe que 


| F 
(3) 4 





h, l, à étant liés à x par les relations (1) et (2). 


dx \3 Ve 
L'invariant V,, relatif à la variable &«, est s (7) » c’est-à-dire 


& 1 3 pr 1” 
de (5) pren 

. VF [ 
Quand on voudra envisager la valeur à = «, on changera & en >; et 


l'invariant V8, relatif à la variable 6, sera V, (%) » OÙ 


CRT AC 


Pour l’étude des points singuliers, nous appliquons simplement les 
résultats de l’étude gé érale faite au chapitre III (n° 21 et 22). 


1° Pour à — 0, V, est infiniment grand du troisième ordre. Il nous 
faut appliquer les résultats du n° 21. La limite H de linvariant 
pouva—mniest ici 


1 
H TIC. 


L'équation déterminante (29), de la page 143, devient 


s \3 LTTTS SAE 
— ) —7r8c— —— —0, 
He Fe 2 : 


\ 


où p? est la limite de «° V, pour à — 0 : 





(6) S— — —5$s — — — —0 


2° Pour «a —1, c’est le cas particulier (À —1) signalé au n° 22 
(p.144) : relativement à (a—1), les intégrales appartiennent 


LE 
aux exposants o, = 3° 3 


3° Pour à — «, 1l faut envisager la variable inverse P et consi- 








\ 
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dérer Vg donné plus haut (équation 5) On voit que Vg est infini du 
premier ordre. C’est le cas spécialement traité pour les équations du 
troisième ordre (p. 146). La constante À étant égale à 2, les racines 
de l'équation déterminante sont 


(7) s= (in), 


(8) PRETCER 





Les points à — 0, 1, © sont les seuls points singuliers, et l’un d’eux 
est du troisième ordre. Aussi, conformément à la proposition XXII 
(p. 134), si nous pouvons disposer des constantes de telle sorte 
que les deux points a — 0, « — æ soient algébriques et que leurs 


; ë TE I [ I LE he 
ordres m5, M, Ssausfassent à la condition a + —— + Has l’inté- 
0 


M 
gration se fera par des fonctions rationnelles d’une variable auxi- 


AS ; # ; Ê E 

liaire. Si les ordres m,, m, satisfont à la rélation ee mu — 2e 5 et 
0 co 

l'intégration se fera (proposition X XIII, p. 136) au moyen des fonc- 

tions elliptiques. 


“ 


2. Je vais d’abord faire voir que, moyennant une seule condition, 

l’ordre m. peut être rendu égal à 2. Si, effectivement, nous chan- 
I à EN é à 

geons « en =; nous avons, pour Ê voisin de zéro, et en développant 


suivant les puissances croissantes de 6 ; 
Rhin pTEANxs, 
L=rp TIRE. : 
Prenons le résultat obtenu à propos de l'application traitée à la fin 


du chapitre [IL (n° 24), et concluons que, st l’on fait 2 == 7 


À à , F AI J 
les intégrales appartiennent, relativement à —; aux exposants -; 
œ 6 


3} à . : e ; £ 
a 2 ce qui constitue pour les rapports des intégrales un point 


critique du second ordre. 


D] 


P ps s 
Et maintenant, — étant connu, nous pouvons disposer des cons- 


tantes g et c de manière à donner aux racines de l'équation (6), 
déterminante pour & — 0, des valeurs à volonté. Si nous prenons ces 
racines de telle sorte que leurs différences soient commensurables et 
fractionnaires, les intégrales appartiendront effectivement aux expo- 
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sants correspondants. Le calcul explicite des conditions n’offre 


aucune difficulté, et j'en donne ici le résultat sous cette forme : 
Sort la classe d'équations linéaires du troisième ordre définie 


par 


R5= ra —1)(x ec}, 
(er) 
l= quia+ — ) 
4 


où + est une variable auxiliaire, et où les constantes r, q, € sont 





déterminées comme rl suit en fonction de deux nombres commen- 


d''ÈCE 
surables —; —: 
m mm 
PRES ER CE pere 
F (a=aearuuara) 
ta) / CE tz m° 
9 1e (a 4) ou d)a a 
223 a? +a?+ aa 
CE —  —————————— 0 
7 m? 
: 7 d PT MN REC : 
Si, a,a', m étant des entiers positifs, mm’ sont tous trois 


fractionnaires et ont pour plus petit commun dénominatleur m, 
a et a! étant d'ailleurs différents; 

Les rapports des intégrales, envisagés comme des foncticns.de a, 
n'ont que les points critiques æ, 1, o, qui sont algébriques et 
respectivement d'ordre 2, 3, m. 

En conséquence : 1° St m est l’un des nombres 3, 4, 5, l’inté- 
gration peut s effectuer algébriquement; les rapports des inté-. 
grales et la variable x s'expriment rationnellement en fonction 
d’une même variable ; 

2° Sim est égal à 6, l'intégration s'effectue par les fonctions 
elliptiques. 


3. En dehors des cas que mentionne cet énoncé, j'en trouve 
encore un autre où l'intégration est possible; c’est celui où les trois 
points sont tous du troisième ordre. Il est aussi aisé de calculer la 
forme explicite des coefficients, pour ce cas, et voici le résultat : 

Si di ns les équations 

R3=r(a—1)(x + cc), 


x 


l — a(a+ 
‘ n }» 














mi 
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j 


on suppose les constantes r, q, c déterminées comme il suit en 


fonction de trois nombres entiers N, a, a!, non divisibles par 3, 


a et a! étant positifs et inégaux et ayant leur différence divisible 
par 3 : 


ce 36(4— N2}s 
” »t[(a — a)(2a +a)(2a +a)| 
mÉ AIS) 
Lo use (a'—a)}(2a +a)(2a+a) 
St a+ a+ aa! 


DRE DEAR 


alors les trois potnts critiques o, 1, © sont du troisième ordre, et 
l'intégration peut s'effectuer par les fonctions elliptiques. 

On ne manquera pas de remarquer que, dans ces deux énoncés, 
les nombres a, a' jouent un rôle symétrique, de telle sorte que leur 
échange a pour seul effet de changer le signe de /. Par suite (p. 159), 
l'échange de a, a! a pour effet de changer la classe en son adjointe 

Dans ce chapitre, je vais m'occuper de l’intégration pour les cas 
compris dans le dernier énoncé. Les nombres N, à, a' sont ceux qui 
interviennent directement dans la détermination des exposants 
auxquels les intégrales appartiennent autour des deux points cri- 
tiques Oo, æ. 

Relativement à _ les exposants auxquels les intégrales de 


l’équation canonique appartiennent sont 


DIN 2 2+N 
CPE EN 3 








Relativement à «, ce sont 


.2a+ a == a! a+92a 


AP TE ET TRE 
Si l’on prend la fonction elliptique p(u) pour laquelle g: = 0, 
g3= —1etqu'on pose | 


p'(u)=2a—1, 
1l en résulte 


pr(u)}=x(d—1t). 


‘ pe 2e ; < è 
Relativement à ee les intégrales de l'équation canonique appar- 


ANT 9a ER Na. : 2 
NU Pre Donc, relativement à u, les 





tiennent aux exposants 


ŒUVRES D'HALPHEN, TOME IZ1 12 


RES TN AT PR PS EE PUDEUR & DIRE PE RO PT Vi er 7 
a Ho Lee ln VA PET ce FT AD LP = DR Re 
k mir CA É| É 7 NE, See 7. 
| 
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intégrales de l'équation canonique appartiennent aux expo- 
sants (2—N),2,(2+N). | 

Il y a lieu de distinguer maintenant les deux racines de ne y. 
Je les désigne par æ et —w. Elles font acquérir à p'(æ) les 
valeurs + 1. Je désigne par æ celle qui donne 


1+ p'(w)=o. 


Alors à — o correspond à u = w, etai àu— — w. 
ER à (a —1), les intégrales appartiennent aux expo- 


sants O, - : 2 Donc, relativement à (4 + w), elles appartiennent aux 


exposants O, 1, 2. 
Relativement à «, les intégrales appartiennent aux exposants 


24 + a Ada 24 + a 
PEN RE TE PELLE SR RENTE REPARER 


9 S à 


Donc, relativement à (u — w), les intégrales appartiennent aux 


exposants 
JU FER, à 24 a 
) 3 2 É 


3 





u 


qui sont des nombres entiers. Partout ailleurs, elles appartiennent 
aux exposants 0, 1, 2. Ainsi l'intégrale générale de l'équation cano- 
nique est bien une fonction uniforme de u. 


4. Avant d'aller plus loin, il me paraît opportun de bien préciser 
l'argument æ qui rend p(æ) nul. Son triple est une période. On le 
vérifie d’abord très aisément en prenant la fonction d,(u) (p. 72) : 


Yu) = 3 pu) pu) — 5 p'a(u). 
Dans le cas actuel, on a 
p?(u)= 4pi(u) +1, p =6p? 


et, par conséquent, 


ga(u) =3p(u)[p(uÿ+i] 
Ainsi d,(w)— 0. Mais [p. 52, équation (24)|, d,(w) est le dénomina- 
teur de p(3u). On donc 


35 = 0: 
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Je peux le vérifier autrement et préciser æ davantage. Comme on 
a ICI 
p(ou) = w p(u), 
w étant racine cubique de l'unité, et que æ n’est pas zéro, il faut que 
w el w# ne soient pas distinctes, aux multiples près des périodes, 
Je peux prendre pour périodes w et ww, J’ai ainsi 


WW = W + MT + AU; 
d’où Je conclus : 


les nombres y, a’ satisfaisant à la condition 1 +u'= 0 (mod 3). Je 


\ 
pourrai donc poser 


w 
(11) CRE AS Cat ES 
et J'aurai ainsi 

W W = W + WT, 


W2W = Ww — w. 


9. La transformée à variable & et à inconnue y jouit manifeste- 
ment de la propriété suivante : elle reste inaltérée par le change- 
ment de uw en wu, w étant une racine cubique de l’unité. Car elle 
provient d'une équation dont les coefficients sont des fonctions 
rationnelles de &, par la substitution 


p'(u)=22—1, 


que n'altère pas le changement de u en wu. Jointe à la connaissance 
des propriétés précédentes, cette. dernière achève de définir entière- 
ment les intégrales. C’est ce que je vais prouver. 

Soient Yi, Ya, Ja trois fonctions uniformes de la variable u; on 
les prend pour intégrales d’une équation linéaire du troisième 
ordre, à variable u, et l’on suppose que, par la nature des fonc- 
tions y, cette équation (À) jouisse des propriétés suivantes : 


1° L’équation (A) a ses coefficients doublement périodiques; 
le rapport des périodes est une racine cubique de l’unité; 

2° Elle reste invariable par le changement de u en wu, w étant 
une racine cubique de l’unité; 

3° Son invartiant relatif V, est nul pour u — 0. 
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En outre, pu) étant la fonction elliptique aux modules 9: = 0, 
gs——1 qui répond aux périodes données, et w la ‘racine 
de 1+ p'(w)—=o, on suppose que les combinaisons linéaires des 
fonctions y appartiennent, relativement à u, aux exposants 2 — N, 

24 + a 


2,2+ N, et, relativement à (u—w), aux exposants — RS ET 


a—d 2a a ; ; re à RL 
TR », a et «étant des entiers différents, dont la difjé- 


4 RS 
rence soit divisible par 3; enfin, relativement à tout autre binome 
(u— +), aux exposants 0, 1, 2. À 

Ces suppositions faites, je dis que l'équation (À) appartient 

Î 
à la classe définie par l’énoncé du n° 3 (p. 176), les nombres N, 
a, a conservant de pärt et d'autre une même signification. 


our le prouver, 1’observe d’abord que les invariants entiers de 
P le I ST | l’abord I ] l L | 


l'équation (A) n'ont, d’après les suppositions, d'autre infini queu = 0 
et u = w. | | 

Pour uw —#w, les exposants auxquels appartiennent les combi- 
naisons des y ne sont pas en progression arithmétique; donc (cha- 
pitre HI, p. 146) l’invariant V, est infiniment grand du troisième 
ordre. Par hypothèse, V, est nul pour u=0. Donc V, a nécessai- 


rement la forme 
TRE Bp(u) 
FE RpAu) / 


Mais, par hypothèse, le changement de w en wu ne change pas 
l'équation (A). Comme V, est un invariant du poids 3, il s'ensuit 
que ce changement le laisse absolument inaltéré. Donc V, se réduit 


à Ja forme 
A 


1+p(u) 


u —= 


et, pour u=0, 1l est infiniment petit du troisième ordre. Il en 
résulte que le numérateur de L, c’est-à-dire linvariant relatif A4, a 
le zéro quadruple u = 0, et le seul infini u=#, multiple d'ordre 8, 
égal à son poids (p. 143). Il a donc quatre autres zéros Mais A, doit 
être inaltéré, sauf un facteur w, par le changement de &# en wu. Il a 
donc, avec un zéro b, les zéros wb, w?b. Le quatrième zéro doit se 


reproduire par ce changement. Ce n’est-n1 0, ni #. Ce ne peut donc 


être que — #. Donc, à un facteur près, de la forme Be”#, j'ai 


s(u+w)o(u—b)o(u —wb)o(u—w?b)ot(u) 


PA 
4 o(u— ww) 








» 
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que Je peux encore écrire 


\ 


o(u + æ ) PR ATP ET E UED) 


RE s(u) s(u )3 
s s(u—#w)]s 
MONS | s(u) | 
Le facteur D est doublement périodiques 
il est donc de la forme a + bp'(u), à cause des propriétés évidente{ 


s(utw) 


d il jouit. ant le 
ont 1l jouit Quant aux facteurs te 


» ils ne sont pas double- 


ment périodiques; mais, à une exponentielle près, leurs cubes sont 
dans ce cas, et reproduisent 1 + p'(u).. Cette exponentielle se con- 
fond avec celle que j'ai négligé d'écrire; car 4, est, suivant les hypo- 
thèses, doublement périodique. Jai done 


| s_Ktr=P(u)][la+ép(u)h 
nn [+ p'(u)}s 


Avec V, et AŸ, je peux maintenant former h*, qui, sauf un facteur 
numérique, est A3 : VS. Donc 


= Cl p'(u)]La+ 6 p(u)h. 
Prenons maintenant pour variable 4, en posant 
p(u)=2a—1, 
“ changeons les ns des constantes, nous pourrons écrire 


hi=r(a—i)(a+c), 
Vu = at 
24 


L d — 


Calculons linvariant V, relatif à la variable &, nous aurons 


du \3 A I re | À 
M) Enlever 


_ Par uu choix convenable de la constante q, cette dernière formule 
coïncide exactement avec la formule (4), et de même l'expression 
qu'on vient de trouver pour A? coïncide avec l'expression (1). 
D'ailleurs, Pinvariant absolu / résulte immédiatement de A et de V,. 
Il est donc prouvé que l'équation (A) appartient à la classe (1). Jai 
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négligé la détermination des constantes; mais a posteriort il est 
manifeste qu'ici c'est le cas particulier relaté dans l’énoncé du n° 3 
qui a lieu. La proposition est donc prouvée. 


6. Ainsi le problème d'intégration est ramené à la construction 
des fonctions y, Y2, Ya satisfaisant aux conditions que Je viens 
d'énoncer au n° d. L'existence de l’équation (A) montre d’ailleurs 
que cette construction peut être réalisée. 

Pour effectuer la construction, je change d’inconnue en posant 


2a+a' 


& o(u-S Wal 
==7| su) ° | 


Ce changement n’altère pas V,, puisque V, est un invariant. Les 
exposants, dans chacun des deux cas, u=0, u=w, sont seuls 
modifiés par l’addition d’une constante : 

Relativcement à (u—w), les combinaisons des fonctions 2 
doivent appartenir aux exposants 0, &a, a + a’; 
D 'HIN enr a’ 


: ) au moins, 


Relativement à u, aux exposants ( 


et V, doit être nul pour u = 0. 

D'ailleurs, le facteur par lequel je viens de muluplier y se repro- 
duit, sauf une puissance de w (!), par le changement de uw en wu. 
Donc, de même que pour les fonctions y, les combinaisons linéaires 
des fonctions 3 doivent se transformer les unes dans les autres 


24 4 
par le changement de u en wu. En outre, l’exposant LS 
entier, les fonctions z sont uniformes, et intégrales d’une équation 


à coefficients doublement périodiques (aux périodes æ, ww). 


étant 


7. Pour faire comprendre le mode d'application de cette solution, 
je me contenterai de traiter un exemple, le plus simple, celui pour 
lequel on a 


(:) La constante n de e"“ peut être choisie de telle sorte que ce but soit atteint. 
TD (a) Dieu 
Carion afn 0) DIR Il suffira de prendre alors nr — Jet 


étant les constantes relatives au changement de w en (u+w) ou (u—+#x') dans la 


fonction q, savoir € — (Ts eue ()= w?e, (Voyez p.61.) 


» € et €’ 
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On observera d’ailleurs que, suivant la remarque faite précédem- 
ment (n° 3), du même coup est traité l'exemple corrélatif a — 4, 
RC TNE ET 

Pour le cas que je vais traiter, on a 


24 + a’ 
S—N— = 1: 


a 
Ainsi les fonctions 3 ont seulement l'infini simple u=o. Il n'est 
donc pas douteux qu'il existe une intégrale de la forme de l’élément 
simple d(u). Il en existe alors nécessairement deux autres de la même 
forme d(wu), L{w?u); car le rapport des périodes étant w, ces deux 
nouvelles fonctions sont encore doublement périodiques de deuxième 
espèce. 

Employant les mêmes notations que précédemment, j'ai l’inté- 

-grale 

ou +9) 

os(u) 


(12) : 3 = Y(u) = elx-tivlu 


J'aurai, en second lieu. l’intécrale 
) ) 8 


s(wu—+p) 
= u) = elwx-w E(p)lu 17 7, 
Z1 Y(w ) ee 
Comine on a 
s(wu) —=wa(u), 
il en résulte 
E(wu) = wtE(u), 
et l’on peut écrire 
s(u) 
ou encore 
s(u+v:) 
o(u) 


Z1 —= Y(wu) = elx;—Gv,)lu 


avec ces conditions : 
Ti= WT, V1 = wW?9. 


On aura de même cette troisième intégrale 


s(u+Vo) 


— 2 1 AU 
32 = V(wuiu) = el: au) 


avec ces conditions : 
Te = W?T, Va = WP. 


Ceci entendu, je vais d’abord chercher la relation entre les cons- 
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tantes æ, #, moyennant laquelle Pinvariant V, est nul pour u = 0. 
Soit, suivant les puissances ascendantes de w, 


a = Yu) = SE + Qu Que + Qu + Qu + Qui +. 
On aura de même : > 
Qow? f : 
21% (0 U)= ur + Qi + Qu u + Quru?+ Qiui+ Qsw ui+..., 





(0) : 
22 Y(w?u) = e + Qi+ Qu + Qu u?+ Qiui + Qsu?ut+. 


Avec ces quantités, je forme d’autres combinaisons linéaires : 


à | 

ed EE Ca De 321 + W 22) = * be + Qu? Ps 14h CROES M 
1 

be g(a+ + 2)= + Qi x “  HQU x +... 
I $ ‘ 

Ge (sr +u4 tu Ga) =D mr OUEN E + QE ur 


Je peux prendre ces fonctions 64, C, Cs pour intégrales au lieu 
de 2, 31, 3:; cela ne change pas V,. ©: 

Je fais encore un autre changement, J'introduis deux nouvelles 
quantités £, n, en posant 


rap Q 8 
Q; C1 EE, à Do 


Se 


et Je développe n suivant les puissances croissantes de £. À cet effet, 
] ‘écris d’ abord les développements suivant les puissances croissantes 
de u : | É - | 


it (+ use.) (+ Bus.) = u a 


ie ut (14 Qu + ) (+ D he (& _ a) w+,e] 


De là je tre les deux premiers termes du développement cherché : 


a+ (Q CRE Se). 


(18) @  Q& ‘Q 


ni 
[ 


Pour peu qu’on se corienn es du rapprochement que J'ai fait, au 
chapitre IE, entre la théorie des invariants des équations linéaires 
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et’celle des invariants différentiels, on reconnaîtra, sans plus d'étude, 


que la condition cherchée est , 
; Ge Qi QE 
LA? | DNA Qu 


Car la condition V, — o exprime le contact exceptionnel entre la 
courbe, lieu du point dont les coordonnées sont &, n, avec une 
conique, au point Ë—n—0. Mais sans faire appel à cette notion 
géométrique, nous pouvons raisonner autrement el arriver rapide- 
ment au même résultat. 

Prenons pour inconnue Ÿ la fonction Y — 4 où C est une combi- 
naison linéaire arbitraire de &,, Co, Ca. Pie pour variable indé- 
pendante £. Nous aurons ainsi une transformée de notre équation 
ayant pour intégrales particulières 


2 Y=1T, + LE 


Cette équation se réduit donc à la forme 


æ 


di Y dY 
3 = 0: 


Ds an 


Suivant un calcul déjà fait au chapitre IT Tp. 117, équation (19)|, en 
accentuant les dérivées par rapport à £, on a 


1144 22 [/4 14 114 ! 1/21 3 
nn tn), 
3n n 3 n° \n 27\N) 


Or on a, d’après (13), | s 





CO | et 


Il en résulte immédiatement que la condition V: = 0 pour £ — 0 est 
précisément l’équation (14). Or cette condition ne diffère pas de la 
condition proposée V, = 0; car on a 


\ 4 dE ’ A : 2 
et, d’après le développement de £, — est égal à l’unité pour u — 0. 





du £ 
De ce calcul nous pouvons même dédurre une vérification du fait 
prouvé différemmeut au n° 5, à savoir que, si V, est infiniment petit 
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pour u— 0, il est certainement infiniment petit du troisième ordre. 
Effectivement les développements précédents ne contiennent que des 
termes dont les exposants sont congrus entre eux (mod3) dans un 
même développement. Donc V, a la forme | 


V, = D + Vusi+ Cui+. 


et si À est nul, V, a le zéro triple u = 0. 

On ne manquera pas d'observer que ce calcul s'applique, pour 
ainsi dire sans modification, aux cas que je n’ai pas en vue de traiter 
ici. Exactement par le même procédé, on trouvera, dans tous les cas, 
et sous la même forme, l'équation de condition qui exprime la condi- 
tion V, = 0 pour u = 0. 

Seulement dans chaque cas les coefficients Q5, Q,, ... seront 
différents. Dans le cas actuel, ce sont les coefficients du dévelop- 
pement de l’élément simple Ÿ(u), dont nous nous sommes déjà 
servis plusieurs fois, et qui sont donnés par les formules (31) et (32) 
[p. 83 et 84]. C’est ici le cas particulier g, 0. Mettant au lieu de 
Q53 Qù, Q2, Qù, Q:, Q; leurs expressions données par ces formules, 
j'obtiens la relation suivante, déduite de (14), où j'écris p, p' au lieu 
de p(v), p(v): 

1  æi—1opxi—10px?—15p?x — 2pp' 
SR Eve æ?— p 





PVR A SRE AN im 22 et NU den me 
Eee 3pr —p') 5.5 0. 


Cette équation se simplifie beaucoup et devient 
CES): 246— 5pri— 4pp'x — 5p3= 0. 


Telle est notre première équation de condition. 


8. Il nous faut maintenant trouver la condition qui exprime que, 
relativement à (u —#), les combinaisons des intégrales appartiennent 
aux exposants 0, 4, a + «a, qui sont ici 0, 1, o. Pour ce but, on for- 
mera, avec les fonctions envisagées, la combinaison linéaire qui, 
pour u — w, est infiniment petite d'ordre supérieur au premier; on 
devra exprimer que cette combinaison est d'ordre supérieur au 
second, et vérifier qu'alors elle sera bien du cinquième ordre. C’est, 
en effet, ce qui doit arriver; puisque nous ne disposons plus SRE 
d’une seule constante, £ 
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Reprenons les fonctions 


; 3 = ÿ(u), Z, = Y(wu), 32 = Y(w?u), 
et faisons 
uU = w + ER 


U étant la nouvelle variable. 
Rappelons-nous aussi les propriétés de l'argument w, savoir 


(16) WW = W + WT, W?W = W — w. 
Pour plus de clarté, posons 
Yu) =4(æw+U)= FU). 


Désignons par u, u, les multiplicateurs relatifs à la période w 
pour les fonctions d(u), b(wu), L(w?u), en sorte que 


Y(u+m)=mv(u),  Ylo(u+wm)] = mY(wu), 
Yuwt(u+w)] = pr Ÿ(w?tu); 


les multiplicateurs ne sont pas indépendants; et il est très facile de 


voir qu'ils sont respectivement x, u°, 4° ; mais cette propriété m'est 
ici inutile. 


D’après ces définitions, nous avons 
F(oU) = 4(w +œU) = one + U)] 
et, d’après la deuxième équation (16), | 
(17) F(U) = Yu(U+w—w)] = #lo(U + w)] 


Si, de même, en envisageant les intégrales Y(wu), L(w?u), nous 
posons 


(wo u) = Y[w (æœ +U)] = FU), 
Y(otu) = Y[wt(w + U)]= FU), 
la relation (17) peut s’écrire 
F(« U)=—Fi(U), 
et de même 
NN ESNES Are 
> He 


Développement F(U) suivant les puissances croissantes de U, et 
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soit ‘ de 
F{U)= A, £AIU LA Ur AUSL A Ur + AQUr He, 


ce développement. J'aurai les autres intégrales 
a Fi(U) = A+ io U + AswtU?+ AsU3+ A w Ut + Asw2U5+..., 
| 
= Fa(U) = Ao+ A; w2U —— À 0) Ut+ À; U3 + A4,w?U#+ À; w U5-< re 
: | 


Avec ces trois quantités, on forme ainsi une combinaison qui, 
pour U = o, est infiniment petite d'ordre supérieur au premier : 


f-5(r+Pr+in) AU REC R 


La condition cherchée est A: — 0, et, comme on voit, la vérification 


s'effectue; car si A, est nul, la fonction $ appartient à l’exposant 5, 
relativement à ÜU — (u — ss È 


= 


Si maintenant nous remontons à la Abris de F, nous concluons 
que la condition cherchée s’ exprime ainsi : 


Pour u — w, la dérivée seconde de Vu) doit être nulle : 
(18) g'(w) = o. 


Telle est notre seconde équation de condition. 
Il s’agit maintenant de transformer cette équation de condition de 


a! 


manière à y mettre en évidence les constantes x, p(v), p'(v), qui 





figurent déjà dans l'équation (15). Rappelons-nous la définition 


de Yu), savoir : 
0 ed) 
y(u)= el SUR 
J'en déduis, suivant une formule déjà rappelée (p. 86) : 


y(u) 


Re UE Ce 4. ter 








ÿ Cu) FTrpu)-pt) 
g'(u) = | LE PAU) RE nee 
Ÿ(u) os ol Ms p(u)—pi(e) 
Fe dernier terme — 4 je | SE PÉTER ee ESP) 
p(u)—p(r) DA ANUS 


pour uw = #. Car on a ; | : 


péw)=—1" et  p'(w) =6p(w)=0. 
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L'équation (18) se transforme donc ainsi [j'écris p, pl au lieu 
de p(v), p(v)]: 
; \ £ » à 4 Etre ñ # 
CÉtearees (+R) IE = 0 
| | 20 pe je 
4 Nous n'avons plus qu'uu problème purement algébrique : résoudre, 
4 par rapport aux inconnues x, He opriae système FOR pose de. léqua- 
tion (19), de l He (1 5) el de l’équation: 
(20) i. pi= {pitt 
Voici le détail de la solution. 
* 9. Je transcris ici les équations (15), (19), (20), après avoir trans- 
formé au moyen de (20) l'équation (19) en celle-e1 : 
| CAPE, | LA _. SH+p=Oo, 
s (B) “ 22— 5prt= 4 pp'x — 5pi— 0, 
ROAD LE Pa ARE 
a Éliminant la première puissance de x entre (A) et (B) et faisant 
SR Qi a pé, 
me *, . 
E j'obtiens | | 
; B'} SEE TE ETES +1)—520 | à 
: (B') * Re (Er) | La 
__  De(A) je déduis Hate 
ee ; : 2 FAT 2 
Le : Ë ANDRE (=?) x? 
$ | . HE p 
| Éliminant p et x de celte dernière au moyen de (CG) et (D), 
% ] sie : 
“#4 ue / 3 
| (A) Bt o0. 
Re. Ro 
4 s Enfin, en éliminant p' entre (A) et (B'), j'obtiens l'équation su*- 
4 vante pour Ë : 
D (E) M Or), 
2 Ÿ : à Ra À » 
4 après avoir rejeté un facteur (£ — 1 )?, ce qui doit se faire; car on a 


L 
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pour p' cette expression tirée de (A) : 


, E2+ 6Ë +1 
HOME) 


(F) 


La solution Ë—1 donne donc p'(v)— æ, ou P — 0, ce qui est une 
solution à rejeter. Cette même solution existe encore une fois 
dans (E), il faut la rejeter encore. La solution £— —1 donne, en 
vertu de (F), p'——1. Cette solution est à rejeter; car elle 
donne P — #w, et les trois fonctions du), Y(wu), b(w?u), se con- 
fondant, ne donnent pas lieu à une équation du troisième ordre. Il 


- 3 ; a 
ne reste donc que la solution £ = — > pour laquelle l'équation (F) 
nous donne 
(an) p'(v)=— 2% 


< . MES ue . . a? vite 
et l'équation (A) donne x sans ambiguïté, puisque £ — = est déjà 
connu : 


(22) Le APS: 
L'intégrale cherchée se compose des trois fonctions 


s(u+p) 


Ed elx—(vllu 
s(u) 


les constantes v, x étant déterminées par les équations (22) et (21), 
qui ont trois solutions. 

On remarquera, à titre de vérification, que les trois systèmes de 
solutions », x sont b'en liés entre eux par les relations prévues 
(p- 183); car, en vertu de la relation p(wu) —wp(u), ces systèmes 


sont 
(v,æ), (we, wx), (w?p, wæ). 


Revenant maintenant à l’inconnue primitive canonique y, J'ai les 
trois solutions : 


#5 Ar te RC Une Mo 
A — Er ns Se Co E(p)lu 


ou, en réduisant et mettant pour A» sa valeur, 


g(u)js(u+v) Lt] u 


(23) Eu 


+ 
er 
= ee 


+: HÉSE e A ET ge Le Sn LES NES OC QE CR ES RS CE A 
tE RU A IP Re ee LU, | É h 
NE CCE SCT el CR EE 
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Les constantes (+, x), qui forment trois systèmes, sont données 
par les équations (22), (21). Telle est la solution (23) de l’équa- 
tion canonique définie par l'énoncé du n° 3, dans le cas parti- 
culier a=1, a —=4,N=—1.On a posé 2a —1— p'(u), la fonction 
elliptique pu) satisfaisant à la relation pl(u) = 4p#(u) +r. 


L’'argument w répond à a — 0; et w, w’ étant les périodes, on a 


e=t(2). et(T). 
2 2 

Remarque. — En toute rigueur, on n’a pas encore prouvé entière- 
ment que ces intégrales (23) sont les intégrales canoniques, mais 
seulement qu’elles leur sont proportionnelles, le rapport commun 
étant une exponentielle e”#, Mais comme les intégrales canoniques 
doivent s’échanger les unes dans les autres par le changement de 
en Wu, et que les intégrales (23) sont dans ce cas, il s'ensuit que 
l’exponentielle e”# est une simple constante. 

Je viens de traiter encore, comme dans le chapitre précédent, une 
application dans laquelle interviennent des fonctions elliptiques parti- 
culières, caractérisées par le module 2, — 0, ou 1—#?+kt—o, 

D’après l’énoncé du n° 2, la classe générale d’équations définie 
par les relations (1) comprend encore des cas où l'intégration se fait 
au moyen de fonctions elliptiques qui sont aussi caractérisées par ce 

même module g, = 0. Je ne les traiterai pas à ce point de vue, et je 
montrerai au chapitre IX que ces cas sont compris dans une classe 
plus générale, où le module est quelconque. 
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CHAPITRE. VT: 


Applications. — Intégration des équations définies au commencement du cha- 
pitre V, dans les cas où cette intégration s'effectue par des fonctions ration- 
nelles. — Méthode générale. — Exemples : trois exemples se rattachant 

àa l'équation X?+Y*+Z/—o. — Quatre exemples se ratlachant à léqua- 

tion X? + Y3 + Zi — 0. — Série nouvelle de cas d'intégration, contenant un para- 


mètre arbitraire. — Deux exemples se rattachant à l'équation X? + Y5 + Z$ = 0. 


1. Je m'occuperai, dans ce chapitre, des équations mentionnées 
dans l'énoncé du n° 2 du chapitre précédent, et qui sont intéerables 
; Ï 9 

par des fonctions rationnelles. Je répète 101 cet énoncé : 


Soit la classe d'équations linéaires du troisième ordre définie 
par 
R3= r(a—1)(a + c}, 


qu) ) L=qa(a+ —), 


4 





où à est une variable auxiliaire, et où les constantes r, q, c sont 


* re ; Fa A PV 9 à 
déterminées en fonction de deux nombres cominensurables tn 
m 


différents entre eux : 


27 [(a'— a)(2a'+a)(2a + a); 
7 me | 
( 7 2 (a'—a)(2a +a)(2a+a') 
AE 223 a’+a?+ aa 
2e (GENE ARE à ! : 
Les nombres a, a', m sont entiers et positifs; A ter ss sont tous 


trois fractionnaires et ont pour plus petit commun dénomina- 
teur m. 
. 3 7 . 2 
Si m est l’un des nombres 3, 4, 5, les rapports des intégrales 


et la variable «x s'expriment rationnellement en fonction d’une 
méme vartable. 









LL 


NOTES ST ATRS a a)'eln rh De il, 2 
ré AA D LRU RRE St A ER Ce à | 5 
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J'ajoute les résultats de la discussion faite au début du chapitre 
précédent. 

Par rapport à la variable », les intégrales canoniques n'ont 
que trois points singuliers 4 = 0, 1, . | 

Relativement à (x—1), elles appartiennent aux exposants 


[52 + . MIS 
0,33 en sortequea —=1est un point critique du troisième ordre 
pour leurs rapports. 


; 243 : 1 2 
Relativement à —; elles appartiennent aux exposants ai? 2 
en sorte que «a = est un point critique du second ordre pour 
leug's rapports. 

24 + a 


Relativement à +, elles appartiennent aux exposants — — » 
3m 


a—a a+2a Et ’ | Re 
tr don me et x — 0 est, pour leurs rapports, un point critique. 


d'ordre m. 
La théorie que j'ai exposée dans le chapitre Ï donne immédia- 
tement ici les procédés à suivre pour l’intégration. 

s Soit y l'intégrale générale canonique; appliquons-y la proposi- 
üon IX (p. 39) | pour que les lettres s'accordent avec celles qui 
ont été adoptées précédemment, j’échange ici les lettres X, Z|. 
Considérons la solution primitive X, Y, Z de l’équation 


X?+ Y5+Zm—0 


en polynomes entiers d’une variable n. Posons k 





Z,m 
(3) ONE LERES TN 
d’où résulte 
Y3 
# X —I1—= X2? 


il résulte de la proposition IX, et l’on peut aisément vérifier ici que, 
st l’on pose 
1 


> y 
(4) »=(m) 3; 


x 


la nouvelle inconnue 3 est un polynome entier de la nouvelle 
variable n. 


Le degré commun de X?, Y3, Z" par rapport à n es’ 


12m 


M= =—— 
6==m 
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le degré du polynome entier 3 est 


2 ! 
(5) de (ataa+ja) um. 


Ce nombre d, d’après les conditions imposées, et les valeurs 3, 4, 5 
que peut prendre m, est effectivement, comme 1l convient, toujours 
un nombre entier. 

En ce qui concerne les exposants auxquels appartiennent les 
polynomes z et leurs combinaisons, on reconnaît que les combi- 
naisons linéaires des polynomes 3 appartiennent aux exposants 
0, 1,2, relativement à tout binome (n—$) autre que ceux où est 
une racine de Z. Relativement à (n — no), no étant racine de” Z, 
les combinaisons linéaires des polynomes 2 COPETARE aux 
exposants 0, a, a+’. 

À chaque valeur de à correspondent M valeurs différentes pour la 
variable n; et ces M valeurs se déduisent d’une seule d’entre elles 
par les substitutions linéaires d’un certain groupe G, d'ordre fini 
(chapitre 1). Il en résulte, pour tout polynome 3, M détermina- 
uons pour chaque valeur de &. D'ailleurs, le facteur qui figure 
dans (4), et qui est le rapport de y à z, est inaltéré (sauf un coeffi- 
cient numérique) par les substitutions de G; donc, par les substitu- 
tions de G, z acquiert M valeurs qui sont liées par des relations 


linéaires identiques. En d’autres termes, si l’on prend trois des poly- 


nomes z, et qu’on effectue, dans les polynomes, sur n,, n°, les subs- 
titutions de (x, cette opération a pour effet de transformer l’ensemble 
des trois polynomes z par des substitutions linéaires; ces dernières 


forment aussi un groupe. 


2. Pour effectuer l’intégration, sans recourir à des transformations 
qui seraient presque toujours impraticables, je me servirai de ces 
propriétés comme Je l'ai fait précédemment pour l'équation de 
Gauss (chapitre [, n° 19, p. 44). Je vais d’abord prouver que les 
propriétés précédentes définissent entièrement les polynomes 2. 
Voici la proposition que Je vais, à cet effet, démontrer : 

Soient trois polynomes entiers d’une variable n (), ayant les 


propriétés suivantes : 





(1) Dans cet énoncé, il faut entendre que la variable n est remplacée par n, : Na) 
que le dénominateur est supprimé; et ensuite que les substitutions . G sont mises 


sous forme entière par rapport à n, et n,. 
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1° Relativement à tout binome (n — 8), où 8 n’est pas racine 
du polynome entier L, faisant partie de la solution primitive 
de X? + Y3 + 2" — 0, leurs combinaisons linéaires appartiennent 
aux exposants 0, 1,2; 

2° Relativement à tout binome (n — où n, est racine de Z, 

TT Nos 
leurs combinaisons appartiennent aux exposants o, a, a+ a’ 
(a, a! étant entiers positifs); 

3° Lls se transforment entre eux par une substitution linéaire, 
quand on effectue sur n les substitutions du groupe G, qui est 
lié à l'équation X? + Y3 + 2" — 0. 

Ces trois polynomes sont les intégrales d’une équation linéaire 
du troisième ordre appartenant à la elasse définie ci-dessus, les 
lettres a, a’, m ayant, de part et d'autre, une même significa- 
tion. 


Il est bon d’ajouter ici une observation relativement à la valeur 
F ) - I : : 
infinie de n. On doit regarder — comme étant un des binomes (n — 6); 
L 


et, comme il s’agit de polynomes entiers, on doit entendre que, si d 
est leur degré, les combinaisons de ces polynomes appartiennent aux 


= à 
exposants — d,—d+1, — d+)2, relativement à À 


Par une substitution linéaire; on peut toujours faire en sorte que 
le polynome Z n'ait ni la racine o, n1 la racine w; et c’est ce qu’on 
pourra supposer pour le raisonnement. Dans les applications, il n'en 
sera plus de même ; mais ceci ne trouble en rien les résultats. Au 
reste, ces difficultés apparentes disparaissent d’elles-mêmes quand, au 
lieu de n, on met deux variables homogènes n,, n2 dans X, Y,Z, et 
qu’on considère n comme étant une fraction à coefficients arbitraires : 


_AmEpRm, 
À'ni + m2 


Cette supposition faite pour le raisonnement, on peutensuite, pour 
dix. 
» n2 
Avant de faire la démonstration, Je dois encore observer que les 


l’application, faire u — 0, X' — 0, À — p/, en sorte que n — 


: int 
nombres a, a' et le degré d des polynomes, qui jouissent des pro- 
priétés mentionnées, sont liés par une relation. Effectivement le 


déterminant U 
U=(z3:2:;h 


DER 


TE ae PORTE UE TS SCO TO PE SP ENT 
de US EE 


À 
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est du degré 3(d — 2). D'après les suppositiôns faites, il n’a pour 
racines que celles de Z, et chacune avec l’ordre de multipli- 


cité (2a a — 3). Le degré de Zest _ ou, d’après la valeur de M, 


, \ , [12 , . - 
rappelée tout à l'heure, RE On a donc nécessairement 
dead ee DE ANS) 
EE Bi HSE 
ce qui concorde avee la formule (5). 


3. J'arrive à la démonstration; elle est fondée sur les résultats de 
la discussion .contenue à la fin du chapitre IIT. 

J'envisage l'équation (A) dont la variable est n, et dont les inté- 
grales sont les trois polynomes 3,, 22, 23. Je prends l’invariant V, de 
celte équation, relatif à la variable n. D’après les suppositions, al n’a 
pour infinis que les zéros de Z, chacun triple. Donc V, est une frac- 
uon rationnelle dont le dénominateur est 23. Quant à son numé- 
raleur, 1l est manifeste que c’est une fonction inaltérée, sauf un 
facteur, par les substitutions de G. On pourra donc trouver immé- 
diatement sa forme, dès qu'on connaîtra son degré (proposition VI, 
p. 28). Orce degré nous est connus car l’invariant V,, du poids 3. 
doit être infiniment petit du sixième ordre pour n =  (p. 148). Le 
degré du numérateur est donc inférieur de six unités au triple du 
degré de Z, c’est-à-dire qu'il est égal à 


De là résulte que ce numéraleur ne peul être autre chose que le 


polynome X ; on a donc 


À étant un coefficient numérique. 

J'envisage maintenant l’invariant absolu k, et d’abord son numé- 
rateur À,, qui est un invariant relatif, du poids 8. L’invariant X a 
une limite finie et différente de zéro pour les racines de Z (p. 143). 


È ; ; 
Comme son dénominateur est V*; il en résulte que A, est infini du 
huitième ordre; donc le dénominateur de A; est Z$. D'après un 





D 





s 
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principe que Je viens de rappeler, le numérateur de A; est du degré 


M 


EEE 
nt 


4 I 
16 — — M = M + > M. 
HP 3 
Suivant la même proposition VI, dont je viens déjà de faire, usage, 
le numérateur de A, a la forme Y(cX?_-Z"); ainsi l’on a 


YA 
A, — B 7s (cX°— Zm), 


où B, c sont des coefficients numériques, et, par suite, 


V3(cX? Zn )3 
X: k 


À h3—7r 


* 


r étant un coefficient numérique. Prenons maintenant « pour variable 


en posant 
Zn à Y3 
=" d’où résulte CAES 


X2? X? 





L—— 


Comme :l s’agit d’une solution primitive, il en résulte (p. 19), 
C étant encore un coefficient numérique, 


da TION 
TRUE 


Au moyen de ces dernières relations j'obtiens 


PTE A TC COR EN a3(a—1) 


x 


An ND CAT XAN A 1 
vi (4) 


De là résulte immédiatement l’invariant absolu /, et l’on voit que 
h3, l s'expriment en fonction de x, précisément sous la forme (1). 
Quant aux coefficients numériques, leur identité dans les deux cas 
résulte de la discussion faite, dans le chapitre précédent, au sujet 
des points critiques des équations de la classe (1). 

La proposition énoncée au n° 2 est donc prouvée. De cette propo- 
sition et de ce fait que l’équation différentielle existe, je peux con- 
clure que, pour chaque cas, c’est-à-dire pour chaque système de 
valeurs des nombres a, a! (satisfaisant avet m aux conditions de 
l'énoncé du n° À), él existe un, et un seul, système de polynomes z 
satisfaisant aux conditions de l’énoncé du n° 2. Je pourrai donc, 
dans chaque cas, employer, pour les construire, un procédé arbi- 
traire. | / 


RE A EG APS EL T PÉTR UL PPRURE MUST 
= sr ? 
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4. Le procédé naturel et régulier d'intégration qui résulte de cette 
analyse est le suivant. 

Soit no une racine de Z; une de combinaisons des polynomes z 
doit appartenir, bone à (n— 0), à l'exposant (a+ a'). On 
connaît le degré d des polynomes z; on en a donc un de la forme 


SITE (n NUE 1 TES, 


où € est un polynome de degré (d — a — a’). Effectuant maintenant 
sur n les substitutions du groupe G, on déduira de z d’autres poly- 
nomes analogues : 

Ne To Ce 

z'=(n—nç+et", 
et l’on déterminera les arbitraires de € : 1° par cette condition que 
trois seulement des polynomes 3, 3/, 3’, ... soient linéairement dis- 
tincts; 2° par cette autre condition que la combinaison linéaire faite 
avec deux d’entre eux, z3', 3", par exemple, de manière à ce que cette 
combinaison soit un polynome ayant la racine n5, ait celle racine 
multiple d'ordre a. De celte manière, loutes les conditions seront 
remplies; car, d’après le mode de formation, toutes les racines de Z 
joueront un seul et même rôle. 

De plus, d’après la remarque ci-dessus, on est assuré que le pro- 
blème a une solution, et une seule. 

Quand on applique ce mode de solution, 1l arrive le plus souvent, 
au moins dans les premiers exemples, que la connaissance des pro- 
priétés du groupe G montre d’une manière certaine quelles doivent 
être les racines du polynome €; en sorte que la solution est presque 
immédiate. 

Dans certains cas, on réussit à former les polynomes 3 par un pro- 
cédé différent, mais dont le succès n’est pas certain. Ce procédé est 
fondé sur une remarque analogue à celle que J'ai faite au chapitre I°* 
pour l’équation de Gauss (p. 46). Soit © un covariant des poly- 
nomes X, Ÿ, Z. Prenons ses trois dérivées partielles du second 
ordre w,,, 212 Pa». Les substitutions du groupe G, effectuées sur n 
dans ces trois dérivées, ont pour effet de les transformer elles-mêmes 
par des substitutions linéaires. Si donc ces trois polynomes jouissent 
des propriétés voulues relativement aux exposants, ils fourniront des 
polynomes z propres à la solution d’un cas de notre équation. 





RTE RO VE SL CU TN NS ee ee Let del € DO U VENT HET CRT LU AT 
] ; È p à 2" "é net: 2 c S F ë 2 . et de 
: Ve 12 k , NE: 2 $ 4 à à \ 


NES. 
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D. Je vais maintenant effectuer les calculs complètement pour un 
certain nombre d'exemples, et je commence par les cas qui se rat- 
tachent à l'équation X?<+ Y3 + Z3— 0. 

Je rappelle d’abord que les polynomes X, Y, Z sont les sui- 
vants (p. 2b}: 

X = rin2(ni —n2), 
Y=ni—aiVinini+né, 
Z=ni+oiyinini+ ni, 
liés par la relation 
23— Y3— 1253 X, 


en sorte qu'il faudra poser 


La formule (5), qui donne le degré d des polynomes 3, devient, 


pour 





SK? 


d [a(2a + a') —3]. 

Les entiers a, a!, divisés par 3, doivent donner le même reste. On se 
rappellera que, du même coup, on intègre deux équations de la 
même classe générale; car la classe adjointe ne diffère que par 
l'échange de à, a’. 


Eremierexemple :@\ra"—4 doùrésulté. d= 6. 
Désignons par oo dy, 2, &3 les racines du OUR Z. Suivant 
la méthode qui vient d’être sxphgués (n° 4), j'envisage quatre 


polynomes : 
Z%9—= (n — ao) (n — Co), 


sr (n —=ai1) (n—"e;), 
39 == (n — G2)5,(n — CL); 


Z3= (n — 43) (n — cs), 


déduits les uns des autres par les substitutions de G, qui échangent 
les racines ao, &1, ... de Z, Quant aux suBstitutions qui laissent 
inaltérée &ç, 1l faut bien ici qu’elles laissent inaltérée c,. Donc : 
1° Appliquées à c,, les substitutions de G ne donnent que quatre 
quantités différentes. En conséquence, €, est nécessairement une 
racine de Ÿ ou de Z. Il faut, d’ailleurs, noter que ce ne peut être &, 
sans quoi les polynomes n’appartiendraient pas aux exposans 
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donnés, relativement à (7, — aÿ); 2° a, et ©, restent inaltérées par 
les mêmes substitutions. Cette propriété ne peut appartenir à deux 
racines du même polynome 2, comme il est très aisé de le voir. 
Donc c, est une racine de Ÿ, adjointe à &. 

Cette adjonction d’une racine de Ÿ à chaque racine de Z est un 
fait qui se vérifie avec une grande facilité. Les racines de Z sont les 
suivantes : 


a = (—1+ 3), dj = — do, da = a = De 





Quant à celles de Ÿ, on peut les écrire ainsi : 


bo = ia 3, b; = ia», Da == t@o, D Lai. 


bn étant la racine qui se déduit de a, par le changement de signe 
de VEX Elles sont liées entre elles par les mêmes relations que les 
racines & correspondantes 


bi = — b5, : De = — bi= 


Or le groupe G dérive des substitutions 
[+in 


G nn =—: Les - 
(G) 1] 0; ui ner 


Les formules précédentes montrent qu’à l’égard de la première subs- 
ütution (x), son elfet sur une couple de deux racines adjointes (a, b,) 
est de la changer en une couple de deux racines adjointes. 

Il en est encore de même pour la seconde substitution (G); car si 
l’on pose 


: 14714n b' 1 + 10h» 
PL SES AN ARE An) MER CPE ES. 
I — ln I— 10» 
on trouve sans difficulté : 
/ / 
1 ! 
dj — a, b, == ba, 
! 4 
do —= 3, b, —= b3, 
! / 
DRE FE 0$— bi 


Ainsi, st l'on désigne par an, b, deux racines adjointes de Z et 
de Ÿ, la solution pour a =1, a'= 4 est composée des intégrales 
particulières 


FAST 7s (n — An) (n — 6»): 
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On voit qu'ici la solution a été trouvée sans qu’on ait eu besoin de 
recourir à la condition que les polynomes 3 ne soient linéairement 
distincts qu’au nombre de trois. Pour vérification, nous pouvons 
alors recourir à cette condition, et nous assurer qu’effectivement les 


quatre polynomes 
Zn = (n — An) (n — ba) 


sont liés par une relation linéaire et komogène. Sans donner le calcul 
dans tout le détail, j'en indique seulement les traits principaux, per- 
mettant de le reconstituer sans effort. 

La relation qui lie ces polynomes est 


Z0— 31+ 1Af( 32 — 33) = 0. 


Pour prouver cette relation, on peut procéder aïnsi : envisageant le 
premier membre © de cette équation, on démontre, au moyen des 
relations ci-dessus que w est invariable, sauf un facteur, par Îles 
substitutions de G. Le degré de © étant égal à 6, on conclut (p. 28) 
que w ne diffère de X que par un facteur. Pour prouver que ce fac- 
Leur est zéro, on cherchera le coefficient du terme du plus haut degré. 
Or ce coefficient est visiblement zéro, c’est-à-dire que le degré de © 
s’abaisse à 5 quand on prend la variable n comme on l’a prise 1c1; 
ou, pour écarter toute difficulté, si l’on prend les variables homo- 
gènes 1, 2, On voit que w a le facteur n, comme X. Cette vérifi- 
cation ne peut donc Stine et 1l faut FRS le coefficient d’un 
autre terme. En prenant dans v le terme en n°, lequel existe dans X, 
on lui trouve pour coefficient 

eee DR RAR AU 

ana CE er 5iaf— 5ai +1), 
et pour s'assurer que ce coefficient est zéro, il suffit d'observer 
l'identité 


non 0 net (nt) niet din Wilnts Gt in ET 


où l’on reconnaît que le facteur [n?+(1+i)n—t] a pour 
racines @o, bo. La vérification est donc faite. 


6. Je ferai encore une autre vérification, en retrouvant la solution 
du même cas par le second des procédés indiqués au n° 4. Cette 
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solution est fondée sur le petit lemme algébrique suivant, qui me 
servira encore plus loin 


Soit Z un polynome de degré m, entier et homogène, des 
variables n1, +, d’où l’on déduit trois autres polynomes z, en 


‘posant 


{za=(m—2) ZL5—-(m—i)Zl:,: 





OZ 
; Ar Alt | 
(6) { 2=(m—2) Z23—(m—i1)Z2»3 7 PREer 


\ Z3 — (m = 2) Li Le en (m—1) Zi: 


Pour chaque racine de 2, il existe une combinaison linéaire 
des polynomes z, qui a cette racine avec l’ordre À de multiplicité, 
au moins. 


NY 
res 


du poly- 


Pour prouver ce lemme, envisageons une racine 


Ra 
Le 


nome 2; et la mettant en évidence, posons 
L = (Éani— Éin2)P. 


Formons ensuite la combinaison 


HET E? 21 +È5 32 + 2É1Ë2 33 
On trouve bien aisément 


36 = (Éon1 — 102) [(m—2)(EPi+éP.} 
— (m—1) P(ES Pis + 26160 Pia + E3 Pos) ]. 


Si l’on observe ensuite que (m — 1) est le degré de P, les propriétés 

des fonctions homogènes permettant de transformer cette expres- 

sion en celle-ci : 
f 


es 4 
(3) 2r= HRILE SRE (Pal Par 





D'où la preuve du lemme annoncé. 


7. En prenant pour Z, dans les formules (6), le polynome du 
même nom (n° 9), J'ai pour 344, Z», Z3 lrois polynomes entiers du 
degré 6. 

Sauf un facteur, égal à la puissance de Z, ce sont les dérivées par- 


1 
elles secondes de Z”—!, c'est-à-dire d’un covariant de X, Y, Z. 
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Une de leurs combinaisons a une racine commune avec Z, et cette 
racine y est multiple de l’ordre 4, comme ilrésulte du lemme. Je vais 
maintenant montrer que, pour ce cas particulier, cette même combi- 
naison contient une fois de plus la même racine. Gela fait, nous 
serons assurés que les polynomes z en question constituent une solu- 
ton de notre problème. 

Le polynome Z étant réciproque et bicarré, je peux écrire 


P = (Esn1 + Eine) (fr — É3n). 
Il en résulte 


(Po — Pis Pos) = (En — EË na)? + ETES (3 Eo na + Es) (3 Eine + Éani). 


KRle 


Développant, et remplaçant, pour plus de simplicité, n,, £1, no, Fa 
£ | 6 Le] . 
Pal Ni 6 l,41: Jai 


H= (Po — PiiPoo) = E(Er +3 )n2+ 8Ein +1 + 3Ë4. 
Je veux vérifier que ce polynome a encore la racine n —£. Ceci 
impose à € la condition suivante : 


Or on a 


N8+Iin +1 = (ni + aiV3 n2+1) (ni— 2193 n2+1) = YZ. 


La condition est donc vérifiée, puisque Ë est déjà une racine de Z. 

On peut vérifier encore que la seconde racine du polynome II est 
la racine de Y, qui est adjointe à £. Écrivons, à cet effet, que dans 
le produit des racines est égal à — ;. Ceci donne la condition 


5 it SE io (EH i)(E— it), 


qu’on peut écrire | 
(E+I)(Ë—d)(È— d)(£—0b)(E— bi) = 0. 


Cette condition a donc lieu pour £ — &,; la seconde racine de IT est 


L : 
alors — —, ce qui n’estautre que b,. 
Œo 


La vérification est donc complète. - 

Tous ces détails, minutieusement donnés pour ce cas, me per- 
mettent d’exposer-plus brièvement la solution pour les autres 
exemples que je vais traiter. | 


æ 


+ 


Le: RER SES ON es NT EUR EME EN TRS PCT ON 1 ARE PP NÉ UIr Se. 
D SI SEE : ; ÉTAT Ju SE PETER D: NET APRES 
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8. Deuxième exemple : a —1, a '—5; d’où résulte d=10. 
Pour chaque racine a, de Z, il y a un polynome £, contenant le 
facteur (n — an). Le polynome est complété par un facteur du 
second degré. Il y a quatre pareils facteurs, dont l’ensemble donne 
les racines d’un covariant. Puisqu'il y en a en tout huit racines, ce 
covariant ne peut être que Y?, Z? ou YZ (p. 28). Pour les mêmes 


raisons qu'au n° 5 (premier exemple), on voit que ce facteur est Z?, 
et que z, a la forme 
Zn = (n — An} (n — bn)?. 


L'intégrale générale est donc composée des intégrales particu- 
lières 
1 


X3 
VE 73 (n— an)8 (n — br}, 


où (@n, bn) sont deux racines de L et de Ÿ, adjointes entre elles. 


9 Troisième: eremplé Fa —=5 ta 5;d'où-resulteet="ro, 
Dans ce cas, la solution ne s'obtient plus aussi immédiatement. Je 
traite ce dernier exemple (pour m—3) précisément pour montrer 
comment la méthode générale expliquée au n° 4 peut être appliquée. 
Pour chaque racine a, de Z, il y a un polynome z, de la forme 


Zn = (n — An) 'Yn) 


el ©, est du troisième degré. Le produit des quatre polynomes v, est 
du douzième degré. Ce covariant a donc la forme X? + A7Z3, et la 
constante numérique À n’est pas connue a priori, circonstance qui 
ne s’était pas produite dans les exemples précédents. ; 

Le polynome v, doit rester inaltéré (sauf un facteur) par celles 
des substitutions de G qui n’altèrent pas a». Or on aperçoit immé- 
diatement que les deux polynomes du troisième degré: (n — &5)° 
et (n —&@;)(n — a>)(n — a3) ont cette propriété relativement à @s. 
Donc, suivant l’analyse de la page 23, je peux conclure : 


Lo = (n — do) + Un — PAC — 43) (n — ds), 


où pe est un coefficient numérique non encore connu. Je déterminerai 
ce coefficient par la condition, relative au nombre donné a = 2, que, 
si l’on combine linéairement deux des polynomes z, autres que 
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20 5 
40, de manière à ce que le polynome obtenu ait la racine a,, cette 
racine y soit double. 


Je prends 3: et 3,; j'y remplace a,, a&:, as par leurs expres- 
- I 
SIONS— Gp, — et — 

do 


Ï ; : - 
A J'ATAINSI 
&o 


39 — 


n L 
DANSE AE mr (aon—1)7(n + do) (&on +1) (n — &), 
{ d 0 
3 — 


1] I 
Zi (on < 00 EU er (don Tr)? (n:+ Go) (aon — 1) (n — &o). - : 
0 7 0 
La combinaison à considérer est 
z=(a$+i)l0z—(a8—31)103;, 


qui s’évanouit avec (n — a). Par un calcul qui n’offre aucüne diffi- 
culté, je trouve 


), = 4[5(a$—1)+ 4pab(ab+1)] (ai —1Y, 
49 : 
et J'en tire la valeur de u 
5 (aj—1})? 
H ZE — — , 
4 aÿ(aÿ +1) 
Pour réduire à à une expression purement numérique, le plus rapide 


est d'utiliser les deux égalités que nous avons déjà vérifiées précé- 
demment (p. 203) : | 


aÿ+i4ai+i=o, à 
? ai —4iai—1—=0. 
Joignons-y cette valeur de aÿ 
aè=i(2—Vy3) 
el nous avons 


(à) 


Ainsi l'intégrale générale est donnée par les intégrales particu- 


lières qui se déduisent, au moyen de permutation d'indices, de 
CellesCii 2e 


jen ao+uofi+ 2) En — &)(r = &)(n = &)| 


Il faut bien noter que le radical ÿ3 est ici le même que celui qui 
figure dans Z; il n’y a pas d’ambiguïté sur son signe. 


x5 
D 'ÉCRETAT 


TS deu LC s sn US Lu den ES Ed Een 250 Rays 
‘ Cp ue er PAPE COM UT EN DM RTS 
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On voit, dans cet exemple, comment les conditions reconnues 
pour les polynomes 3 sont, en général, surabondantes. Ainsi Je n’al 
pas fait usage de la condition : les quatre polynomes x doivent être 
liés linéairement. 

Par la nature de la question, il résulte de leur construction qu'ils 
sont liés ainsi. La vérification de cette propriété exigerait un calcul 
que je crois inutile d'entreprendre. | 


10. Je vais maintenant donner quelques exemples se rattachant 
au cas général m—4 et, par conséquent, à l’équation indéter- 
minée X2 + Y3 +71 — 0. Je rappelle que les polynomes constituant 
la solution primitive sont : 


X=n8—33ntni—33nini+nt}, 

Y=ni +idgnins + np, 

= nine (01003): 
liés par la relation 

X2+ 92,337 — Y3, 
en sorte qu'il faudra poser 
Z* 

X2 


a ——2?,3 





La formule (5), qui donne le degré d des polynomes z, devient ici 
| d=2(2a+a)—4. 


Je rappelle encore que les entiers positifs, a, a’ doivent être tels 


a a+a ‘ ; : ; É 
QUES y SOICNL fractionnaires et aient 4 pour plus petit 


AJ EM 4 


commun dénominateur. 


“ 


Premiereremple NAN GR OUT ESA, 
Le second des procédés indiqués au n° # réussit ici immédiate- 
ment. Prenons les dérivées secondes de Z, savoir : 


Li 


Lin 3onine, Zoo — Bonini, Lio 5(ni—n2). 


Ces polynomes sont du quatrième degré, et appartiennent relatui-. 
vement à n aux exposants 0, 1, 3. D’après leur mode de formation, 
leurs combinaisons linéaires appartiennent aussi à ces mêmes expo- 
sants relativement à tout binome (nn — n,) où n, est une racine de Z: 
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Ils fournissent donc la solution. Ainsi l'intégrale générale se com- 
pose des intégrales particulières 


a H N 3 0 NAS 
(je Ge 2-0 


11. Deuxième exemple : a — 1, a —5; d’où résulte d = 10. 

Le même procédé réussit encore, au moyen des dérivées d’un cova- 
riant analogue à celui que j'ai employé au numéro 6. Je forme les 
combinaisons : 


ALT —5ZZy = 4Gn$(i5ni+ ni), «? 
423 — 5223 = 4n$(15ni + ni), 
4Zi22—52253=— nin2(5n$— 54ni ni + 5n$). 


Ces polynomes répondent manifestement à la question. Ainsi l’in- 
 tégrale générale se compose des intégrales particulières 


_. 


ss ï Xe 
_— (3) (15n°+1), r= (à) ne (nee T9) 


| 


X\3 
de (à) non mn eo). 


LE Drotsléemererempiassd2 "al 5 vd'ouxresulhe d= T0: 
Une observation très simple sur les propriétés du groupe G et des 
racines de Z fournit immédiatement la solution pour ce cas. Le 
groupe G dérive des substitutions 


: PAF en 
G LE panne 
(G) PA Re 
Désignons les racines de Z, ainsi : 


Lo, Copy Æj, Lg, Xi, Li, 


ces racines sont dans l’ordre correspondant . 


Re t Le 
Tn = lTn; Th — 


\ 
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J'ai alors le tableau suivant des échanges entre ces racines #, : 


To — Lo» Ti — Li, Dj — T1, 
[ ! ! 

To — Lo; Ti — Ti, æ i—= Æ1; 
# 7 LES Lee a 

PCs) DAME Ti = #9; 
TRE A RE Ne ; tree 

ho = X_1, T1 = L- j, Ta To. 


Il en résulte que, par toutes les substitutions de Gr, les couples(to, L.); 
(ti, æ_1) et (æi, &_à) se transforment les unes dans les autres. Par 
suite, les trois polynomes suivants : 


21= 9903) 32 = (1 — no )$ (ri + M2)5, 23 = (n1 — dnoe)$ (mi + ên2)5 


se transforment les uns dans les autres par les substitutions de G 
effectuées sur n1, 12. On voit d’ailleurs que 3, contient la racine n, = 0 

k s SR PE 
multiple d'ordre 5, et que (3: — z3) est divisible par n1. Ces poly- 
nomes répondent donc à la question. En conséquence, l'intégrale 
générale. est 


x \5 
En (3) Lens e'(mi1)8 2 6(8+ 1). 


13. Cette solution suggère immédiatement une généralisation, qui 
est la suivante : 


Quatrième exemple : a = 2, A Fe d’où résulte d = 2n +4; 
l’intéegrale générale est. 


14. Et maintenant, dans cette solution, » est un entier quelconque 
qui figure explicitement dans l’intégrale comme dans les données. 
On est en droit d’en conclure que la solution a encore lieu quand n 
est absolument quelconque. Il convient de reproduire ici l'énoncé 
complet d'un cas aussi curieux. Dans cet énoncé, je remplace 7 


par 2(u— 1) où y est alors, comme », une constante quelconque. 
Si dans les équations (!) 


Ch rai) (ac), 


Fe) l=qa(a+ nn 





(!) Comme une vérification curieuse, je signale ce fait que, pour p = 3 ou pour 
u = — 2, on a le cas particulier qui a déjà été traité au chapitre III (p. 124). 









VU d'unité +) 4 sé L'ADE DU, rs AD LL nl or d Cr. mi, Le À 4 , NN ” 
ee ST RS PT PU MO ee Ur Pie ni ne MU re RE 
. d FZSS en PA ART, Ê A+ , ï £ DA « 

y brad i ü ' = F 
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on suppose les constantes r, q, c données, comme il suit, en fonc- 
tion d’une arbitraire u : 


1 Du I gp 
2% [u+n)G=2mCO=HbE 
I 
22. At Le 2 DRE VER NI ARE Re NF RER. 
7 Tu+nG—2me@—p) 
3 f 2 
GQUEe Hor Ue) 


et qu'on pose, en introduisant une variable auxiliaire », 


Er — 1) Z: k 
se, 


(n12—33n —3n Li) : 
l'intégrale générale canonique est 
ë 


ANS MT, > 
174 (x) [env + c'(n?—1}v+ cn? +1}4]. 


En d’autres termes, ceci peut s'exprimer ainsi : Dans la classe ainsi 
définie sont comprises les équations pour lesquelles trois inté- 
grales yi, V2, Ya sont liées par la relation 


1 1 1 
RAR ET 0 


Dans les exemples qui précèdent, comme dans ceux qui suivront, 
les résultats sont susceptibles d’interprétations géométriques relatives 
à la courbe attachée (p. 102). Je les passe sous silence pour ne pas 
allonger ce mémoire. Cependant, pour ce dernier exemple, je crois 
devoir signaler que, les invariants h?, l'étant envisagés comme des 
invariants différentiels, l’élimination de «entre les équations (3) 
fournit l’équation différentielle, du huitième ordre, des courbes 


triangulair rt d° RE 
tangularres symétriques d'exposan Si Le 


\ 


15. Je vais traiter maintenant deux exemples du cas m—5, se 
rattachant ainsi à l'équation X? + Y° + 725 — 0. Je rappelle que les 





(') Les courbes triangulaires symétriques ont été ainsi nommées par M. de la 
Gournerie, qui en a fait une étude très détaillée dans son ouvrage Sur les surfaces 
réglées tétraëédrales symétriques. 
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polynomes composant la solution primitive de cette équation sont : 





210 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


X = n° + nn + 522nini(n —n%) —10005n Pr (ns +ne 
= nm = 0o8nin (nt 18) 9 none 


= nin2(n 4 +iinini — nl). 


EN 


Ces polynomes sont liés par l'identité 
poly P 


Y5- 26.3Z5— X?, 
en sorte qu'il faut poser 
Z5 
dt — 26,33——e 


X2 


e 


: 


La formule (5) donne pour le degré d des polynomes 3 


d=4(2a + a") — 710. 


Les nombres &, a' doivent être choisis de telle sorte que (a+ a')soit, 
comme a et a/, premier à 5. 
Le groupe G dérive des substitutions 


Z- : AR 
(+ spa 
(G) SR ee ER 


te 


où eest une racine cinquième de l’unité. 

Les racines de Z jouissent, à l’égard du groupe G, d’une propriété 
analogue à celle que j'ai mise tout à l'heure en évidence dans le 
cas m— 4. Celle propriété a été signalée par M. Félix Klein (!}), 
la voici : les douze racines de Y sont d’abord 0, æ que je désigne 


, et que j'associe, puis Ti, Lo, La, Ts, Que J'associe res- 


RÉ o 
pectivémentavec dL3 0. Di M EnTPOsANt 


Œn = (e -Hrer)en: Dh (RENE 


| ‘ 
e étant loujours une racine cinquième de l’unité. On a composé 
ainsi Six couples (Zn, &, ). La propriété consiste en ce que, par toutes 
les substitutions de G, ces couples se transforment les unes dans les 
autres. 


(5 Weitere Üntersuchungen über das Ikosaeder (Math. Ann., t. XII, p. 57). 
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16. Premier exemple : a = 1, a! — 2; d'où résulte d — 6. 

J'envisage le polynome z,, qui contient le facteur (n — x, ). I] 
est complété par un polynome du troisième degré v,. Le produit 
des douze polynomes +, est du trente-sixième degré, et doit être un 
covariant de X, Ÿ, Z. Ce ne peut être que Z?. Donc @, a, pour 
racines, des racines de Z. On est conduit à reconnaître ainsi que z, 
a nécessairement la forme - - - 


An (0 En) CN ce Zn), 


en sorte qu’il n'y a que six polynomes Zn, un pour chaque couple 


(Zn, Z,). On peut d’ailleurs très aisément vérifier que de ces Six 


Pire trois seulement sont linéairement distincts. Eu effet, 
d’après les expressions ci-dessus de x,, æ} , on obtient, en dévelop- 
pant Z», | 

Zn = N+n—+e!(3n5— 1) — Gest ni. 


Si l’on prend maintenant trois pareils polynomes 2», 3», et 3», on 
obtient la relation 


(ent en’) 2 tee en") znr+ (er — eR)znr— A n5 — À 30, 


où À est un coefficient numérique qu’il n’est pas nécessaire de pré- 
ciser davantage. Cette relation Heu e l'exactitude de la proposition 
prévue. 

Ainsi l'intégrale générale se compose des intégrales particu- 


lières 
X\?. 
r=(x) … 


Libenrièemeeremple. a+, a —5; d'où:résultée d =10; 


4 


) MT æn)(r Ty) 


D > 


On a immédiatement la solution en envisageant les dérivées 
secondes de Z, qui sont : | 


4 


Le # Li = 11071 no( ni? + 33), 
Lao = 110n5n1(3n°— ni), 


La ti(niÿ + 36nini—n4 


et constituent des polynomes satisfaisant à la question. 


118 _ Ainsi l'intégrale générale se compose des intégrales parti- 


1 1 


me 
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JF = (x) (Sail); 


2. 
Y.= (3) (DÉS 0 NEA), 


En terminant ce chapitre, je ferai une observation qui s'applique 
à tous les exemples traités. Une seule des intégrales particulières 
peut suffire pour constituer l’intégrale générale. Les déterminations 
multiples dont n est susceptible pour chaque valeur de « permettent, 
en effet, de déduire les intégrales d’une seule d’entre elles. 
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. CHAPITRE VII. 


Applications. — Étude d’une classe d'équations linéaires du quatrième ordre, pré- 
sentant trois séries indéfinies de cas d’intégrabilité : deux séries de cas par les 
fonctions ratiounelles; une série de cas par les fonctions elliptiques. — Méthode 
d'intégration par les fonctions rationnelles. — Trois exemples. 


1. Je m'occuperai, dans ce chapitre, d’une classe d'équations 
linéaires du quatrième ordre, offrant la plus grande analogie avec la 
classe d'équations du troisième ordre dont il a été question dans le 
précédeñt chapitre. Je définis cette classe en donnant les inva- 
riants 3, l, s°, en fonction d’une variable auxiliaire &, comme il 
suit : 

R3= r(a —1)(a + c}, 
C—3 
= — qua + ; , 
| ï 
sè = nr2(a—1) (a+ Aa + B}. 


Se 





(1) 


Lo 


Les lettres r, g, n, c, À, B désignent des constantes. Je rappelle 
que h, l, s, sont les coefficients de l’équation canonique 


dy dy d 
(2) rt no er note Ne EN Vie 0; 








De la proposition démontrée au chapitre Il, n° 15 (p.130), il résulte 
que la transformée de l'équation (2), obtenue en prenant « 
pour variable indépendanté, a pour coefficients des fonctions 
rationnelles de x. C’est donc en réalité d’une équation à coefficients 
rationnels que nous nous occupons. Le mode de représentation 
employé a pour effet de mettre immédiatement en évidence les 


éléments essentiels. 


2. L'étude des points critiques se fait très aisément au môyen des 





RE RE ET ET TE RO ET OS LOL EME à TU REV SR Te 


D: : Fe À L 2 
E ’ « v > r L 
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résultats généraux obtenus à la fin du ehapitre III, n° 21 et 22 
(p. 141 et suiv.). L’analogie avec l’étude faite pour le troisième 
ordre, au commencement du chapitre V, me permet de donner ici 
les résultats, sans insister sur les démonstrations, que l’on pourra 
reconstituer sans effort. 

.. 1° Pour a —1, on à un point critique algébrique du troisième 
ordre; les intégrales de (2) appartiennent relativement à (a — 1) 
aux exposants 0, n _ 3° 

2° Pour à — 0, l’équation déterminante (p. 143) est 


rc DITS 28 r?nB 
(62) Sa SE = 0. 


HR PTE TE RP T 


3° Les circonstances relatives au point critique æ— œ seront 
entièrement fixées ici par l’application d’un résultat obtenu à la fin 


É 
B° 


placer les équations (2) par celles-ci, où je forme les premiers termes 


du chapitre If. Effectivement, si l’on fait à — on peut rem- 


des développements suivant les puissances croissantes de GE 


Ri= r$p-t [i+(3c—r)8 +..:], 


c —3 


lg Bi+ ; Be), 


sè = n3r2B—8 [1 (3A—2)8+...]. 





Je peux donc appliquer le résultat obtenu chapitre LIT (n° 25), en 


posant 


R=0— 2 Re tire 





, M=A—<. 


Ce faisant, Je détermine, au moyen des relations (36) [p. 155], le 
rapport ee le coefficient » et une fonction linéaire de À, c, en fonc- 
tion d’un entier arbitraire b. 

J’ai alors pour à = æ un point critique du second ordre en ce qui 
concerne les rapports des intégrales. Quant aux intégrales elles- 
mêmes, elles appartiennent, relativement à _ aux exposants 

2b —1 PEER 20+3 2b+3 


parmesan PO emerr em I zen rires t 0 


4 4 Â 4 


Envisageant maintenant l'équation (3), où la somme des racines 
est zéro, J'y vois encore trois constantes, que je peux prendre à 
volonté, g, c, B. Je détermine ces constantes de telle sorte que les 








ss 


\à 


ne 


- _ 
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racines aient la forme 





a ak DTA 
SO SD ae TMS D te > SE — 
mm mn nm 


a, k, a’, m étant des entiers positifs. La condition que la somme des 


racines soit nulle détermine $,, et les racines seront alors : 
3a+2k+a  a—0k—ax a+2k—a a+2k+3a 


4m s 4m $ am É 4m 


Les différences de toutes ces racines sont : 


RE STE LT a+k.  a'+k  a+a+k 
? ) , 3 3 PEAR SET LENS PE 
URL DD 1 m m m 








Si tous ces nombres sont fractionnaires, les intégrales appartiennent, 
relativement à &, à des exposants respectivement égaux aux racines. 

Ce n’est que pour m au moins égal à 4 qu'il devient possible de 
satisfaire à ces conditions. Mais, pour m — 4, on peut y satisfaire de 


diverses manières : 


Rd d—=ÂV+2, d'= AV + 2, K—= avt; 
2° Ni NEED Hs NS Le k = 4v"+; 
3° VE A'AN ETT, HAN ile 


Les conditions étant remplies, si m—4 où m— 5, alors l'équation 
pourra être intégrée par les fonctions rationnelles; si m — 6, par 
les fonctions elliptiques. Je vais m'occuper, dans ce chapitre, des cas 
où l'intégration s'effectue par des fonctions rationnelles. Je résume 
d’abord dans un énoncé le résultat explicite des calculs que je viens 
d'indiquer. 

Si dans les équations (1) on détermine les constantes comme 
il suit, en fonction de cinq nombres entiers a, a’, k, m, b, savoir : 


| r 44-09 (20 1)? 
ENS CT TOURNÉ 


3#(2b—1)(2b—5)(2b+3)(2b0 +37) 
À (C8 +n— HP du 
5c+i1 (2b—5)(2b +7) 
RAS TNA 9(20 +1)? — 44 
. 2{(at+at)+(at+2k+ a) 


(4) 


E m?[44 — 9(2b +1}] < 

1  3%(a—a)(a+a)(a+2k+a) 

JS: m${ 44 — 9(20 +1}?] ; 

SE (3a+2k+a)(3a' +2k+a)(a+2k—a')(a + 2k— a), 


mi(2b—1)(2b—5)(2b+3)(2b +7) 


Lt di à EDP A PROS VE PR SE AVES ANT ET Ehè Li den ee 2e ie de RS EN EE se "Te à 
se PU Ag rt BTE VS sé STE * LA PL bn + NE k 
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où best un entier positif quelconque, que l'on peut aussi supposer 
nul; a, a', k, m des entiers positifs, a différent de a’, et tels que 
les six nombres 

d <È@ k ak a+k a+k+a' 


EE 


3 
m m m m mt mt 








soient fractionnatres et aient m pour plus petit commun dénomi- 
nateur; 

Alors les rapports des intégrales canoniques, envisagés comme 
des fonctions de x, n’ont que trois points critiques a = æ, 1, 0, 
qui sont algébriques et respectivement d'ordre 2, 3, m. 

En conséquence, si m—6, l’équation est intégrable par les 
fonctions elliptiques; si m—4Â ou m5, elle est intégrable 
algébriquement. Les rapports des intégrales et la variable a sont 
exprimables en fonction rationnelle d’une même variable (1) : 

Relativement à (a — 1), les intégrales appartiennent aux expo- 


22 
sants oO, 3? 3? F4 


E ST 
Relativement à => AUX EXposants 


20 —: 20 —5 20 +3 20 +7 
TS RIT TUE cr ; 


ee D MEET) 
4 é 4 4 Ave 
Relativement à «x, aux exposants 


3a+2k+ a a—0k=@ .aiskia a+ok-?3a 
D'UN CRT I SN D I ÉE CO  NE 

Il faut bien observer que, dans le cas m = 6, il peut arriver que 
l'équation s'intègre algébriquement aussi, mais non pas par des frac- 
tions rationnelles d’une même variable. C’est ce qui advient si les 
intégrales exprimées par les fonctions elliptiques sont doublement 
périodiques de première espèce, et cette circonstance a lieu, non pas 
toujours, mais souvent. Au reste, l'examen des circonstances qui con- 
cernent le cas » — 6 est laissé pour le chapitre IX, où j'étudierai 
une équation à coefficients doublement périodiques, et à module quel- 








(1) On remarquera que l'échange des nombres «, a' entre eux a pour simple 
résultat de changer le signe de g, c’est-à-dire laisse A$ et s? inaltérés, et change / 
en — {. Ce changement a pour effet de changer la classe donnée en la classe adjointe 


(p. 139). Du même coup, on intégrera donc toujours deux équations rentrant dans 
la classe générale (2). 
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conque, Comprenant celle qui proviendrait du cas actuel (mn —6), 
restreint toutefois à l'hypothèse b — o. | 

Pour le moment, je vais succinctement étudier l'intégration de 
l’équation proposée dans les cas où m est égal à 4 ou à 5. Je ne don- 
nerai que peu d'explications, les raisonnements étant à peine diffé- 
rents de ceux que j'ai employés au chapitre VI pour l’équation ana- 
logue du troisième ordre. 


3. Je suppose donc remplies les conditions mentionnées dans le 
dernier énoncé, et, en outre, m— 4 ou m = 5.J’envisage la solution 
primitive de l’équation X? + Y3 + Z"%—0, en polynomes entiers 
d’une variable n. Je pose a — — e et J’applique la proposition IX, 
du chapitre [ (p. 39). 

Conformément à cette proposition, j'introduis une nouvelle 


inconnue 3, en posant 
2b—1 3a+2k+a! 


(5 DER NE AOL ù 


Ceci fait, J'ai pour z un polynome entier en n; le degré d de ce 
polynome est 
M (= +924 + a à 


(6) d=T +ob—t), 


m 


le nombre M étant : pour m—4, M= 24; pour m—5, M — Go. 


| 2 


Voici les autres propriétés des polynomes 3 : 

1° Relativement à tout binome (n — 8), où Ê n'est racine nt 
de X, nide L, les combinaisons linéaires des polynomes z appar- 
ttennent aux exposants 0,1, 2, 3; 

2° Relativement à tout binome (n — n.), où n. est une racine 
de X, aux exposants 0,2, 2b+1,2b+3; 

3° Relativement à tout binome (n — ns), où no est une racine 
de Z, aux exposants o,a,a+k,a+k+a; 

4 L'invariant V;, RELATIF À LA VARIABLE 9, N'est pas énfint 
DOUTE Are 

5° Les polynomes 3 se transforment ensemble par des substi- 
tutions linéaires quand on effectue sur n les substitutions du 
groupe G, attaché à l'équation X? + Y3+Z"—o. 


Je dis maintenant que des polynomes z qui satisfont à ces diverses 
conditions sont les intégrales d’une équation linéaire du qua- 
trième ordre appartenant à la classe définte par l'enoncé du 
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n° 9, les lettres b, a, a!, k, m conservant de part et d'autre les 
mêmes significations. 

La démonstration est exactement la même que dans le chapitre 
précédent (p. 196) et découle immédiatement de ce qu’on reconnaît 
à V, la forme 


On voit que, pour prouver cette forme de V,, la propriété intro- 
duite dans le dernier énoncé, sous la rubrique 4°, est indispensable ; 
car n—"n, étant un point singulier, si l’on n’imposait cette condi- 
LLO 10e pourrait contenir X en dénominateur, avec un exposant 
qui serait Loutefois moindre que 3 (p. 146). 

L’'énoncé de celte propriété relative à V, peut être supprimé 
dans le cas spécial où b — 0; car alors n — n., cesse d’être un point 
singulier, et V, reste nécessairement fini. 

On le voit donc, les cas où b n’est pas nul présentent une diffé- 
rence sensible avec les divers cas de l’équation du troisième ordre 
envisagée au chapitre VI; ceux, au contraire, où b est nul présentent 
une grande ressemblance. Dans les premiers, les conditions sont 
relatives aux racines des deux polynomes X, Z. Dans les seconds cas, 
au contraire, ces conditions n’ont trait qu'aux racines de Z; la solu- 
tion est alors bien plus facile à trouver. Je me bornerai à donner 
trois exemples, tous relatifs au cas le plus facile b — 0. 


4e Prentier exemple m4 a Da a ep) be 06 dou 
résulte le degré d — 9. à 

Les notations étant les mêmes qu’au chapitre IV, n° 10 (p. 206), 
on trouve très aisément les polynomes suivants : 


{ z6= 110, Ze =}; 
(42 2= (nm 2) (ni+ n2)?, 3-1—= (mt n2) (ni— n2})?, 


8i= (ni tn) (ni + ne), 3j = (ri + éne)7 (m1 — 1n2)?, 


qui sont liés par deux relations identiques très faciles à prouver, 
au moyen des formules suivantes : 


Zitini= 2 (n$+n3)( ni—1onin3+ 5ni)n:, 
Zi—2i=—2i(nf+n3)(5ni—1onin?+ n$)n, 
+31 2 (ni—n3}{( ni+i1onin3+ 5ni)mi, 
Zi =—2 (ni—n3)(5ni+ionini+ né)na. 








Re ee À NP EN E P N  E nd Gaire h QUS PR NET û 
: a + « - x LS * + : ES " ‘ « - ” 
c 4 
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Les deux relations sont : 


BF — 73 3+32%30-—0, 


(Zi 3-i) + 31 — 3-1 + 3235 = 0. 


L'intégrale générale se compose des intégrales particulières 


+ 
r- (2) « 


z désisnant un quelconque des polynomes (7). 
DRLIEULICNTEC CERTES Me SAS es 2, 9, 0 0. 
Le degré est encore d — 9. L'intégrale générale se compose des 


intégrales particulières 
1 


je 
te 
z étant un quelconque des polynones suivants : 
30 = 110, Ze = 1nÈn1) 
Bi Cm na) mit na) 21 = (mt na) ni m2}, 
Zi (mine) (ntm), 25 =(ni+ im) (ni En). 


Ces polynomes sont liés par les deux identités : 
Zj+ 2j — 31 — 3-3 + 323% — 0, 


| 1(3-;— 3;)+ 31 — 3-1+ 3230 = 0. 


OHTrontemeeremplesm—0}a—r, k=1,a—=3, Db—0: 
Le degré qui en résulte est d — 6. Les notations sont 1c1 les mêmes 
, 2 le) 2 4 < r ea, 
qu’au chapitre VI, n° 15 (p. 210). L'intégrale générale se compose 
des intégrales particulières 


ME 


3 étant un quelconque des polynomes 
Zn=(n — Zn)*(n — x), 2n=(n—2r)t(n re Dh 


Ilest très curieux de vérifier directement que, de ces douze poly- 
nomes, qualre seulement sont linéairement distincts. Voici comment 
peut se faire cette vérification. Je remets, pour la symétrie, les 
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variables homogènes n,, n2, et je forme les expressions suivantes au 
moyen des expressions de æ,, æ, (p. 210) : 


An= (nm Zan) + (ni nm 20 + 26m 3e n5, 
Br = (ni— Zn) — (ni mani) = e(er+ei—e—e!)(2mi+ ee) na 
COn= 3B;—(e+eî—e—et)A, — 2(e2+e3—e—et)(2etn2—n:1)n:- 


Je prends maintenant : 


Va (2116 see )ne, 


, Cn—=( m—2E"n2)n1, 


qui diffèrent de B, et de C, seulement par des facteurs constants, 
el je les multiplie par la quantité suivante : 


TE: = 4 ae 2 . : 2 3 4 
Da (ni—Tani) (nan) = nf + 2eninr—etnini—2e#nini+ en. 


Voici le résultat : 


+ 7 
Dir + 2n$n2+ 5e nini— 5enfns + + ni, 
FF % ‘ € , Z a 
DrCn=ni + —5e"nini+Sieltnins—2mn3 » 


Je considère les quantités analogues où simplement n est changé 
en »/. Rien n’est plus aisé que de déduire de là cette relation : 


(etnr — tn") (D: Un — D, vb») ae RE ET ein ) ob; 24 me DAC 


2 3n+2n 8I'+HAN _ EN Ne EN AR 
— 5(e FE € TE 


Ceci est une des relations qu'on veut prouver. En effet, d’après leur 
mode de formation, D,w,, D,2,, sont des combinaisons linéaires 
de z, et de z,. On vient donc de former une relation identique 
entre Zn, Zhs Zn y Et Zo, Cette dernière étant justement n!n;. On 
forme de même une relation entre 2», z,, 2», 3, et z., en faisant 
une aulre combinaison de D,1w,, De Dh Der D'ailleurs, 
net n' sont là quelconques. On est donc en droit de conclure qu’il y 
a une relation identique et linéaire entre cinq quelconques des douze 


polynomes z. 
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CHAPITRE VIIT. 


Équations du quatrième ordre, à forme canonique exceptionnelle. — Étude des 
points critiques. — Exemples d’une classe d'équations présentant trois séries indé- 
finies de cas d’intégrabilité. — Applications. — Deux exemples. — Observations 

8 PP P 


générales sur les exemples traités dans les chapitres IV, V, VI, VII, VIII. 


L: 


L 


1. Dans les chapitres IV, V, VI, VII, qui ont eu, tous quatre, des 
applications pour objet, J'ai envisagé des équations réduites à la 
forme canonique générale (chapitre IIT, p. 113) la seule qui existe 
pour le troisième ordre, mais non plus la seule à partir du quatrième 
ordre. Les méthodes que j'ai employées se modifient à peine quand 
il faut les appliquer à des équations susceptibles seulement de formes 
canoniques exceptionnelles (p. 115). Pour le bien montrer, je vais 
traiter succinctement, dans ce chapitre, de l'intégration des équa- 
tions du quatrième ordre à forme canonique exceptionnelle. 
J’exposerai rapidement les généralités. Je donnerai ensuite la défini- 
tion d’une classe d'équations appartenant à ce cas, el pouvant être 
intégrées pour plusieurs séries indéfinies de valeurs numériques des 
É constantes qui y figurent; je traiterai entièrement deux exemples. 
Je rappelle d’abord, pour le quatrième ordre, la forme canonique 








exceptionnelle 
ee diy dy  dH dy D Hegel 
De ire nur dr ER Pres ti Si 


à dH ; 
à : Te ) 
Je l’emploierai, en supposant H et Es donnés en fonction d’une 


variable auxiliaire 4. La liaison entre æ et « en résultera ; et l’équa- 
Lion (1) sera envisagée comme l’expression concise de la transformée 


qu'on obtiendrait en prenant & pour variable indépendante. Pour 
éviter toute confusion, je désigne l’invariant absolu Tr par une 
lettre L; ainsi : 


(2) FR a 





222 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


Si donc on donne H, L en fonction de «, et qu'on dénote par des 
accents les dérivées prises par rapport à &, on aura 


3 dx à H' dH rs EL 
(3) da “VAL E dr? He 


J'ai expliqué au chapitre IIT (p. 116) comment, sur une équation 
donnée, où linvariant V est identiquement nul, on calcule H et L. 
En raisonnant comme au n° 15 du chapitre III, on démontre aisé- 
ment cette proposition : Pour que la transformée de (1) obtenue 
par le choix de la variable indépendante « ait ses coefficients 
uniformes en a, il faut etil suffit que H? et HL? soient des fonctions 
uniformes de «. 


D H'Y4 : ; x dre 
Le quotient (+) qui donne l’expression (3) de en est autre 


que linvariant refatif V, du Ra IT, n° 8 a . 116) et dont le 





poids est égal à js L': À, ù 5 est un 
| + 
invariant relatif entier, du poids 10. | 


2. D’après la proposition du chapitre III, n° 20 (p. 141), une 
condition nécessaire, pour que les rapports des intégrales, consi- 
dérées comme des fonctions de «x (dont H? et HL? sont supposés 
des fonctions uniformes), n'aient que des points critiques algé- 
briques, est la suivante : relativement à (a — a), quel que soit a, 
(Via et 54 appartiennent à des exposants égaux ou supérieurs 
respectivement à — 4 et — 10. 

Il est facile de faire, pour l’équation (1), dans l'hypothèse où ces 
conditions sont nine une discussion analogue à celle que j'ai 
faite au chapitre IT, n° 21 et 22, pour l’étude des divers cas que 
peuvent offrir les points critiques. 


Premier cas. — Supposons que, relativement à (a— a), (V,} 
appartienne à l’exposant minimum — 4; ainsi : 


2 SA 
(Vida = (a— a): ? 


© étant un développement de la forme 


=I1+A;(a—a)+Ao(a— a) +... 
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S'il en est ainsi, H a, pour = &, une limite finie ou nulle, et L'une 
limite nulle. Je désigne par H, la imite de H par 3 — a. En raison- 
nant comme je l'ai fait à l'endroit cité, on trouve immédiatement que 
l'équation déterminante, qui donne les-exposants s auxquels peuvent 
appartenir les intégrales relativement à (4 — a), est la suivante : 


(4) + aHoptst+ (14 D Hg) pie o. 


On peut immédiatement observer que, sta == a estun point critique 
algébrique pour les rapports des intégrales, H, est nécessaire- 
ment différent de zéro. 


Deuxième cas. — Relativement à (x — a), je suppose (V,), appar- 
tenant à un exposant supérieur à — 4; soit — 4 À cet exposant, 
À étant un entier positif. Ainsi, 


(Vila= pi(a— arte, 


la signification de + étant la même que tout à l'heure. 
On a, dans ce cas, 


1 " 
d Pas rl LR 
= (Via= ua a) (ÉR Bite GP Be a) ST. 


+1> 


d’où l’on tre, en supposant x —0 pour a — a, 


4 


4 8 à 
RON E Dee 
X — = (Ze) CARRE ON 





z À 
Soit maintenant H,.la limite de (a— a)°H pour à — a, limite qui 
À 
ë Le 8 
devra être finie ou nulle; la limite de (4 — a)*L sera — + H,. 
On aura ainsi : 
Fu À Vas 
H = H;(a— a) re == (=) H, 2? + , 
dH Re 
= — = —92| — 15 4 
Dar (x) MERS 
CR Ë ) mi 
; LES ——- HE Le Re 
Ce 
æuU joe 
CRE CE RES Tes 
da? (7) eue 


ea 
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L'équation déterminante, donnant les exposants s, est alors 


(5) near) +2( 2) mir) 
O7 A AT 9 DE TEE 
Rire sud Hire 


ans 
RÉ PUS 


où l’on a posé. 


Cette équation est analogue à celle de la page 146. On Îa rend 


3 ee 3 
bicarrée en posant r — . + y: 


(6) (a > ("= +2() un] + ES) me _ (SE) v: = 0, 
4 2 


Les exposants s ont alors les expressions 


IE: 


| 


3. L'étude des conditions subsidiaires qui doivent être satisfaites 
quand les racines de l’équation déterminante ont des différences 
entières n'offre aucune difficulté par le moyen de l’équation cano- 
nique. Je vais en donner un exemple, dont le résultat me sera utile 
pour une application. | 

Cet exemple se rapporte au cas À — 2. Soient donnés 


H = ra-t(1i + Ra + Roa2+ ...), 
L?= ga (rt 2056 03e): 


(8) 


Je me propose de chercher les conditions pour que « — o soit un 
point critique du troisième ordre à l’égard des rapports des inté- 
grales, et cela de telle sorte que les différences entières des racines 
de l’équation déterminante soient égales à l’unité. 


Des égalités (8) je déduis 


1 


x 2(1+ Aax+,..). 


dx E 
 — — PS 


Axe LE L 


7 

Sur Hire 
2 + 
q 
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Les racines de l’équation déterminante sont, d’après (7), 


et les quatre valeurs de y sont données par l'équation (6) qui devient 
ICI 


Pour trouver la condition subsidiaire relative à l’existence d’une 
intégrale appartenant à l’exposant s, quand s ets +1 sont dés racines 
de l’équation déterminante, on raisonnera comme au chapitre HI, 
n° 24 et 25, et l’on trouvera 


R 
2S(28 —1) + Er 
2) 
La solution s'achève sans difficulté et conduit à ce résultat : {a con- 


dition demandée est 
| r3 5.\2 
& ble 


Moyennant cette condition, les intégrales appartiennent aux 
exposants 


Je vais maintenant envisager une classe d'équations du qua- 
trième ordre, à forme canonique exceptionnelle, qui présente une 
infinité de cas où l’intégration peut être faite suivant les procédés 
généraux employés dans ce mémoire. 

Je me donne en H, L en fonction de 4, comme il suit : 


(10) H = r(a + c, L?= qa(a—1}?. 


De ces formules je tire 
MARS r# I 
MX= (LT) = nai) 


D’ après f analyse qui précède, on reconnaît aisément que, relative- 
1 3 
ment à %, les intégrales appartiennent aux exposants O0, =» 1, —-: 
2 2 
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{ 
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Pour le point critique & — 1, J'ai, d’après (4), l'équation déter- 


minante 
r3 r* r$ 
(11) ho (TE DNS (ro Et 
q g 25 q° 
. [| . . 
Enfin, poura=cMjeposes = rh jai alors 


r4 ENS : 
g? BCP) 


Je peux appliquer le résultat du n° 3. Je fais donc 


r3 5° \:2 
res): 


. ke D . 5 : 
et, relativement à = les intégrales appartiennent aux exposants 


Wos= (Via(T) = 


2 


Sr 


» 


Go 
TEE 


Je peux disposer de deux arbitraires dans les coefficients de l’équa- 
tion (11), et faire en sorte que les racines soient + a, Æ b, a et b 
étant des nombres donnés à volonté. Si maintenant ces nombres 
sont choisis de telle sorte que les différences des racines, savoir 24, 
2b, a+b, a — b, soient fractionnaires et aient m pour commun 
dénominateur, : — 1 devient un point critique algébrique d’ordre m. 

Voici énoncé le résultat explicite du calcul très simple qui pro- 
vient de ces suppositions : 


Soient H—=r(a+c), L?= gala — 1)? les expressions des inva- 
riants absolus H, L en fonction d’une variable auxiliaire 4, au 
moyen desquelles on définit une classe d'équations linéaires du 
quatrième ordre dont l’invariant V est identiquement nul; 

St les coefficients r, q, © sont déterminés comme il suit, en 
fonction de deux nombres commensurables et inégaux a, b : 


3,32 
D (rt b?), 





5 
53 I 
VS PS oem) 
23,32 V 100 a? b?— 9(a?+ b?}? 
57 I 
qq = 


25,3 /liooa2b2— g(a?+ b2}2}s” 


Si, en outre, 2a, 2h. a+ b, a —b sont fractionnaires, et que 
leur-plus petit commun dénominateur soit désigné par m; 


SNS CE ps UE ARRET Cat DS LS A AS PR EEE 


1 
- 


RÉDUCTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX FORMES INTÉGRABLES. 297 


Alors les rapports des intégrales, considérés comme des fonc- 
tions de à, n'ont que trois points critiques, qui sont algébriques, 
savoir : à — 0, du second ordre; à — «, du troisième ordre; et a —1 
de l’ordre m. 

En conséquence, pour m—4 ou m—5 (il est impossible de 
satisfaire aux conditions ci-dessus avec m —3), les rapports des 
intégrales et la variable à sont r'ationnellement exprimables en 
fonction d’une même variable. 

Pour m— 6, l'équation est intégrable par les fonctions ellip- 
tiques. 


9. Examinons les procédés d'intégration pour m—4 où m—5. 
Il faut envisager la solution primitive de l'équation X?Æ Y5+Z"%— 0 
en polynomes entiers d’une variable x, et poser 

X2 ; | Zn 
NE re d’où résulte CE DT 
Appliquant la proposition IX du chapitre | (p. 39), on prend une 
nouvelle inconnue z, en posant 
vi 
/ re Jma F3 





a étant, je suppose, le plus grand des deux nombres &, b, pris posi- 
tivement. | | 
Ceci fait, on a, pour 3, un polynome entier enr; et le degré de 


ce polynome est 


I 
(r2) d=M(a—>); 
ea 
M étant le degré de la solution primitive de l’équation indéterminée; 
ainsi : 
EUR, Me 


M — 9, M = Go. 


Les polynomes Z jouissent des propriétés suivantes : 


1° Leurs combinaisons lincaires appartiennent, relativement à 
tout binome (n — B), où $ n'est pas racine de Z, aux exposants 0, 
TR CUS EURE 

2° Relativement à tout binome (n — n:), où n, est racine de Z, 
aux exposants o, m(a—b), m(a+b), 2ma; 


Es r “Ha > CRE RON 5 RSS HS EN AE +2 COLE M NET TEA 
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3° Jlsse transforment par des substitutions linéaires quand on 
effectue sur n les substitutions du groupe G, attaché à l’équa- 
tion X2+Y3 LE 7m— 6, 


Je dis que, réciproquement, des polynomes qui satisfont à ces 
conditions sont les intégrales d’une équation linéaire du qua- 
trième ordre, appartenant à la classe définie par l'énoncé ct- 
dessus. | 

Pour le prouver, je vais d’abord montrer que l’invariant V, est 
identiquement nul. Effectivement, 1l ne peut avoir pour dénomina- 
teur qu'une puissance de Z; mais les exposants auxquels appar- 
tiennent les combinaisons des 3 relativement à (n —n,) sont tels 
que la somme de deux d’entre eux o0—2ma égale la somme des 
deux autres m(a — b)+ m(a—+b); il en résulte (p. 146) que V, ne 
peut être infini au plus que du second ordre pour n = 5n,, et ne con- 
tient Z qu'avec l’exposant 2 au plus en dénominateur. Son numéra- 
teur est d’ailleurs (p. 149) d’un degré inférieur de six unités à celui 
du dénominateur. D’après la troisième condition, ce dénominateur 
est un covariant de X, Ÿ, Z. Il n'existe aucun covariant dont le 
degré satisfasse à cette condition. Donc V, est identiquement nul. 

Il est donc déjà prouvé que l'équation du quatrième ordre, dont la 
variable est n, et dont les intégrales sont les polynomes 3, est dans 
le cas où ne s'applique pas la forme canonique générale. 

£xaminons maintenant linvariant (V;,); (!). Son dénominateur 
est une puissance de Z, au plus la quatrième; et le degré de son 
numérateur doit être inférieur de huit unités à celui de son dénomi- 
nateur (Pp. 149), parce que le poids de V, est égal à 4. Ce numéra- 
teur est un covariant de X, Y, Z, et l’on trouve aisément que ce 


Cuvariant ne peut exister que si Zest en dénoiminateur au quatrième 


degré; le numérateur est alors Y?, sauf un coefficient numérique. 


J'ai donc 
y? 
(Viha= Ag: 
Si Je pose 
x? 
RARE 


(!) C'est un pseudo-invariant, qui devient inoariant quand V est identique- 
ment nul. 


Es 


27 VOIES AIO LE 
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il en résulte 

REA (Vue = (Vi): a) = AR ANMTS 7 

dr 6 M 1 dx (a —1)* 
Ainsi, relativement à la variable à, l’invariant (V,), a précisément 
la forme qui résulte des données (10). 

Pour n—=n,, (V;}, est infini du quatrième ordre; il en résulte 
que H conserve une valeur finie, différente de zéro (p. 223). L'inva- 
riant relatif 5;, qui lui sert de numérateur, est donc infini du 
dixième ordre. Cet invariant 6; a, par suite, la forme 


Y2(cY3— X2) 


Jen = 710 À 


comme on le voit, toujours par l'emploi des mêmes principes. Je 
déduis de là 


X 
——— = ———— = r(ax+c), 


r et € étant deux constantes. Ainsi H a bien la forme (10). Ayant 
déià trouvé V,. l'en déduis L?2, conforme aux données (10). et la 

J 43 J , , 
proposition est prouvée. 


6. Ainsi, dans le cas actuel, l’intégration est encore, exactement 
comme dans les chapitres précédents, ramenée à la construction 
des polynomes 3, d’après des conditions algébriques nettement 
définies, et avec la certitude que cette construction est possible 
d’une seule manière. Il n’est plus nécessaire d’entrer dans aucun 

P 
détail sur la résolution du problème, après les développements que 
l » AP PE 
j'ai donnés à ce sujet dans les chapitres qui précèdent. J'ai calculé 
les intégrales pour divers exemples, dont je vais re1 en rapporter deux. 


: 5 
Premier exemple : a = =; b — 5; HS A de. 


Les polynomes X, Ÿ, Z sont les mêmes qu’au chapitre VE (p. 206), 


et l’on pose 


4 





d'—1—— 9739 


Y3 


L'intégrale générale se compose des intégrales particulières 
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Z désignant un quelconque des polynomes suivants : 


30 —n}(ni — 913$), 
ze = n$(n$—9nt), 
35 = (nec) [Ce 1) 9 ni nl, 
2 (n+ [Cu no) —9(m—= n)], 
3; = (mine) [(n1— one) — 9(n1 + én2)*], 
25 = (ni + En2)$ [(n1+ na) — 9(n1—12n2)"]. 


Ces polynomes sont liés par les deux relations 


3_j— Zi—+ 8j — "3; + 3230 — 0, 
Bite 31 Lis; ÊN3; 122: — 0, 
! ON 2 (l me 
To DEURLEMERETEMPIeFALEE = D 5: M), de 
Les polynomes X, Ÿ, Z sont les mêmes qu'au chapitre VI, n° {5 
(p. 210). On pose 


: 5 
— — 6 5 LIRE 
X —1= 26,3 TE 


L'intégrale générale se compose des intégrales particulières 


z étant un quelconque des polynomes Suivants : 


6 1e ne CA ND 5), : 
Z22=n;2( 3nÿ+ 4ni), 
23=1108( {ni — 35), 


3,=  n3(18n5— n$). 


8. Je ne traite ici aucun exemple relatif au cas m —6. Dans ce 
cas, qui exige l’emploi des fonctions elliptiques, l’équation appar- 
tient à l’une des classes plus générales dont je vais parler dans le 
chapitre IX, ainsi que je l’ai dit aussi pour les équations des cha- 
pitres VI er VII. 

En terminant ici les applications de la méthode d'intégration par 
les fractions rationnelles, je dois présenter quelques observations au 
sujet des exemples que j'ai choisis. Je n'ai pas formé explicitement 


FX 
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les équations à coefficients rationnels, et à variable &; je les ai seule- 
ment définies par leurs invariants: Mais il n'y a aucune difficulté à 
obtenir effectivement ces équations; et tout d’abord leur forme géné- 
rale apparait immédiatement comme résultant de cette propriété 
commune que “les rapports des intégrales, envisagés comme des 
fonctions de à, n'ont que trois points singuliers 0, 1, «. | 

Par un choix convenable de l’inconnue, on pourra prendre pour 
type des équations envisagées aux chapitres IV, V et VI l'équation 


LR AS Sd dr dy  Ce+Da+E Me Fa+ G É 
da3 a(x —1) dx? si ax?(æ—1)}? da aa 1} 7 ; 


(A) 


analogue à l'équation de Gauss. 

On pourrait aisément déterminer les relations qui existent entre 
les coefficients de cette dernière équation et les coefficients des inva- 
riants que J'ai introduits à sa place. Il est visible que cette introduc- 
tion des invariants a eu pour effet de mettre immédiatement en évi- 
dence les éléments vraiment caractéristiques de l'équation (A). 

Me plaçant à ce point de vue, je suis en droit de dire que, dans le 
présent mémoire, j'ai signalé cinq séries indéfinies de cas d’intégra- 
bilité de l'équation (A); dans les chapitres IV, V, VI, je l'ai effec- 
tivement intégrée, pour douze cas particuliers, appartenant à quatre 
de ces séries. 

Et de même, les équations du quatrième ordre que J'ai envisagées 
au chapitre VIT et dans le présent chapitre sont des cas de celle-ci 


dry Aa+B dy  Ce+Dia+E dy 


Un 0) du à art ni de 
Fañ+ Ga+Ha+J dy  Lx+Ma-N Dr 
au(x — 1); da a3(a — 1) Or 


dont j'ai signalé trois séries indéfinies de cas d’intégrabilité, et que 
j'ai effectivement intégrée dans cinq cas, appartenant à deux de ces : 
séries. 

Il y a plus : les équations à coefficients doublement périodiques 
dont j'ai obtenu l'intégration, pour ainsi dire à vue, par les fonc- 
tions elliptiques, au chapitre 11 (n% 21 et 23), sont encore, quand 
on suppose nul le module g,, des transformées des équations (A) 
et (B). Ces deux équations ont été intégrées par des fonctions 
doublement périodiques ordinaires, en sorte que ce sont là de 








per ee. L He « 6 re & 
LS ce { enr - 
3 $ < LEE: PRES 
« 7. ee 2 5 < 
É NES SRE 1 PE 
1 y «7: De Eu 
A »* G 19 0 Sr 
; e * * é 
* nc. 4 F4 Ar: 
i 3 , 
=" - CA 
: it = = : 
= pe M 
LS 
ES 
T2 4 
‘ 
St x . 
me 


+ STAR: Ce NUE OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 
Si nouveaux cas où les équations (A), (B)s ‘intègrent algébriquement, À 
non plus par des fonctions rauonneless mais par des fonctions du 
genre 1. | É | fe PE 
Cette identité, sauf une transformation facile, tés Le équa- 
uons (A), (B) d’une part, dans quelques- -uns de Le cas partienz 
=. à liers, d’ailleurs très étendus, et les équations du chapitre IE, nou fee 


L) 


viens de parler, va apparaître dans 1e chapitre DR 2 











le: 
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CHAPITRE IX. 


Équations à coefficients doublement périodiques, comprenant, comme cas parti- 
culiers, la plupart des équations envisagées précédemment. — Équation du qua- 
trième ordre, contenant une constante arbitraire et dont on peut trouver expli- 
citement l'intégrale générale. — Équations d'ordre impair qui se rattachent à la 
division de l’argument dans les fonctions elliptiques. — Première méthode géné- 
rale d'intégration. — Application et exemple d'uné équation du troisième ordre. 
— Deuxième méthode générale d'intégration. — Application à deux exemples 
portant! sur des équations du troisième ordre. 


1. Il s’agit, dans ce chapitre, d'équations linéaires qui se peuvent 
transformer en des équations à coefficients doublement périodiques 
et à intégrale générale uniforme. J’ai donné, dans le chapitre II, 
deux propositions (p. 58 et 74) qui concernent de telles équations, 
et Jai déjà montré par quatre exemples (p. 93 à 97) comment ces 
propositions s'appliquent. Je vais ici produire de nouveaux exemples, 
d’une forme plus générale, et qui se rattachent, dans leurs cas par- 
ticuliers, aux équations analogues à l’équation de Gauss et d’ordre 
supérieur. 

Je me sers ici de la fonction elliptique générale plu), je veux 
dire à modules quelconques £, g3. 

Soit l’équation linéaire d'ordre q 


di y Fa pra 
(M) dut DES pu) Te q=? NN du7: 
À /4 d ar? d' 4 LE Fr 
+[Cp pre er 


+ [G pv (u) + Ha p(u) + Je] PT ” RCA 0; 


dont les coefficients sont composés suivant la loi suivante : 
On attribue à p(u), p'(u), p'(u), p’(u), p'(u), ... les poids 2, 
3, 4, 9, 6, ... à 92 le poids 4, à g3 le poids 6; et l’on prend pour 
q- sy 
du" 
et du poids x. Cette fonction homogène peut d’ailleurs être réduite 


. 


coefficient de une fonction entière de ces quantités, homogène 
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à un nombre de termes moindre que le nombre assigné par son poids 
seul, si l’on a égard aux relations identiques qui ont lieu, savoir : 


PAU) = pu) F2 DU) EN 
p'(u)= 6p?(u)— 28, 


p'(u)=12p(u)p'(u), 
pN(u) = 19 p'(u) + 12 plu) p'(u), 


en  . , 


Si l’on compare l'équation (1) à l'équation générale d'ordre q 











E 0) 


dy da-1 y g(g —1), dy 
du ds dug—1 fs 1,2 Pa du? 


on voit que sa propriété caractéristique résultant de sa définition est 
celle-ci : Chaque coefficient P,, est homogène et de poids égal à 
sor indice m. Je rappelle maintenant l’homogénéité dont jouit la 
fonction p(u), et que définit l’équation 


I 
1 u, &2 At, gui) = \'p(u, ga, 83). 


S1 dans les coefficients de (1) nous mettons de même en évidence w, 


- Las L3, NOUS AUrONS 


| 
1 (> U, Lo hË, 83 16) = À Pn(u, 32» £2); 

d’où résulte que l'équation (1) peut s’écrire indifféremment sous 

l’une des formes 


D CR AEe 


1.2... dun 


A U, Lo) 53 ) = O, 


RE Er Ra Prog EE NT) 
TDR ET 7; u Ent De 2 NS 
G 


À 
Avec les notations usuelles, cette propriété peut être exprimée ainsi : 
L’'équation (1) reste inaltérée si l’on remplace l'argument u et le 
: 
k 
Mais je laisse de côté cette propriété, et de la composition des coeffi- 


module k par ku et + ou par iu et k' (module complémentaire). 


cients P», Je conclus que chaque invariant de l'équation (1) est 
homogène relativement au poids dont il s'agit ici, pouds qui se 


FSC NM PO 
# ù 4 
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trouve coïncider avec le nombre que nous avons déjà appelé poids 


d’un invariant (p. 106). 
L'invariant V (p. 112) est, pour l'équation (1) : 
À 





B) pl(u) = A p'(u). 


q —2 


6 
Vy= ——|A— 
Pa ea 


On pourra écrire & priort la forme générale de chaque invariant 
entier, d’après son poids, sous la condition de reconnaître ensuite 
comment les coefficients sont composés avec ceux de (1). Jai mis les 
coefficients de (1) sous la forme la plus commode pour l'application, 
mais on peut prendre une autre forme équivalente pour toute fonc- 
tion entière de plu}, p'(u), p'(u), ..., £a, gs, homogène et de 
poids mn. 
Cette forme est : 


1° Si m est pair, 


mm mt nm 
3 lu 


SE Ar ; 
p(u)*+Agrpl(u)? +Bgzsp(u)? +<OGgip(u)" +...; 


2° Sim est impair, 


m — 3 
9 


——— 7) ———— — ; — — br 
pol ptu) EAP PU) ES EBrsplu) | ECS puy? | 


mm —3 m —3 nm —3 ; 





Soit donc J,, un invariant entier du poids m; si m est pair, l’inva- 


k J3 | 
riant absolu 2 aura la forme 


Va 
5 | Si rs; F 
Je Eee p(u)?Æ Ag: plu)? +... 
nt 


2: 


RDA) Prpu)e rs] 


qui est une fonction rationnelle de p(u). Si m est impair, on aura 


m —3 mn —3 3 
ER PASSER Pre ; 
de ET Eee PORN PE DEL M” A 


m — 3 2 


[4pi(u)— gs p(u) — 83] ? 


— 


Vraie 





qui est encore une fonction rationnelle de p(u). Ainsi : les inva- 
riants absolus rationnels de l’équation (1) sont des fonctions 
rationnelles de pu), et l’on en conclut que, st l’on prend p(u) 
pour variable indépendante, l'équation (1) se transforme en une 
équation à coefficients rationnels. | | 
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Envisageons le cas particulier où le module g, est nul et fai- 
sons 23——1. Suivant la composition du nombre m, les fractions 
rationnelles précédentes prennent l’une des trois formes : 


[p(u}t+B pu) D+,.,] 

[4 pu) +1]5% 
p(u)} [p(u)3r + B p(u}3tr-1 +. , .p 
PLATP CIM B PO) 


S1 l’on prend alors pour variable 4, en posant 


Li 
| 1+4pi(u) 
ces fractions deviennent 


[aa + ban-1+ cat-2+.,,f, | 
(a —1) [aut+ ban-t+can-2+,,,]8. . 
(a—1i}[aut+ bar-i+ car-2+,.,,}8. 


Il suffit d'appliquer ceci aux invariants absolus A3, FH qHiSonl 
les coefficients de l’équation canonique, pour reconnaître que, dans 
le cas où le module g, est nul, les équations du troisième et du 
quatrième ordre renfermées dans la forme générale (1) appar- 
tiennent aux classes étudiées précédemment dans les cha- 
pitres VI et VII. D'après la formule (2), on établit aussi aisément 
que, dans ce même cas (g3—= 0), st l'invariant V est nul, les équa- 
tions du quatrième ordre renfermées dans la forme générale (1) 
appartiennent à la classe étudiée dans le chapitre VIII. Je n'in- 
sisterai pas davantage sur ces cas particuliers. On peut signaler 
encore, Comme méritant une mention spéciale, le cas où le module g; 
est nul. Quand il en est ainsi, l'équation se transforme en une équa- 
tion à toefficients rationnels, si l’on prend p?(u) pour variable (!). 


2. Je laisse complètement de côté tous ces cas spéciaux, pour 
étudier l’équation (1) avec des modules quelconques. Ainsi que je 


(1) Cette considération donne naissanee à d'autres classes d'équations, à coeffi- 
cients rationnels, et n’ayant que trois points singuliers, partant intégrables par les 
fonctions rationnelles dans des séries indéfinies de cas. C'est pour ne pas allonger 
ce mémoire outre mesure que je les passe sous silence. 


"NPRPE 
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lai montré au chapitre Il, il se présente des différences notables 
entre les équations dont l’ordre est premier et celles dont l’ordre est 
composé. J’étudierai, pour cette raison, en premier lieu, l’équation 
du quatrième ordre. ; 


Je prends donc l'équation 


(3) J"+Ap(u)y'+Bp(u)y'+[Gp'(u) +Dg2]y = 0, 


que déjà au chapitre II, n° 23 (p. 96), J'a1 intégrée dans un cas 
particulier. Pour simplifier un peu l'écriture, quand je voudrai intro- 
duire les fonctions elliptiques ordinaires sn, en, dn, je supposerai, 
ce qui ne nuit en rien à la généralité, les modules g,, g3, dont le 
rapport 9, : #5 seul est fondamental, pris de telle sorte que le 
nombre À (p. 70) soit l’unité, en sorte que la relation entre pu) 
et sn soit simplement 

1 + A2 I 

3 sn2u 








(4) | p{u) =— 


Il est entendu aussi que, conservant toujours les mêmes notations, 
je désigne par & et par w’ les périodes que, dans les notations de 
Jacobi, on désigne par 2K et par 27K”. à 

Tout d’abord, je veux faire une remarque et une vérification au 
sujet de la solution trouvée (p. 96) pour un cas de l’équation (3). 


Cette solution est 


+ 
4 Es te - à ; Ée TJ. 
(5) HAE Ms Ps CC. sn or) 


u D ai ÉTÉ (ns 
+c'en(—+—)+c Mona . 
7. 2 2 2 


\ A A 


D'après (4), on a 


J cn u dnu 
UD 
p'(u) sn? u 
et, si l’on utilise les formules qui donnent 


w! w'\ Cr A 
sn(p+ —}]; cn GS dn er) 
2 0) 2 


en fonction de snp, env, dné, on peut écrire, au lieu de (5), et en 
changeant les constantes, que je désigne cependant par les mêmes 
lettres 
1 
52) 


i u EPL ET AA OM 
(6) J = (cn —dn-sn— CACHE Cr eat eo dn: "|. 
2 2 D) 2 2 & 
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L'observation que je veux faire consiste en ceci : la connaissance 
d’une seule intégrale particulière aurait suffi pour trouver toutes les 
autres. Soit, par exemple, l'intégrale particulière 


AIR 


qui est effectivement celle que j'ai tout d’abord trouvée (p. 95). 
L'équation proposée (3) ayant les périodes w et w’, relativement 
à u, J'ai aussi les intégrales 


AU NO TL UT Fe 
y= |p (EE) CNT 0). 


2 


| 


J’obtiens ainsi les diverses intégrales particulières contenues dans la 
formule (6), par exemple: 


ile 


u u 
) Len An 
2 


À 
Fa (ET va 2 2 
Al hu rar 


cn 
2 





+le 


| 


u u u 
— (24'2sn — cn — dn — en 
2 5) 2 


et ainsi des autres. Comme on va le voir, une observation de même 
nature trouvera tout à l’heure sa place dans un exemple plus général. 


3. Je prends maintenant l’équation (3), dans sa généralité, et 
l'équation déterminante relative au point singulier u = 0, qui est 
( SSH) CSE 206 23) MAS D Bs +000. 

Au moyen du développement de p(u), savoir 


I © 
POUŸES RER SAS PRES 
u 20 28 


il est aisé de former l'équation subsidiaire, qui doit être vérifiée 


quand deux intégrales appartiennent, relativement à w, à des expo- 
sants dont la différence est un entier pair. On a déjà dit que, pour 
une différence impaire, la condition est satisfaite d’elle-même. En 
outre, à cause de la lacune de p(u) au second terme, lacune que la 
forme de l'équation (3) conserve dans chaque coefficient et que 
l’'homogénéité exige, une différence égale à 2 n’entraîne non plus 
aucune condition subsidiaire. 
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. 


J'écris ei, la condition pour l'existence de l’exposant s, quand 
l'équation (4) admet les racines s et (s + 4). 
Voici cette condition, déjà employée (p. 96) : 
A B C 
(3) —Ss(sS—i)+ —s+ — + D —o. 
20 [O 10 


4. Faisons d’abord l’observation que l'équation adjointe de (5) est 
la suivante : | 


J® +Ap(u)y"+ (24 —B)p'(u)y + [(A—B+C)p'(u) + Dgr]y = 0. 


Elle ne diffère de (3) que par les coefficients, et reproduit l’équa- 
tion (3) elle-même si À — B. Ceci est d'accord avec la valeur trouvée 
pour l’invariant V, équation (2). 

Ce cas spécial À — B donne lieu à une équation qui présente la 
plus grande analogie avec l’équation de Lamé. Effectivement, l’équa- 
uon (7) devient | 

s(s—3)[(s—1)(s—2) + A]+6C—=o, 


ï ; - : : a 
qui se transforme en une équation bicarrée quand on poses — * + y. 


On peut déterminer A, CO de telle sorte que l’équation bicarrée en » 


Ë < on — I DL LS x s L À 
ait les racines Serres D n étant un entier arbitraire. 


Ceci fait, on a pour s les quatre valeurs : 


S=—n,, —n+2, n+I, n +5, 


dont quatre différences sont impaires et deux autres sont égales à 2. 
Il n’y a donc aucune condition subsidiaire à vérifier, les intégrales 
appartiennent aux quatre exposants s, qui sont des nombres entiers. 
De là cette conséquence explicite : 


L’'équation 


JN—on(n+i)p(u)y"—2n(n+1)p(u)y 
de es 


Re ptu)+aly=0 
où æ est une constante arbitraire et n un nombre entier, «a son 
intégrale générale uniforme. 

Je ne m'occuperai pas de l'intégration de cette équation, ayant 
principalement en vue, dans ce chapitre, les équations dont l’inté- 
grale ne devient uniforme qu'après changement de l’inconnue et des 
périodes. Une méthode analogue à celle que J'ai employée pour 





AR A Se D LS ni Le 
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l'équation de Lamé s'y applique. J’observe seulement, en passant, 
que la remarque générale faite à la fin du chapitre II conduit à cette 
conséquence : 
L'équation 
YS—2n(n +1) = +, En(n+t). y” 


ke [REED DU D +] y so 


u* 


où nest un nombre entier et a une constante, a quatre intégrales 


. DA diese T N . 
particulières de la forme eVato —J où pestun polynome entier. 


5. Voici maintenant le cas de l'équation (5) sur lequel Je désire 
m'arrêter. Je détermine les coefficients À, B, G, de telle sorte que 
l'équation déterminante ait les racines 


So, So—+2, So+4, So+2n +5, 


n étant un nombre entier, et s, étant calculé de manière que la 
somme soit égale à 6, comme il convient. Parmi les six différences 
des racines, cinq sont alors ou impaires ou égales à 2; seule, la difté- 
rence entre la première et la troisième est ésale à 4. Je dns 
alors le coefficient D de manière que l’équation subsidiaire (8) ait 
lieu pour s— 54. Cela fait, je suis assuré que les intégrales appar- 
tiennent à des exposants respectivement égaux aux racines dont 1l 
s’agit, et j'ai une équation contenant seulement un entier arbi- 
traire »2. Voici la définition de l'équation, explicitement tirée de ces 
conditions : 


ÉQUATION (A). — Sort l'équation 
(A) YY+Ap(u)y"+Bp'(u)y'+[Cp'(u) + Dg2]y = 0, 
où les coefficients sont ainsi déterminés en fonction d’une arbi- 


traire à : 
(a+ 2) +4 


B — (a+2)(a+4)(a—6) 4 
16 

Sen (a +4} (æ— 4)(x —12) 

PE Ne SEUE ROUES CP DRE 


I x 7 B /x C 
D+a(i+i) (+) (fri)+ eo 








re: PT “ + EE ee est Lu De LANCE gt Rete AE 1 
* ER Rd Lift els SOLE Le À Rs EE 


( 
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Si à est un nombre impair, les rapports des intégrales sont des 
fonctions uniformes de u. Les intégrales elles-mêmes appartiennent, 
relativement à w, aux exposants 


4 £ 
= (1+ +)» So 2, So + 4; So + 4 + 4. 


Je prends donc pour à un nombre impair; les intégrales ne sont pas 
uniformes ; 1l y a lieu d'appliquer la proposition X VIT. 

Par un changement d’inconnue, on rendra l’intégrale uniforme, 
mais les périodes seront changées. 


6. INTÉGRATION GÉNÉRALE DE L'éÉQuATION (A). — J'intitule ainsi 
lPétude que je vais faire de l'équation (A); car, circonstance inat- 
tendue, on peut effectivement écrire explicitement l'intégrale géné- 
rale, quel que soit le nombre «. C’est un fait analogue à celui que 
J'ai rencontré au chapitre VI (p. 208). 

Conformément à la proposition XVII et à l'observation qui la 
suit (p.59) pour le cas d’un seul point critique, le facteur par lequel 
_ il faut multiplier la nouvelle inconnue 3, pour reproduire y, est ici 


Ml (14) 
4 


ROIS 


La fonction Ÿ,(v) n’est autre que p'(#). Donc, en posant 


CL à 
dre) 


AUCINRE 


on a pour 3 une fonction uniforme de w, intégrale d’une équation 
, h > , ,.. x U 
dont les coefficients ont les périodes w, w', relativement à —. 
+ — 


A} 


\ 


x . 2H +1 
D'après la valeur de s,, savoir s5— — (à + 2), et les valeurs 
4 


4 


_ des autres exposants So + 2, So + 4, Ss +272 +9, nous voyons que, 
. PURES . SU ! . 
relativement à — où relativement à -—mo—mo), les combi- 


naisons linéaires des fonctions z appartiennent aux exposants 


S , 72 . su 2 ‘) A 7E —- I . . M 
précédents diminués de 3(1 + = ;, ce qui fait —(an +5), 


— (2n+3), —(2n+1)et zÉRo. 
J’emploie maintenant un raisonnement analogue à celui qui m'a 


ŒUVRES D'HALPHEN, TOME II! 16 


LR: 
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déjà servi (p. 97). L’exposant s, n'étant pas la moitié d’un nombre 
entier, 1l y a quatre fonctions distinctes 3 doublement périodiques de 
deuxième espèce, et dont les multiplicateurs correspondants ne dif- 
fèrent entre eux que par les signes (chapitre IE, n° 14, p. 55). Leurs 


ve : ST ; j è 
périodes sont w, w/, relativement à ue Envisageons ces fonctions 


. . \ (77 ARS 
comme ayant, loujours relativement à les périodes 25, 2w'; les 


multiplicateurs + u, + u/ deviennent x? et uw? pour les quatre fonc- 


uons 3. Toute combinaison linéaire de ces fonctions conserve alors 
cette même propriété, d’être doublement périodique de deuxième 


4 LAN 4 o) r “ u 
espèce, ou de première, aux périodes 25, 2w/, relativement à mi Or 
l’exposant zéro, qu'on vient de trouver, montre qu'il existe une com- 

Lol SES 3 ; : : u 
binaison linéaire des 3 qui ne devient pas infinie pour np: la 


fonction ainsi obtenue ne devient donc jamais infinie. C’est donc 
une constante, ou bien une exponentielle e%#*, Mais, d’après la forme 
de l'équation (A) et la liaison qui existe entre z et y, cette fonction 
L2 ‘ . É ae 
est paire. Donc c’est une simple constante. On a donc, pour y, l’in- 


2e eo) | 


Mais l'équation (A) a les périodes x, w' relativement à u; on a donc 
aussi les intégrales particulières 


tégrale partic ulière 





- (+2) 
- {u+mw+m'w! ; 
Me NES TT is Dee 
2 
, ! 
Le : ; nmw m'w 
J'écris maintenant les quatre expressions de p'(e eee = } 
savoir : 
1 (o) ”s sn? cn? dne 
2P PARE sn*p 
p' NE pre snecny dne 
à Te 2: SL 
2 cn#p 
POS D w __yr Snvcnp dne 
21 2 ei LAS < 
ns SONT x L2 pa snp# cnp dne 
— — — ee = Ç ‘à € 
2? 12 2 dn#v 
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_J’en conclus que l'intégrale générale de l'équation (A) est 


(14) 
4 





LATE SU 
(9) y= (sn £ en — dn <) 


\ 2n+5 2n+5 2n+5 
! u LA (42 (144 u 
MoN. e sn> ) + ce” {cn — R-coNdn — , 
2 ar 2 


et, puisque A figure explicitement dans cette solution comme étant 


un entier quelconque, on peut conclure que la solution subsiste, 
quel que soit n. Par conséquent : 


Dans l'équation (A), on peut supposer « une arbitraire quel- 
conque; l'intégrale générale est donnée par la formule (9), dans 
laquelle on remplace (2n +1) par ». 


L’analogie de cette équation (A), contenant la constante. arbi- 
traire #, avec l'équation du troisième ordre, contenant la constante u, 
que J'ai signalée au chapitre VI (p. 208), se complète si l’on observe 
que l'équation (À) a cette propriété que quatre de ses inté- 
grales Yi, Vas Ya, Ya satisfont aux deux relations 


# 


1 1 1 1 1 1 


1 
VERTE 0 = y EYE y =, 


la constante u étant ainsi déterminée: 


TE 
Ï 
— 
| 
8 


2 \ 82 = , EE . , 

7. Je reviens à l'équation générale (1), dont je suppose l’ordre q 
un nombre premier (!). Je suppose, en outre, qu'on ait calculé les 
_ coefficients de telle sorte que, relativement à w, Les intégrales appar- 
tiennent à des exposants ayant la forme 


LA 


; è 1 po’ à É 
e, e!, ... étant des nombres entiers positifs, et &, également entier 
positif, non divisible par g. 


D’après ces suppositions, les rapports des intégrales sont des 


(1) Je suppose g un nombre premier pour pouvoir éviter les difficultés de raison- 
nement relatives aux autres cas. On s’apercevra plus loin que les conclusions sub- 
sistent, en partie, pour les nombres impairs composés, 
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fonctions uniformes de u; et l’on obtient une fonction uniforme 


en posant (proposition XVII, p. 58) 


=] 


Je rappelle la définition de la fonction doublement périodique 4, 


QIR 


savoir 
s(ge) _ Ali(ge) 
api o(v)7  Al(6)7 


D'après la proposition XX, les diverses intégrales paruculières z 

sont des fonctions doublement périodiques, de première ou de 
5 L  - ; ; NAT 

deuxième espèce, aux périodes 5, æ’ relativement à —- Elles ont 


toutes les mêmes multiplicateurs, en sorte que le rapport de deux 
quelconques d’entre elles est une fonction doublement périodique 
ordinaire. Je dis plus : les tntégrales 3 sont elles-mêmes des fonc- 
tions doublement périodiques ordinaires. 

Soit, en effet, une d’entre elles z,. Formons le déterminant 


et écrivons-le 
2 Z ! TA (4 Z (g—1) 
21 L: (2) (&) . (£) . 
KE 31 31 . du 


Comme on voit, c’est le produit de z?7 par une fonction doublement 


périodique ordinaire, f(u). L’équation PEORORSE manque du second 


terme; on a donc 


[1923.74 07, = const.= Ÿ, (£) rcust. 


J'en conclus que 37 est doublement périodique de première espèce. 
Par suite, les multiplicateurs de 3, sont des racines, d'ordre. g, de 
l’unité. Mais le caractère rationnel de lPéquation, dont 3; est une 
intégrale, empêche de supposer des multiplicateurs racines primi- 
tives de l’unité, si en même temps les autres racines de l'unité ne 


sont les multiplicateurs d’autres intégrales; cette supposition est. 


d’ailleurs impossible, puisque toutes les intégrales ont les mêmes 
multiplicateurs. Donc les multiplicateurs de 3, ne peuvent être que 
l’unité. 


Le pôle 3 =0 est multiple de l’ordre ag pour les fonctions 2, 





2, 
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en sorte que je puis écrire 


RE cs 
4 O | — 
q . 
en désignant par y(°) le produit de ag fonctions 5, 


LD) = GE Profs) So). £ 
sous la condition 8, +f;+...+6,,—o. 


En raisonnant comme au chapitre IT, n° 14, nous déduisons ie 
d’autres intégrales 





: a 
pre) (2) q 
"y PS de RE Fe Ÿ > 
“ q 
Zjn,m'—= RSR AC a RS: PP Ve PAS LORS MERE = , 
(= p (EL) | 

3 Q LEE RE CET PER q 

q / - q 


qu’on peut écrire sous la forme 
(* + ma + "+ 
Fe 


Hd : 
© — 
q 
! 


Les constantes À, n sont connues, mais 1l n’est pas utile ici de les 


3 m,m'—= Atenx 


désigner avec plus de précision. 
- Nous avons donc obtenu ce résultat que, st dans la fonction 


. 2 . .. (7À . , ® Lé 
intermédiaire (2) qui est le numérateur d’une intégrale z, on 


augmente u des périodes w, w', on obtient à un facteur près, de 
s la forme Âe't, le numérateur d’une autre intégrale 3m m. J'en 


. U | U (72 ñ , 
conclus que, si-y {| — }; 4)» #2 fe , <-. sont les numérateurs d’un 
È q q nr 7e 


système complet d’intégrales distinctes 3, 3,, 32, ..., on aura : 


2 jee (“+ DE (e)+ 
De q | Ne q X1 q 22 q +. 


u+mw+mw) u 
nm etretne) fe) nn (t) eau (t a. 
q q 
INT EE, u\ 
m(enrens) (5) un(e) an(s) 


Faisons, dans ces égalités, par exemple m—o, m'—1; puis envi- 


_ 
+ 


RE RS RE a sr Re Pa CEE SA L'EST AE BEN, RO SR HET NT CP EP PNR ENER US 
4 à Pa ; RP PTT PR PIC RE UE à: A STORES Tu TOR TON 
S A D NE + 


En + 
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sageons une combinaison linéaire des fonctions :, que la substitu- 
tion précédente reproduise à un facteur près Be”# (on sait qu'il en 
existe au moins une), et Supposons que ce soit Justement y. La pre- 


ne ; £ : : u 
mière des équations ci-dessus est alors, si nous posons mt 


B ete y (o + ©) = X (0). 


D’après l’analyse précédente, nous pouvons choisir pour (6), 


» . e MN D » - 
42(9), ... les fonctions Lo + Te); sauf un facteur e?°. Il-y a donc 


\ 


un système de fonctions ‘/, #1, y», ... donnant lieu aux relations 
w! 
B eév An (e AE æ) = Xn(®) 
(10) fn=0,1,2,8%: "qi 1) 


Gen (o+T) = mue) 


C’est à la recherche de ce système fondamental de fonctions y,(+) 
qu'est ramenée l'intégration de l'équation proposée. 


8. Les fonctions 3 appartiennent, relativement à w, aux expo- 
sants — aq, —ag+e, — aq +e',.... \ en résulte que les combi- 
naisons linéaires des fonctions 4n(9) appartiennent, relativement 
à ?, aux exposants 0, e, e/, .... Cette propriété, jointe aux rela- 
tions (10), les définit entièrement. Je vais effectivement prouver 
que : st l’on a q fonctions intermédiaires y(v), #19), -.., 4y-a(®), 
ayant aq séros, satisfaisant aux relations (10), et dont les com- 
binaisons linéaires appartiennent, relativement à +v, aux expo- 
sants o,e,e', ... et que l’on pose 


Xn q 


s(u)? 


(11) AA 


(la somme des zéros de chaque fonction /,(#) étant supposée nulle), 
les q fonctions y, ainsi définies sont les intégrales de l’équation 
proposée. | 

Tout d’abord, en vertu des relations (10), deux propriétés de 


l'équation linéaire d'ordre g, dont u est la variable et dont les y sont 


les intégrales, sont immédiatement évidentes : 1° Cette équation a 
pour coefficients des fonctions uniformes et aux périodes 5, w’, 





ER. 


RE ET RDS CT CR TRUE PA D 6 VA pe Me” ee LE 
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relativement à u; 2° Ces coeflicients sont des fonctions ration- 
nelles et homogènes de p(u), p'(u), £2, gs, l’'homogénéité étant 
entendue ainsi que Je l’ai rappelé au début de ce chapitre. 

Cette dernière propriété résulte de ce qu’en vertu des rela- 
tions (10), on peut substituer aux périodes 5, w’ les combinaisons 
linéaires qui donnent lieu aux transformations du premier ordre. 

Pour achever la démonstration, 1l reste simplement à prouver que 
les coefficients de léquation n’ont pas d’autres infinis que u = 0. 
Car, ce point établi, celte équation aura nécessairement la forme (1). 

Reprenons, pour avoir des fonctions uniformes, les fonctions 2, 


et posons 
nt ei) 
ILE o(p)49 


Leur pôle unique, dans un parallélogramme des périodes 5, w', 


est p—0o. Suivant l’hypothèse, les combinaisons linéaires de ces 
fonctions 3, sont, pour # =0o, infinies des ordres suivants, ag, 
ag —e, aq —e,..., tous les nombres positifs e, e', ... étant diffé- 
rents. J'en conclus que le déterminant 


ER RATE CU NO) 
Ne aenea ile 


° * —— Ï 
est infini de l’ordre ag? + 140 _{e+e+e+..)=Q. 

D’après la propriété qu'expriment les relations (10), les fonc- 
tions yA(#), ou: plutôt leurs combinaisons, appartiennent, relalive- 


< Mi +mMms\. j 

ment à | 0 — FAUX EXDOSaNtS 0, ee Mexactementide 
q 

ms +mo 


même que relativement à 0. Donc, pour 6= —————, où les 





nombres m, m' sont des entiers arbitraires, mais non pas ensemble 
multiples de g, les combinaisons linéaires des fonctions z, sont infi- 
niment petites des ordres 0, e, e!, +... Dans un parallélogramme des 
périodes, le nombre de ces zéros distincts est (g9?—1), et chacun 


= 1 Ë 5 Ê 
d'eux compte pour e+e +...— EEE — KR zéros du détermi- 
nant V. 

Les nombres e, e', e”, ... ne sont pas quelconques; leur somme 


est connue. Effectivement, pour u — 0, le déterminant 


# V2 


U=[yoY17293.. Er iet 


formé avec q intégrales de l'équation (1), doit être fini, différent de 





EUR D le Enr: res 
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zéro, puisque l’équalion (1) manque du second terme, et que, par 
suite, Ü est une constante. Les y appartiennent aux exposants 


Donc U appartient à l’exposant 


— a+(e+e + HE RRQ GR 
J'ai donc ‘ 
(12) A 


C’est aussi ce qu'on peut reconnaître en observant que la somme des 
. , . , Q r | A il 
racines de l'équation déterminante est égale à FREE RER 
D) 


À cause de la relation (12), les expressions de Q et de R se trans- 
forment, et j'ai ce résultat : 

Le déterminant V a l’infini e = 0, multiple d'ordre Q — a(qg?— 1), 
et il a (g?— 1) zéros, multiples chacun de l’ordre R = a. On voit 
donc qu’il n’a pas d'autre zéro. D'où cette conclusion que les coeffi- 


cients de l'équation formée avec les intégrales (11) n’ont d’autres 


mo + mw! : 
pôles que ceux-ci ve = Rue res ouu=mw+m'uo. C'est ce quil 


fallait démontrer. 


9. L'intégration de l'équation proposée étant ainsi ramenée à la 
x . 


construction de fonctions d’après des conditions entièrement définies, 


je vais donner le moyen d'effectuer cette construction. 

Je prends d’abord le cas particulier où le nombre « est l’unité. 
Les nombres e, e', e”, ... sont alors entièrement déterminés. Is sont 
entiers, au nombre de (g — 1) et satisfont à la relation (12). Ils sont 
- donc nécessairement tous égaux à l’unité, sauf un seul, qui est égal 
.à 2. Déjà au chapitre II, n° 21 et 22, j'ai envisagé, pour g = 38 et 
pour g—5, les cas de l’équation générale (1) dans lesquels le 
nombre a est ainsi égal à l’unité. J'ai montré que l'intégrale géné- 

1 


Se u\] 9 qe 

rale est alors le produit de [Le (2) par une fonction arbitraire, 
e vas Li A (7 U 

uniforme, aux périodes w, w’ relativement à ra et ayant les seuls 

pôles = = 0 multiples d'ordre g. Le raisonnement employé pour g —3 


x 








, ré JT 2 A A nd 2" # œre OR Te 
*< AE LÀ: ag ht A AT RTE RE" PET CRT REY 


À 
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et g = 5 s'applique dans tous les cas, en sorte que cette conclusion 


est toujours valable. Mais on pourrait objecter qu’une démonstra- 
tion serait nécessaire pour prouver l'existence de l’équation même 
qui donne ainsi &—1, son ordre étant quelconque. Je vais faire 
disparaitre cette objection en prenant pour point de départ les inté- 
grales elles-mêmes. Les considérations qui vont suivre gont d’ailleurs 
nécessaires, même pour les cas qg = 3, q — 5; car il nous faut mettre 
les intégrales sous une forme telle que le système fondamental des 
fonctions yA(#) soit en évidence. 

Pour éviter toute confusion entre ce cas particulier (a —1) et le 
cas général, je vais employer une autre notation v,(6) pour les fonc- 
tions yA(#) qui sont relatives à ce cas particulier. [ci l'emploi de la 
fonction H de Jacobi conduit à des résultats un peu plus simples 
dans la forme, et c’est d’elle que je ferai usage. Je conserve d’ailleurs 
pour les périodes la même notation que précédemment, w et w’ repré- 
sentant 2K et 2:K’. 

Pour abréger l’écriture, je pose 


\ 


mo + mn w! 


& 


Wm,m' 


et j'envisage les g fonctions #,(+) ainsi définies : 





Fra] e T œn(v) = H| + ; | 
# : RATES) 
x Ho + E H|e+e | 
n, 3 (8—4q) ENG) 
AC Éd 
I = 
2 “ 
—= À ! Ho + @nim'), 
PS FREE RAR 


2 


le nombre n recevant successivement les valeurs 0, 1, ..., (q —1), 

ou mieux un système complet de résidus (modg) étant mis à la place 

de n. Car, on le voit tout de suite, w,(v) ne change pas si l’on 

augmente 7 d’un multiple deg. : 
De la définition (13) elle-même résulte l'égalité 


iT 


(14) Pn (+5) =e 4 On+1(9). 
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En second lieu, d’après la propriété de la fonction H, savoir : 


ET orw 
H(v+wo)=—-e © H(+), 
on obtient cette nouvelle égalité 
ee ce Ua nm: RE LR RTE 
(15) e. en(v+T)=e A a le. (b) 


Ces deux égalités (14) et (15) ne sont autres que les égalités (10) 
auxquelles doivent satisfaire les fonctions An(®). 

Les fonctions w,(P) ont g zéros. Pour prouver qu’elles sont 
propres à former les intégrales y d’une équation de la forme (1), et 
cela dans le cas spécial & — 1, il reste à montrer que leurs combinai- 
sons linéaires appartiennent, relativement à v, aux exposants 0, 1, 
2, 3, ..., (q —2) et q. Gette dernière partie est très aisée, comme. 
il suit.. Dans la fonction linéaire (+), 


P(P) = Ao Po(P) + Ai (0) + As Gao) +... + Ag 1 y 1(P), 


déterminons les coefficients de telle sorte que D(+6) ait un zéro 
donné ?,, multiple d'ordre (g — 1). D’après un théorème de M. Liou- 
ville, le dernier zéro #,, que D(r) possède en outre, est donné par 
l'égalité 

(g —1)00 + 1=0: 


& 


Si donc on suppose = 0, on aura aussi p, = 0. Il existe donc une 
combinaison linéaire D(P) qui à le zéro 6 — 0 multiple d'ordre g. 
C’est ce qu’il fallait démontrer. i 

10. J’ai donc prouvé l’existence, pour tout nombre impair, de 
léquation (1) dans le cas particulier à — 1, et mis ses intégrales sous 
la forme fondamentale demandée. Je: vais faire usage de cette solution 
particulière pour l'intégration de l’équation (1) dans les autres cas; 
mais auparavant je veux tirer une conséquence algébrique de la 
définition et des propriétés des fonctions », (+). 

Je considère la somme des puissances g*"% des fonctions © 


| So) = pl(r) + p7(v) + pI(v0) +..…, 
et | y fais 
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Je dis qu’alors cette sômme est nulle; ainsi 
VD Yw 
(16) (+) 20 


quand vet y sont des nombres entiers. Prouvons-le d’abord pour  — 0. 
I! nous suffit, à cet effet, de comparer ©,(0) et ©_,(0) en les écri- 
vant ainsi : 














Ti nm  q—IT) nn q—3v 
Don? CO) H(— — SJ Ce 0 D LE 

q TA 4 RTS 

niT ! "+ ! 
ARR OA ES TEE E)e. 

; q CHARS q BOUT 


J'ai écrito_,(0) en y renversant l’ordre des termes. De là résulte 


à 


p7(0)+ p7, (0) = 0. 


172 


On a d’ailleurs 6,(0) — 0. Donc S(o) = o. 

Mais, en vertu des égalités (14) et (15), on peut changer y 

VTD ÿ TD 5 

en P+ — + —— dans S(r), sans y produire d'autre changement que 
de multiplier cette somme par une exponentielle. Donc de S(o) = 0 
on est en droit de conclure légalité (16). 

Comparons maintenant S(e) au produit ow5(P)o91(v)g2(v)..., et 
concluons de la coïncidence des zéros de ces deux fonctions et de 
leur composition la relation 


par) +gpf(r) Her) +...= Apo(r)pi(v)pa(v) ..., 


où À est une simple constante. 
C’est seulement pour le cas g = 3 que j'aurai à faire usage de cette 
relation, Je l’écrirai alors 


(17) PE + pi + pi — 60 PIDIY, 


et l’on y reconnaît la forme cubique ternaire canonique. le coeffi- 
cient b est lié au module par une relation qui est connue, mais dont 
je n'ai pas à faire usage. Il n’y a point, pour g — 3, d’autre relation 
homogène entre les fonctions ©, puisqu'elles sont au nombre de 
trois, et que leurs rapports constituent deux fonctions d’une seule 
variable +. Ù 

Pour les autres valeurs de g, il y a (g — 2) relations algébriques 
distinctes entre les (g —1) rapports des fonctions w. Je viens de 
trouver une de ces relations; mais on en peut trouver de plus simples, 
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Il suffit de comparer le nombre des arbitraires que contient une 
fonction quadratique homogène de q variables et celui des arbitraires 
d’une fonction doublement périodique à 2g infinis, et l’on s’aperçoit 
que, pour 9 25, il existe entre les fonctions © des relations quadra- 
tiques homogènes. 


En vertu de la relation (15), si dans une équation À — 0, à laquelle 
: 2niT 
satisfont les fonctions ©, on change Pa en € Ÿ w», on obtient une 
0 


nouvelle relation B = 0, également exacte. Que la première soit qua- 
dratique et homogène, la seconde l’est aussi, et si ces deux équa- 
tions sont distinctes, c’est qu'alors il existe un système de relations 
quadratiques À — 0, A,—0, A,—0, ..., linéairement distinctes. Ces 
relations se transforment en B— 0, B,—0o, B;—o, ..., qui sont des 
combinaisons des précédentes. D'après la théorie des substitutions 
linéaires,.1l existe une combinaison au moins des fonctions À, A,, 
- À, ..., qui se reproduit, sauf un facteur. | 
Donc, de toutes manières, il faut admettre qu’il existe une rela- 


tion quadratique À — o qui reste inaltérée par le changement de On 
2niT : 


en e % v,. Si donc on l'écrit ainsi 





OA ) Ann EmPn; 
on aura toujours : 


mæ+næ const (modg) pour tous les termes de A. 


Mais, en vertu de la relation (14), on peut, sans changer les coeffi- 
cients À», augmenter simultanément tous les indices des o Ja 
relation reste exacte. La fonction À est nécessairement changée. 
Ainsi nous trouvons g relations quadratiques, que l’on peut distin- : 
guer entre elles par la somme (mn), et écrire ainsi : 


0 = Ag a? + Dp10g 1 + Chr9g-2 + dpspg-3+..., 
O—A2—a0?+ bo, +cp:py1+ dpvr 2 +... 
O—A,;—=avi+ bosvo <+cwv H+do:p1+..., 


© © 0e 0e © © © à 2 2: 0 ee vore °1e ee e fee, ur» 0... ee 


Toutes ces fonctions A5, A:, A;, ..., au nombre de g, sont linéaire- 
ment distinctes. Mais ces équations ne sont pas toutes distinctes. 
‘I faudrait une étude très attentive pour en faire la discussion géné- 
rale et trouver les relations qui existent entre les coefficients a, 
b, c, ...: Je n’ai fait cette étude que pour le premier cas, g = 5. 


L 


Etc. 





Car dafe 2e - À lies à 


NSP Cu + PUS < r L «+ 
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A1. Pour g = 5, j'ai les cinq relations, que j'écris dans l’ordre 
naturel : 
0 — Aç= apÿ + byiv, + Cow, 
0O—A1=api+ bo,v+ cop, 
FE A3= a9?+ bosoo+ cosvs, 
0—= A3 api + bpopa+ Cpiv», 
0 = À,=—ayp2+ by:p1+ cp;P0. 


4 


On sait que ces relations doivent se réduire au plus à trois équa- 


tions distinctes; on peut déduire de là les relations qui existent. 


entre les rapports de a, b, c, lesquels ne peuvent dépendre que du 
module. 

” Je multiplie À, par wi et À; par w,, et je retranche membre à 
membre; voici le résultat : 


a (95 41 — 043) + b(pFpi— p5vo) = 0. 


Je multiplie A; par ©, et À, par v,, et j'obtiens, en retranchant 
membre à membre, 


a (PT pi — P8 Po) + C(PF Ps — ppi) = 0. 


De ces deux dernières relations, je conclus a? + bc — 0. Cette rela- 
tion est nécessaire, et, si elle a lieu, les équations À;, A4, A, A; 
se réduisent seulement à trois, Mais, à cause de la forme des équa- 
tions, je peux conclure que, suivant la même relation, les équa- 
tions A», A3, À,, A, se réduisent seulement à trois. Ces deux 
groupes ont en commun AÀ,, A,, A3. Ainsi, moyennant la rela- 
tion a? be — 0, les équations se réduisent effectivement à trois 

distinctes. | 
Ainsi, pour q —5, les relations entre les fonctions + peuvent 

s’écrire : 
. g+lpin— 


AE 3 2 
P3 + AVr Do — AT SEE 0, 


à 4 Ph + APP — Loi = 0, 
D + À Po Ps — Pig = 0, 


EH s DA 
SE AL PA Pi Tor 0. 
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Elles contiennent lé seul paramètre À, qui est une fonction du module. 
On a aisément la valeur de X en faisant, par exemple, & — 0, ce qui 
donne w,—0, dans l'une quelconque des équations autre que la 
première. 

12. À un point de vue général, voici ma conclusion : Pour un 
ordre 4 donné, on a entre les fonctions © des relations algébriques, 
et l’on peut en tirer un système de développement de ces fonctions 
suivant les puissances croissantes de l’une d’elles. Afin d’être plus 


précis, disons qu'on Lirera PTS développés suivant les puis- 
Per 1 
. 29 : °2 , 
sances croissantes de =. Il y aura plusieurs systèmes de tels dévelop- 


O1 
pements. Prenons, par exemple, celui qui est convergent quand +» est 
voisin de zéro. C’est au moyen de ces développements que Je vais 
donner une méthode d'intégration de l’équation (1) dans le cas où 
& est un entier quelconque. 


Pn(9) 
H (+ )7 
leurs combinaisons linéaires 1, p(v), p'(v), ..., p2-2%{(6). Soit une 
fonction doublement péricdique n'ayant que les pôles = 0 mul- 
tiples d'ordre mg + r, r étant inférieur à g. Si l’on en retranche le 
- produit [p(472(6)]#p02(6), muluplié par un facteur numérique 
convenable, on compose une nouvelle fonction, n'ayant toujours 
que les pôles v = 0 multrples d'ordre moindre. A cette nouvelle 
fonction on peut appliquer la même réduction; par conséquent, la 
fonction proposée peut être représentée sous la forme d’un polynome 
entier, de degré (m +1), des quantités p{v), p'(e), ..., pt272(»). 
S1 la fonction proposée a les pôles p=o multiples d'ordre ag, 
a étant un entier, la première opération exige seulement l’emploi 
de [ pt? (v)[t. Donc une fonction doublement périodique qui n’a 
que les pôles v= 0 multiples d'ordre aq peut étre mise sous la 
forme d’un polynome entier et homogène, de degré a, des quan- 
Pn(v). > 
H(6 )2 

Revenons aux fonctions (6). En les divisant par H#27(v), nous 
formons de Lelles fonctions doublement périodiques, et je conclus 
que les fonctions An(®) peuvent être exprimées sous forme de 
polynomes entiers et homogènes, de degré a, des quantités o,(v). 

Ces polynomes entiers n’ont pas une forme absolument fixée; on 





Les g fonctions doublement périodiques reproduisent par 





tites 






RS RER ON ENT, ENST HER I PRE PRE PO 
SRE TRE NES a LUE Lee RES TR ae 
RATE GE 
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peut, æn effet, les modifier en y ajoutant des combinaisons telles 
que BA PB: A Bon 2, où B,H;, Ba; sont des: poly- 
nomes homogènes et arbitraires, de degré (a — 2), et A5, A,,... les 
premiers membres des équations auxquelles satisfont les fonctions ©. 
Mais on peut profiter de cette circonstance pour réduire chaque 
polynome à une forme irréductible, en y supprimant un certain 
nombre de termes. 

Cette précaution prise, on voit, en appliquant la première des 
relations (10) que ces polynomes, se composent seulement de 
termes RME ES dans lesquels la somme &, + 2042 + 343 +... a 
une valeur constante, aux multiples près de 9, dans un même 
polynome. | 

J'écris un de ces polynomes avec des coefficients indéterminés, 
puis, en ajoutant l'unité à chacun des indices des quantités ©, j'en 
déduis un second polynome, en vertu de la seconde relation (10); 
Je continue de la sorte, et J'ai ainsi représenté les g fonctions y,(v) 
par des expressions dans lesquelles figurent des coefficients indé- 
terminés. | 

Ces fonctions satisfont ainsi aux conditions énoncées au début 
du n° 8, sauf à celle qui concerne les exposants auxquels leurs com- 
binaisons appartiennent, relativement à 6. C’est par cette condition 
que l’on déterminera les coefficients. En se servant des développe- 


ments des fonctions 22, me ... suivant les puissances croissantes 
3 P1 1 
de a dont je viens de parler au début de ce numéro, on aura à 
1 


traiter un simple problème algébrique. 


13. Je vais faire une application à un cas de l'équation du troi- 
sième ordre : | | 


1 


J"+Ap(u)y'+ Bp'(u)y = 0. 


Je prends les coefficients À, B de telle sorte que l’équation détermi- 
nante, pour w — 0, ait les racines 


an an\ an 
G-<): (=) +anr (i—%) ani, 


dont la somme est égale à 3, comme 1l convient. On obtient ce 
résultat en prenant 
Ne Mn een ns )Kar TS) 
PU 27 


ut San UE LS 
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C’est ainsi ii ‘ 
an(n + 3 a 22 : 

(18) "= IE p(u)y D p'(u)y = 0 


que j'envisage; n est un nombre entier, et il est alors visible que les 
intégrales appartiennent effectivement aux exposants ci-dessus, dont | 
les différences sont ou impaires ou égales à 2. 

Si a est un multiple de 5, l'intégrale générale est uniforme; ce 
n'est pas de ce cas que je m'occupe. 

C’est quand » est de la forme 36 Æ 1 qu'il y a lieu d'appliquer la 
théorie précédente. 

Si n est l'unité, j'ai l’équation déjà envisagée au chapitre Il; c’est 
celle dont la solution est fournie par les fonctions +. 

Jeivais intégrer equation (t9)/danslescas où \m=2"41Le 10 
nombre & est 1c1 égal à 5. Il n’est pas nécessaire de reproduire ici; 
par le détail, l’analyse qui conduit au résultat. Il suffira que je donne 
ce résultat lui-même et que je le vérifie. Les fonctions y(#) sont les 
suivantes : 


Xo(v) = pé(pi—5pi—5pi), 
HO sr) = pipi — 5 — 58), 
ao) = gi(pi— 5ei— 5e). | 


Je dois vérifier que leurs combinaisons linéaires appartiennent, rela- 
tivement à #, aux exposants 0, 3, 0. Suivant la méthode expliquée 
au n° 12, je prends pour point de départ la relation 


pot pit pi 60porip. 
Au lieu de développer . suivant les puissances croissantes de ©, 
, 


O1 
4 

: © à O1 + 
Je développe 2 suivant les puissances croissantes de FACTURE qui 


Pa D2 
revient au même. J'ai ainsi, en posant = LR — re 
Po #1 PAR I à I I 
— =— — ; nue —— — |] ae DS Te Mi Ue + CRC 
(20) D 30° (sn E 1 )E de 


De (19) je ture 
(21) Xiti pi + pi —5vpip3i— 593 pi — 5oi(p? + p3), 
ce qui peut s’écrire ainsi : 


Ui+ 2 (pi+ oi) (pi— 3pioatp?)— 5p3(p2+ ol). - 
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D'où l’on voit déjà que (y1 +2) a le zéro triple v — 0, puisque 00 
et (w,+o,) sont nuls avec v. Pour la même raison, l'expression 
même de 4o(e) montre que celte fonction a aussi le zéro triple e — 0. 
Il reste à montrer que la combinaison formée avec Yo et (1 + Ye 
de telle sorte qu’elle ait le zéro 0 — o multiple d'ordre supérieur à 3 
a ce zéro multiple d'ordre supérieur à 4, du même coup. 


En remplaçant, dans le second membre de (21), = par son pre- 
< 1 
[l 


mier terme, tiré de (20), on ne néglige que des quantités du cin- 
quième ordre, ce qui est permis pour le but que nous voulons 
atteindre. J'ai ainsi 


jar (pit p2) [et Saetet+ (ete) ÉRRE 


De même, en négligeant les termes du cinquième ordre, J'ai 





IL est manifeste que l’on peut faire une combinaison linéaire de 
ces deux quantités, de telle sorte que le second membre ait la 
forme A(,+0,)5. La vérification est donc faite, et j'ai celle con- 


clusion : 


Si l’on pose 





et qu'on désigne par Lo, L1, æ3 les quantités suivantes : 


U (42 (RAGE 
re TN VAE Verre TC 4 


2e 2 FE É 
Hu) Hu); 


0 = 


Ï 
$ Hu »? 





l'équation (18), pour n — 2, a les intégrales suivantes : 


= x(ai— 53 5x3), 
pi= ai(ai— 5x 5x), 
Va= a(ai— 573 57). 


ŒUVRES D'HALPHEN, TOME HI, 17 
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14. La méthode d'intégration que je viens d'expliquer entraîne 
à des calculs assez longs; je n’en ferai pas d’autre application. I m'a 
paru cependant qu’elle méritait d’être citée, à cause de son caractère 
purement algébrique. Ce caractère est ici essentiel à noter. J’ai dit, 
en effet, au début de ce chapitre (p. 235) que, si l’on prend pour 
variable pu), l'équation linéaire (1) se change en une équation 
linéaire à coefficients rationnels. Dans les cas dont je m'occupe 
actuellement, l'intégrale générale est algébrique. Pour qg = 3, par 
exemple, les quantités v6, æ,, &+, qui sont les intégrales de lPéqua- 
tion répondant à « —1, sont des fonctions algébriques des racines 
d’une équation hessienne, l'équation d’où dépend la division par 
trois de l'argument (mw + m'w'). Par la méthode dont je viens de 
donner un exemple, il est mis en évidence que, pour les autres 
valeurs de 4, les intégrales s'expriment rationnellement en fonction 
de ces quantités æ6, Ty, Lo. 

On peut aussi procéder à l’intégration par une méthode plus natu- 
relle et théoriquement plus simple. Cette méthode s'applique de la 
mêine manière à tous les cas. Je vais, pour plus de simplicité, 
l'expliquer dans le cas du troisième ordre. 


15. Je prends l'équation (18) et j'y change » en = »; c’est ainsi 
l'équation 
ann —3)(4R +3) 
27 





1 Â n? [ 1 k 
(22) d'art p(u)y + P'OAÏM= 0, 

ANT Ste Te ; + LE 
et j y suppose n entier et positif. Cette nouvelle équation (22) n’est 
d’ailleurs autre que l’adyointe de (18). 

Les racines de l'équation déterminante sont 


Ca 


27 27 217 





DR RE RCE LD LCL 
ou 
an 2(n—5) An +3 
PRE UE me Re 4 


Quand nr est premier à 3, l’intégrale générale est non uniforme, et 
l’on obtient une fonction uniforme £ en posant (p. 59) 
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Ainsi que je l’ai prouvé précédemment, 3 est une fonction double- 


Es . . . pie . NOEL 
ment périodique ordinaire, aux périodes 5, w’, relativement à =: 


3 
Parmi les intégrales 3, dont + = 0 est le pôle unique, il en est qui 


appartiennent, relativement à w, aux exposants — 6n, —G6n+, 
— AN 4T. 

La fonction z, qui appartient à l’exposant (— {nr +1), correspond 
PAP 


a as » \ ( 

à l'intégrale y, appartenant à l’exposant s — — = + 27 + 1. Cette 
; d 

intégrale y se développe suivant les puissances croissantes de w, sous 


la forme 


Fois OPEN BE BEMO IE 


et ce développement se tire sans ambiguïté de l’équation différen- 
; Ur 

tielle (22). Développons, d'autre part, [,(6)] *;ce développement, 

dont on peut aisément trouver les termes successifs, a la forme 


ND 


It 


GE 167 
; Il : DE 
(24) DECO) OR 


. (42 £ , 
Dans (23) mettons 6 au lieu de +; et combinons les développe- 
n) 


ments (23) et (24), nous aurons 
Pan = PTIT HA —a)pt+ Vopf + Co +, .]. 


Mais on sait que 3 est une fonction de #, aux périodes w, w! n'ayant 
que les pôles » = 0. J'en conclus donc 


(é 
RE Re De Eee (id) 
HN RO Cie ta) d de 
AT vb 


in A ETES D D CRE I YEN a 9 A me TEE ME AN LE SP Re 
DM ri) () 2: 93.4. (4 =8) 





pr (0) —. LT 


Cette intégrale particulière 3 est ainsi obtenue par des opérations 
É 2 u à 
entièrement connues. Remettant ensuite 3 au lieu de ?, et revenant 


à y, Jai une intégrale particulière, dans laquelle il suffira de 
changer uw en (uw + mm + m'w) pour avoir d’autres intégrales. Le 
problème est ainsi entièrement résolu. 
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16. Premier exemple : n—=1. — L'équation est l’adjointe de 
celle qui a été envisagée au chapitre IT, n° 21 (p. 94). On pourrait 
se dispenser de l'examiner. Il est en dti intéressant de trouver 
‘ici son intégrale sous une forme différente. Aucun calcul n’est 
nécessaire, la formule (26) se réduisant à un seul terme. On a donc 
les diverses intégrales : 


2 
RE 


, [4 CARE ( u 

oo —= | Ÿ: Æ ») F9 
: Jo 13 3 }l Æ ) 
US LE ENT. Ne 

Pre RO CECl US PSS PRE NES 


" 


2 
D AUS DE JTE 0 
A. 
ae 
Deuxième exemple : n —2. — C'est l’adjointe de l'équation 
intégrée au n° 13 par l’autre méthode. La formule (26) se réduit à 
deux termes, et l’on trouve 


ROSE ne fn 
PIN Mes IN en sr Li CNRNIO 
9 » 


S Lo ( + MT + "+ ) 2230 a (* Fe nu me )| 
3 5 3 
On pourrait multiplier ces exemples et en trouver d’analogues 
pour les équations de tous les ordres, mais ce ne serait pas sans de 
longs calculs, Je me contente d’avoir montré, dans ce chapitre, que, 
pour les équations à coefficients doublement périodiques et réduc- 
tibles aux équations à intégrale générale uniforme, 1l existe effecti- 
vement des méthodes d’intégration qui leur sont spéciales. 








MÉMOIRE SUR LA CLASSIFICATION 


DES 


COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES ('). 


Journal de l’École Polytechnique, LU° cahier, 1882, p. r. 


INTRODUCTION 


ET RÉSUMÉ DU MÉMOIRE. 


Dans la géométrie plane, un nombre unique, le degré, permet de 
caractériser une famille de courbes: tous les membres d’une même 
famille sont cas particuliers d’un seul et même être, bien défini par 
une équalion, la courbe générale du degré considéré. | 

Dans la géométrie de l’espace, cette définition générale des courbes 
d’un même degré fait défaut. On reconnaît même, dès l’abord, que 
ces courbes forment plusieurs familles, entièrement distinctes entre 
elles. C’est ce qui apparaît dès le quatrième degré, où l’on trouve 
deux types différents, distingués par le nombre 2 des points doubles 
apparents. 

Ces deux nombres, L et le degré d, suffisent-ils également à carac- 
tériser une famille de courbes? Les faits répondent à cette question 
par la négative; mais ce nest pas avant le neuvième degré qu’on 
rencontre deux familles différentes pour les mêmes nombres d, 
h(d=9, h—18). Ces deux familles, différentes à tous égards, 
peuvent être distinguées entre ellés au moyen d’un nouveau nombre n, 
dont voici la définition. Par un point arbitraire de l’espace, passent 





(!) Couronné par lPAcadémie des Sciences de Berlin (prix Steiner, 1882), ce 
mémoire est, en grande partie, la reproduction d’un travail présenté à l'Académie 
des Sciences de Paris en février 1870. (Voir Comptes rendus des séances de l’Aca- 
démie des Sciences, 1. LXX, 18-0, p. 380) [ Œuvres d'Halphen, 1. 1, p. 80.] 
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des cordes de la courbe, en nombre h, c’est-à-dire des droites ren- 
contrant chacune la courbe en deux points. Le nombre » est le degré 
minimum des cônes qui contiennent toutes ces cordes, Il est égal à 4 
pour l’une des familles de courbes du neuvième degré dont je parle, 
à à pour l’autre. | 

Ces trois nombres, d, h, nr, peuvent-ils dorénavant suffire à caracté- 
riser chaque famille de courbes? Le premier exemple contradictoire 
se rencohtre pour d 19, h=—63, n — 90. Les faits répondent donc 
encore négativement, et l’on est bien contraint de reconnaître qu’on 
chercherait en vain à caractériser, d’une manière générale, toute 
famille de courbes par quelques nombres, analogues au degré. 

Le problème de la classification des courbes gauches algébriques 
se pose donc en ces termes : 


Enumérer, définir et distinguer entre elles les diverses familles 
de courbes d’un même degré, de telle sorte qu'aucune famille ne 
puisse jamais être cas particulier d’une autre, plus générale. 


C’est à la solution de ce problème qu'est consacré le présent 
mémoire. Je me borne d’ailleurs, et d’une manière absolue, aux 
courbes qui n’ont pas de points singuliers (!). 

En premier lieu, il convient d'examiner quelles sont les familles 
dont on peut obtenir une définition immédiate. A cet égard, on verra, 
dès le début et de trois manières différentes, le résultat suivant : 


Les courbes de degré d, ayant k points doubles apparents, 
forment une seule famille si le nombre h est compris entre les 


deux limites # (1) et Ÿ (2) ci-après : 


ALT) EE) 


5 (1) = 


ÿ (2) — er es 


1 


EL voici Le caractère distinctif de ces familles : 


Toute courbe plane, de degré d, ayant des points doubles en 
1 © ?) à 
nombre h, compris entre. ces deux limites, est la perspective d’une 
courbe gauche de degré d, ayant k points doubles apparents. 


# 








(!) J'indique sommairement et sans démonstration ce théorème, qui n’est nullement 
évident : Toute courbe à points singuliers est cas particulier de courbes du même 
degré sans point singulier; en sorte que la classification ne sera pas modifiée si 
l’on tient compte de toutes les courbes de chaque degré. Pour le sens exact de ce 
théorème, voir chap. I [p. 307]. 


. 
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Au contraire, une courbe plane de degré d ayant des points 
doubles en nombre h inférieur à #Ÿ (2), et d'ailleurs quelconque, 
n'est pas la perspective d’une courbe gauche de degré d. 


Jusqu'au sixième degré inclusivement, il n'existe pas d’autres 
courbes que celles dont je viens de parler. Dès le sepuième degré, il en 
apparaît d’autres. C’est de là que naît toute la difficulté du problème. 

Quoique la caractéristique L ne puisse suffire à distinguer Îles 
diverses familles de courbes d’un même degré, elle est cependant très 
propre à séparer les unes des autres la plupart de ces courbes. Aussi 
est-il essentiel de connaître d’abord quelles sont les diverses valeurs 
numériques de cette caractéristique. Son maximum est #) (1), comme 
l’on sait ; elle a aussi un minimum : 





RE. À AS TNe 
Le minimum de h est l’entier contenu dans ( . . 


# 


Voici maintenant un autre résultat bien saillant : 


La caractéristique h n’est pas susceptible de devenir égale à un 


FR à d—1\2} . ,, F(d—i)(d—0) 
quelconque des entiers depuis [(—=) |usqu à | 


J 
mais seulement à quelques-uns d’entre eux. 


Ainsi, pour un même degré d, la suite des nombres L est discon- 
tinue ; elle présente des lacunes. Cette circonstance ne s’offre pas 
avant le neuvième degré. | 

On a, en même temps, cette proposition : 

L : ; (An) (9) ° 

Les courbes, de degré d, qui ont moins de Pi points 
doubles apparents, sont situées sur des surfaces du second degré. 
Les nombres h qui s'y rapportent sont donnés par la formule 


d'A x 
h = A me NAT A(d=— 7), 
== si 
2% ; ! z FLE TM) à j 
où k est un entier arbitraire. Le minimum PE est atteint pour 
Ce d - I ; 
3} 


Aie 








| ; les autres valeurs s’obtiennent quand on fait croître À. 


A chacun de ces nombres h correspond une famille de courbes 


C>, situées sur des surfaces du second degré. Tant que h n'atteint 


pas la limite je 


h dépasse cette limite, sans atteindre une autre limite # (3), Les. 


h ces familles seules,existent. Quand 


LE UN ES TA ST 7 he AP CR Re EP 
. 43 : À en , 9-1 ; à à 
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courbes C;, composent des familles distinctes qui coexistent avec 
d'autres, correspondant aux mêmes nombres d, h. 

Le nombre # (3) est donné par une formule générale, comprenant 
aussi #) (Get ÿ (2), et dont il sera parlé plus loin. 


(HAT EN) 


d 


A parur de la limite | l la suite des nombres A ne 


présénte plus de lacunes. è 
(d—1)(d—2)] 


A chaque nombre entier pris pour h, à partir de | : 


correspond une famille de courbes C3, situées sur des surfaces du 
troisième degré. Tant que h n’atteint pas la nouvelle limite 


Ve CREME 
d [= 
courbes GC. Au delà, elles composent encore des familles distinctes 
tant que hk n'atteint pas une autre limite Ÿ (4). Au delà de cette 


| , ces courbes C3 existent seules conjointement avec les 


dernière, elles ne sont plus que des cas particuliers. 
Cette sélection se poursuit encore : 
(d—2)} 

HE | 
correspond une famille de courbes C,, situées sur des surfaces du 
quatrième degré (sauf une lacune d’une unité dans les valeurs de A 


A chaque nombre entier pris pour h, à partir de 3| 


à parur du minimum, quänd le degré est divisible par 4). Tant que 


(Des) 


h n'atleint pas la limite 2 | | ou, pour le cas où d est 


NW] 
d(d —5) à 
SE. ces courbes GC, coexistent 
seules avec les courbes C3, C3. Au delà, elles composent encore 


des familles distinctes tant que h n'atteint pas une autre 


limite # (5). 


La même sélection, qui ne peut être reconnue que sur des exemples 


divisible par 5, la limite 2 


où d soit choisi assez grand, se continue, et voici enfin l’énoncé 
général de la loi qui y préside : 


Soit m un nombre entier égal ou inférieur au plus petit 
entier M pour lequel est satisfaite la condition 


nat tee er re 


A ce nombre m correspond une fonction H(m), jouissant de la 
propriété suivante: 





* 
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1. Toute courbe du degré d, qui à moins de H(m) points 
doubles apparents, est située sur une surface de degré moindre 
que m. | 

La fonction H(m) est toujours croissante avec m (on dira dans 
un instant quelle est cette fonction). 


IT. À tout nombre h, égal ou supérieur à H(m), correspond 
une famille de courbes G, du degré d, situées sur des surfaces 
de degré minimum m (sauf quelques lacunes dans les plus petites 
valeurs de k et le cas m—2). Tant que h reste inférieur à une 
autre limite À) (m +1), ces courbes C, coexistent conjointement 
à toutes autres et composent des familles distinctes. Au delà de 
cette limite, ce ne sont plus que des cas particuliers. 

La limite #) (m +1) est donnée par la formule 


#ÿ (m +1) =- Se É Diane (m+2) 





UT. La courbe GC», qui a le plus grand nombre de points 
doubles apparents, h— #(m+1)--1, comporte dans sa définition 
4 d'arbitraires. Chacune des autres en comporte davantage, 
savoir 4 d + # (m1) —1— A (sauf encore quelques exceptions 
pour les plus petites valeurs de A). 

Si, dans la fonction Ÿ), on fait varier l’entier » de toutes les 
manières (sans Lentr compte d'ailleurs de la condition m£M), on 
reconnaît que cette fonction #) a un minimum. Ce minimum donne 
lieu à une exception pour la proposition précédente. Voici cette 
exception : £n général, il existe dans le voisinage de M un ou 
plusieurs entiers m pour lesquels la limite H(m) est supérieure 
au minimum de #; ce n’est, d'ailleurs, pas pour un de ces 
nombres que #) atteint son minimum, et, dans tous les cas, comme 
l'énoncé II l'exige, # (m + 1) est toujours supérieur à H (m). 

Pour un tel nombre, la fonction H(m) jouit toujours des 
propriétés [IT et TIIT, mais non plus de la propriété I. A l'égard 
de cette dernière, H(m) y est remplacée par le minimum de $. 

Pour les nombres m,, supérieurs à M, il existe une fonction 
H,(m,) donnant lieu encore à la propriété I: Cette fonction a la 
méme définition que À, mais appliquée à d’autres valeurs de 


+ 
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l'argument * 


a 
Te PE pa Ne ee N mars 1) 


L'énoncé II subsiste si l’on y remplace s) (m+1) par H,(m, +). 
Quant à la proposition IT, elle se change en celle-ci : 


IV. Chaque famille générale de courbes du degré d, échappant 
à la définition des courbes GC», comporte Ad arbitraires. 


Il reste enfin, pour compléter cet énoncé, à définir la fonction 


V. Soit o le plus petit nombre, non négatif, qui rende (d+6) 
divisible par m, et soit d+s— mu. Sous la condition rormezre 
m?— m< d, on a 


2 


De Vue 
HER Se er 


Mais pour les nombres m', donnant m?— m'Zd, il n'y a point 
de formule simple fournissant l'expression de la fonction H(m ). 
Je dois me contenter de dire, dans ce résumé, qu'il existe une 
méthode certaine pour calculer cette fonction. 


Il est assez malaisé de saisir la portée véritable de ces théorèmes 
autrement que par des exemples. Mais encore faut-1l prendre le 
nombre d assez grand pour que la plus grande partie des propositions 
se puisse appliquer. C’est pour cette raison qu'après avoir présenté, 
au chapitre VI de ce mémoire, la classification suivie et complète des 
courbes jusqu'au vingtième degré inclusivement, j'ai traité aussi la 
classification des courbes du degré 120. On verra, par les résultats 
de cette classification, qui terminent le mémoire, que les théorèmes 
précédents résolvent véritablement ces deux parties du problème 
proposé : Énumérer et distinguer entre elles les diverses familles 
de courbes d’un même degré. Quant à cette autre partie: définir 
ces courbes, c’est-à-dire en donner explicitement une représen- 
tation ou, du moins, le moyen d'y parvenir, la solution n’en est pas 
complète. Mais c’est qu’aussi cette partie du problème ne paraît pas 
susceptible d’une solution générale, et doit être abordée à part pour 
chaque cas. ; ; Me 

Le problème dont il s’agit se réduit à cet autre, appartenant à la 








CLASSIFICATION DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 267 


géométrie plane : Trouver deux courbes, de degrés donnés, qui se 
touchent en des points dont le nombre soit égal à un nombre 
donné. C’est là un problème dont il ne semble pas qu’on puisse 
jamais obtenir une solution générale. 

Toutefois, et c’est là un des traits principaux du mémoire actuel, 
ce problème n'existe, à chaque degré d, que pour une faible minorité 
des familles de courbes. Effectivement, on a cette proposition : 


VI. Toutes Les courbes dénommées tout à l'heure. G, sont immé- 
diatement définies et représentées au moyen de courbes de degré 
moindre, 


Si l’on joint à cette proposition celle que j'ai énoncée (p. 262) au 
sujet des courbes pour lesquelles } est supérieur à # (2), on n’a plus 
à traiter de nouveaux problèmes que pour un nombre fort restreint 
de courbes. Ainsi, dans lexemple 4 — 120 que j'ai examiné, où le 
minimum de À est 3540, le maximum 5021, ce sont seulement les 
nombres } compris entre les limites 6020 et 6903 qui donnent lieu 
au problème dont je parle. Il ne se pose pas, d’ailleurs, avant le 
onzième degré, et jusqu'au treizième degré inclusivement il se résout 
immédiatement. : 

els sont, en résumé, les principaux résultats de ce mémoire. 
Quant à la méthode qui s’y trouve employée et à l’ordonnance des 
matières, il me reste peu de mots à ajouter. Je me sers principalement, 
pour représenter les courbes, de deux équations en coordonnées 
rectulignes 
CSN) 


( A TE ==, 6 Z — 
A) P(æ, y) TER | 


où ©, Ÿ, y désignent des polynomes entiers. Les lettres x, y, 3 sont, 
ou bien des coordonnées cartésiennes, ou bien les rapports de coor- 
‘données homogènes. Ce mode de représentation, tout naturel, a été 
employé par M. Cayley dans quelques courtes études sur les courbes 
du quatrième et du cinquième degré (Comptes rendus des séances 
de l’Académie des Sciences, t. LIV), et par M. Édouard Weyr, 
dans un mémoire auquel j’emprunterai un résultat important. 

Après avoir exposé, avec tous les développements nécessaires, les 
premières notions qui se rattachent immédiatement au mode de 
représentation (A) et y avoir consacré le chapitre f, je montre, dans 
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le chapitre IF, comment s'offre cette circonstance si curieuse : la suité 
des nombres À présente des lacunes à partir du minimum. 

Le chapitre II, le plus long du mémoire, est aussi celui qui 
contient la théorie la plus abstraite et la plus importante. J’y expose 
les propriétés de certaines opérations algébriques, analogues à Péli- 
mination, et qui, appliquées aux trois polynomes ©, d, y, conduisent 
d’une courbe quelconque à une autre courbe, que j'appelle adjointe. 
Cette adjointe n’a pas de définition géométrique, elle dépend essen- 
tiellement des éléments de la représentation (A), qui peuvent’ être 
variés à l'infini. Néanmoins toutes les propriétés de la courbe envi- 
sagée, qui ont de l'intérêt pour la classification, se reflètent dans cette 
adjointe. C’est par l'intervention de cette dernière que je parviens 
aux résultats énoncés précédemment. 

La partie de ces énoncés relative aux courbes situées sur les surfaces 
du troisième degré est exposée en détail dans le chapitre IV ; l’exten- 
sion des résultats aux courbes tracées sur les surfaces du quatrième 
et du cinquième degré, et enfin de degré quelconque, fait Pobjet du 
chapitre V, qui se termine par l’exposé des moyens propres à la 
classification des courbes d’un degré quelconque. 

J'ai déjà dit que le chapitre VI contient les applications numé- 
riques nécessaires à la parfaite intelligence des résultats généraux 
dont la démonstration termine le mémoire. 
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CHAPITRE I. 


Notions préliminaires. — Courbes unicursales et courbes du genre 1. — Courbes dæ 
degré d et du genre pZd—3. — Représentation des courbes au moyen des 
monoïdes. — Courbes du premier et du second groupe. — Minimum du nombre.- 
des points doubles apparents. — Conditions imposées à une surface par la condition 
complexe de contenir une courbe. — Théorème de M. Eduard Weyr. — Quelques 
mots sur les courbes à points singuliers et les courbes composées. 


1. Une courbe algébrique est le Leu d’un point dont les coordon- 
nées rectilignes sont des fonctions algébriques d’une même variable. 
La courbe est gauche si elle n’est pas contenue dans un plan. 

Le nombre des points, réels ou imaginaires, en lesquels la courbe 
est rencontrée par un plan quelconque, est le degré de cette courbe. : 
Le degré est le premier élément de la classification. 

Sur une courbe gauche, il peut exister des points singuliers. On 
appelle ainsi un point qui compte pour plus d’une unité dans le 
nombre des intersections de la courbe avec tout plan mené par ce 
point. {l ne sera traité, dans ce mémotre, que des courbes dénuées 
de points singuliers. 

La droite qui joint deux points pris sur la courbe est une corde. 
Les cordes d’une courbe gauche remplissent l’espace, en d’autres 
termes, forment une congruence. Par un point arbitraire de l’espace 
viennent passer quelques-unes de ces cordes. Aussi, bien que la 
courbe n'ait pas de point singulier, sa perspective, faite d’un poin& 
de vue quelconque, a des points doubles. Suivant une heureuse 
expression, consacrée par l’usage, on peut dire que toute courbe 
sauche, regardée d’un point de vue quelconque, a des points doubles 
apparents. Le nombre de ces points doubles est un second élément 
important de la classification. 


9. D’après sa définition, et en vertu de la théorie de l'élimination 
Ï ) ? 
une courbe algébrique est l’intersection de deux surfaces algébriques. 
La ligne suivant laquelle se coupent deux surfaces algébriques a pour 
5 Ï 5 q P 
degré le produit des degrés de ces surfaces. S'il arrive que cette ligne: 
se décompose en plusieurs courbes distinctes, chacune de ces courbes 


PR OPOE TTNEEN 


rh 


{ 
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est une éntersection partielle, leur ensemble est Fintersection 
complète des deux surfaces. | 

Le plus souvent, une courbe algébrique gauche ne peut constituer, 
à elle seule, l'intersection complète de deux surfaces. C’est notam- 
ment ce qui a lieu quand son degré est un nombre premier. 

De cette circonstance naît une difficulté sérieuse quand on veut 
définir les courbes par l'intersection des surfaces. Cette difficulté, 
toutefois, est surmontée dans les cas où, à la courbe que l’on veut 
définir, on peut adjoindre 1 une courbe déjà connue, de telle sorte que 
l'ensemble constitue une intersection complète. C'est ainsi que, dès 
l’'abord, on à pu aisément classer les courbes du troisième, du 
quatrième et du cinquième degré. Je rappelle brièvement cette classi- 
fication (!). | | 

Le principe mis en usage est le suivant. Soit m le degré d’une 
surfaçe que l’on veut faire passer par une courbe du degré d. Cette 


“condition complexe que l’on impose à la surface équivaut à des 


conditions simples, dont le nombre N,, ne nous est pas connu, mais 
dont nous avons immédiatement une limite supérieure, 


(1) Nn<md+Hr. 


Effectivement, une surface du degré m et une courbe du degré d 
se rencontrent en md points (?). Si donc on mène la surface par des 
points, pris sur la courbe, en nombre supérieur à md, la surface 
contient la courbe. 

Posons, pour abréger, 


(m+i)(m+2)(m+3) 
OR Te REA SAUNA SI E L 


e n\e 
d(m) G 


en sorte que d(m)— 1 est le nombre des arbitraires qu’entraîne la 
définition d’une surface de degré m. Si l’on peut trouver m, de 
manière à vérifier la condition 


V(m)2zmd+o, 


on est assuré de pouvoir mener par toute courbe, du degré d, une 
ou plusieurs surfaces dont le degré ne dépasse pas mn. 











(1) Voir, par exemple, salmon fiedler, Analytische Geometrie des, Raumes 
(II Theil, 5'° Auflage, p. 116 et suivantes). 

(2) Dans l'ouvrage que je viens de citer, cette proposition est un postulatum. En 
réalité, elle se démontre de bien des manières; elle devient évidente quand on 
emploie le mode de représentation expliqué ci-après, au moyen des surfaces monoïdes. 
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En prenant successivement m = 2, 3 et d—3, 4, 5, on trouve 
ainsi que toute courbe du troisième degré est sur une infinité de 
surfaces du second degré; toute courbe du quatrième degré, sur une 
surface du second degré et une infinité de surfaces du troisième 
degré ; toute courbe du cinquième degré sur une infinité de surfaces 
du troisième degré. Pour les degrés d = 3, 4, 5, on peut ainsi trouver 
des lignes complémentaires ayant les degrés respectifs 1, 2, 4; et la 
classification ne peut rencontrer aucun obstacle. Afin d'effectuer cette 


* classification, on se sert de la formule suivante, qui se rapporte au cas 


où l'intersection de deux surfaces se décompose en deux courbes. 
Par m, m' désignons les degrés des deux surfaces ; 
Par d, d' les degrés des deux courbes ; 
Par L, L le nombre des. points doubles apparents pour chacune de 
ces courbes. | ; 
Entre ces six nombres, existe la relation (/oco citato, p. 132) 


(2) h — h' = =(d—d'}(m 1) (m'— 1), 


Au moyen de cette formule et du principe précédent, on obuent la 
classification que voici : | 


1° d—3, une seule famille de courbes, ayant pour nombre de 
points doubles apparents À — 1. C'est la cubique gauche, intersection 
partielle de deux surfaces du second degré, complétée par une ligne 
droite. C’est ce que j'exprime abréviativement ainsi : 


D=GRh = 1: Surfaces NN" courbe Comp der; h5="0;; 


2° d—14, deux familles : 


d=#,h=—2; surfaces A2A2; intersection compl. 
GE f, EE » A) A3 ; courbe compl. d' = 2; h'=— I (deux lignes droites) ; 
3° d =>, trois famulles (!) : 
d=5, hk= 34; surfaces A, A3; courbe compl. d'= r, k! ="; 
D, Hs), » A3A3; » HT ARTE 07: 


Hi, h=10: » A3 A3; » HA, HET RAT 


- (*) Une ligne droite et une cubique gauche, ou encore deux coniques. 


(‘) Dans l’ouvrage déjà cité est mentionnée une quatrième famille: d = 5, k = 6, 
A,, A,, complétée par trois lignes droites. Ce n’est pas, à proprement parler, une 
“famille distincte, mais un cas particulier de la troisième famille. Les raisons qui 
«viennent à l’appui de cette manière de voir se trouvent quelques lignes plus loin, 


à propos des courbes unicursales. 


* 
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Pour les courbes du sixième degré, ce procédé ne réussit plus; on 
est contraint de l’abandonner. 


3. Par un moyen très différent, on définit sans difficulté des 
courbes, en nombre illimité, classées d’après leur genre. 

Égalons les trois coordonnées d’un point à des fonctions ration- 
nelles d’une même variable, et soit d le degré commun aux termes 
de ces fractions. Nous avons ainsi défini les courbes unicursales du 
degré d, c’est-à-dire les courbes dont le nombre À des points doubles 
apparents est lié au degré d par la relation 


PACE) 


> 


l : 
L’universalité des courbes unicursales du degré d est donc repré- 
sentée par des équations générales qui viennent d'être défimies ; elle 
compose une famille unique. 
Par ce mode de définition, on reconnaît immédiatement quel est le 
nombre des conditions simples équivalentes à la condition, pour une 
surface du degré m, de passer par la courbe. C’est précisément 


Nu= md +1, 


c’est-à-dire la limite supérieure (1) considérée plus haut. 

Il n’est pas moins aisé de reconnaître qu’une telle courbe comporte, 
d’après sa définition, 4 d arbitraires. 

Soit maintenant à définir les courbes du genre 1, c’est-à-dire les 
courbes du degré d, pour lesquelles on aura 


- (dax) (d=0) 
D MDE TER mr. — | 


h 


Nous imiterons l’analyse employée par M. Hermite (!) pour les 
courbes planes, et nous égalerons les coordonnées du point mobile à 
trois fonctions uniformes d’une même variable, doublement pério- 
diques, aux mêmes périodes, et aux mêmes infinis, en nombre d. 
Pourvu, comme on le reconnaît aisément, que d ne soit pas inférieur 
à 4, on a défini ainsi la courbe gauche la plus générale, du degré d, 
du genre 1. Pour une telle courbe, on prouve facilement que le 








(!) Journal für die reine und an gewandte Mathematik, t. LXXXIL, 1877, p. 343. 
[Œuvres d’Hermite, t. Il, p.#420.] 





5". NC CORRE T0 RD EN OVER NP PRE MA ER ER TE MEN PRE ee DR LL 7 Far CRE, 
JC ÉSS TRE NT UK Ce FN: fr We A ES RE | ME TEUR Lu : 


PNR CRAN ; 


Le 
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nombre des arbitraires est encore 4 d et que le nombre N,, est égal 
à md, c’est-à-dire inférieur d’une unité à la himite (1). 


4. L'analyse de M. Hernute a été étendue aux courbes de genre 
quelconque p, par M. Lindemann ('). Suivons aussi cette voie à 
propos des courbes gauches. 

Soit f(x, y) —0o une courbe plane du venre p- Considérons les 
intégrales abéliennes de première espèce, attachées à cette courbe ; 
leur nombre est p, et nous Les désignerons par 


faite raz feten ar, SE fetenar. 


Prenons sur la courbe f des points, en nombre d, désignés par 
leurs coordonnées (æ1, Yi), (os Va), ..., (@a, Ya); et choisissons 
des constantes &@,, &2, ..., da, en pareil nombre, de telle sorte 
qu'elles vérifient les relations suivantes, dont le nombre est p : 


di ®1 (T1, Yi) + d29: (Tes Yo) Ste en ie D (Lay Va) = O; 
&i 22 (Lt) + V2 (Ta, Ve) Te. + Ad (Ta Ya) NC 


Do 
—" 


Prenons, de même, un second système de constantes b,, b,,..., ba, 
et un troisième C4, Co, .-., Cd, qui, mises à la place de @;, &:,..., &a, 
vérifient également les p relations (3). 

Pour chacun des points (æ,,71), ..., (æa, Ya), Considérons encore 
l’intégrale normale de seconde espèce, attachée à la courbe et 

5 Ï ) ) 
ayant ce point pour pôle. Soient Z,, Z,,..., Z4 ces intégrales. 

Tout ceci fait, et À, B, C étant trois constantes arbitraires, posons 

1 2 ?| é 


VY 


I 


À +aili+ @li+... + aalLa, 





(1) (n=B+biZLi + bi2;+..,. + bala, 
| C=C+ali +ooL: +... + cula. 


Le point dont les coordonnées sont £, n, €, dans l’espace, varie 
avec le point (x, y), mobile sur la courbe f. Il a pour lieu la courbe 
gauche du degré d, la plus générale, qui corresponde point par 
point à la courbe f. Cette courbe gauche est done du genre p, et 





(:) Journal für die reine und angewandte Mathematik, t: LXXXIV, 1878, p. 294. 
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l’on a 
DEA S) 
LL ———————— —— Sy d 


2 


h 


Discutons maintenant ce mode de définition. Par le moyen des 


relations (3) on peut exprimer quelques-unes des constantes & en 
fonetion linéaire des autres, en nombre déterminé ». Il en sera de 
même à l’égard des constantes D et des constantes c. Par là, on peut 
réduire les seconds membres des équations (4) à ne contenir linéaire- 
ment que nr fonctions distinctes. Si done 7 est moindre que trots, il 
existe une relation linéaire entre &, #, €, et la courbe est plane. Ainsi 
le nombre } doit être égal ou supérieur au nombre 3. 

Soit done, en premier lieu, dZp+3. Il est alors possible de 
prendre les points (x,, y1), ..., (Ta, Ya) à volonté. Par conséquent : 

À toute courbe plane, du gènre p, on peut faire correspondre 
POINT PAR point des courbes gauches du degré d=?p +3. Ces 
courbes sont, comme on voit, caractérisées par la condition 


p NE 2) Dre 


2 


(5) 
Pour chaque degré d et chaque nombre A, vérifiant cette condi- 

uon (5), on est en droit d'envisager toutes les courbes comme 

formant une seule et même famille, définie par les équations (4). 

Il est aisé de trouver le nombre des arbitraires que comporte cette 
définition. Effectivement, les intégrales de seconde espèce Z, outre 
leur pôle, admettent dans leur définition 3 p — 3 modules, caracté- 
ristiques de la courbe f. Les points (x, y1), ..., (æa, Ya) amènent 
arbitraires, cet es constantes a; 2400 00e oMiées parles 
relations telles que (3), laissent encore disponibles 34 — 3 p arbi- 
traires. Enfin nous avons, en outre, 3 arbitraires A, B, C. En tout, le 
nombre des arbitraires est donc (3 p —35) + d+(d--5p)+3—41d. 
Ainsi ces courbes admettent Ad arbitraires, résultat bien remar- 
quable, en ce qu'il est indépendant de L. Nous le retrouverons plus 
loin par une autre voie. 

Cherchons aussi le nombre N,, relatif à de telles courbes. Substi- 
tuons, à cet effet, les expressions (4) dans un polynome du mni% decré 
en &,n, €. La fonction ainsi obtenue, ayant les pôles (æ,, y1), :.., 
(æa; Ya), multiples tous de l’ordre m, est susceptible d’une forme 
réduite : cette forme ne diffère de celle de £ que par le changement 








N 
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des coefficients et par l'adjonction de termes contenant les dérivées 


des intégrales Z, jusqu’à l’ordre (m —1). 11 y a donc, dans l’expres- 
sion réduite, en tout, (md + 1) termes. D'ailleurs, les termes qui ne 
contiennent pas les dérivées des Z se réduisent encore à (4 — p) 
termes linéairement distincts, en vertu des relations analogues à (3), 
qui existent encore pour ce cas entre leurs coefficients. 

Il y a donc, en tout, dans la forme réduite, (md +1--p) coefli- 
cients à rendre nuls pour que la fonction soit identiquement nulle. 
On a donc 


(6) | Nn= Mmd+1— p, 


Cette formule (6) donne le nombre N,, des conditions simples 
auxquelles équivaut, pour une surface du degré m, la condition 
de passer par une courbe du degré d, du genre p; elle est prouvée 
quand il s'agit des courbes de genre p, inférieur ou au plus égal 


à (d—5). 


5. Si nous voulons définir de la même manière une courbe du 
degré d<< p +3, nous nous trouvons en présence de difficultés très 
sérieuses. Les équations (3) doivent permettre de prendre arbitraire- 
ment trois des constantes & ; il doit donc exister (p + 3 — d) relations 
entre les points (æ1, Ya), -.., (Ta, d'a), et ces relations sont déjà très 
difficiles à étudier (!). Mais, bien plus, si le nombre de ces relations 
dépasse le nombre des points disponibles, la courbe f ne peut plus 
être quelconque, dans le genre p. Comme il est visible que trois, au 
moins, des points (x, y) peuvent être pris à volonté, cette circons- 
tance se présente certainement quand on a p+ 3 -—d >> d- 3. Donc, 


: TS al : . RUE 0 
quand d'est inférieur à PH; ou, en d’autres termes, h inférieur 


, (d—3)(d— 1 
à een ul ne peut correspondre de courbes gauches 


du degré d'avec h points doubles apparents, qu'à des courbes du 
genre p, toutes spéciales, à modules* particuliers. La recherche 





(!) Un pas important a été fait dans cette voie par MM, Nœther et Brill dans le 
mémoire intitulé : Ueber die alsgebraischen Funclionen und ihre Anwendung in 
der Geometrie. I est notamment prouvé, dans cé mémoire, que le nombre des 


a 


arbitraires est encore 4d, pour p ==d—4% (Mathematische Annalen, t. VII, 1874, 


SA 
p.308). 
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directe de ces courbes spéciales paraît offrir les plus grandes difti- 
cultés, et je ne la tenterai pas. J’aborderai le problème par une voie 
toute différente, et je ne veux retenir de cette analyse que ce résultat 
très net : une ligne de démarcation remarquable sépare les 
courbes dont les éléments satisfont à la condition (5), de toutes 
les autres. Ces dernières constituent d’ailleurs, dès que le degré d 
croît suffisamment, la très grande majorité des cas. Cependant, elles 
n'existent pas pour d = 3, 4, 5. Ainsi les propositions du n° 4 s’ap- 
pliquent à toutes les courbes jusqu’au cinquième degré inclusivement. 

Ces deux propositions s'appliquent encore dans un très grand 
nombre de cas où la condition (5) n’est pas satisfaite, mais non pas 
toujours. En dehors de toute théorie générale, 1l est aisé de recon- 
naître dès, l’abord qu'il existe une infinité de courbes échappant 
absolument à ces propositions. Les intersections complètes nous en 
fournissent l’exemple. 

Soient deux surfaces quelconques, de degrés respectifs à et u, 
dont je considère l'intersection complète, que j'appelle la courbe C. 
Cette courbe a pour degré d = nu’. | 

Supposons >, et mettons, comme plus haut, 


RTE CIN A UT UE O0 
LOR) = — —— — . 
6 
Le nombre des arbitraires qui interviennent dans la définiuion de C 


est visiblement 


: ,H?+at (uv 
A =b(u)—i+ (pipe pi + sea): 
w] 

Au cas parüculier u =, ce nombre doit être diminué d’une 

unité, et l’on a 
are (HIHI) HS) 7 
3 

On voit immédiatement que, les nombres u, 1° croissant, les 
nombres À, À deviennent rapidement supérieurs respectivement 
PE 12 
à App et 4u. 

La recherche du nombre N,, pour la même courbe, présente deux 
cas distincts, suivant que 72 est supérieur ou inférieur à (Un). 
Effectivement, si U —o, U'— 0 sont les équations des deux surfaces 
proposées, l'équation générale d’une surface W de degré 


M = + '— 0, 
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| 


passant par GC, aura la forme 
W=eU+uV=—o, 


dans laquelle » et w seront des polynomes arbitraires des degrés 
respectifs (1-0) et (u—Ô). Si donc à est positif, la surface W 
sera susceptible de (u — d)+d (u'— 0) —1 arbitraires; on aura 
donc 

Nn=v(p+u—0)—d(p—5)—Y(u—ù) 
(0—1)(Ô—2)(0 —3) 

: k 





1 ; N 
= -pu(u +00 + 1) + 
2) 
D'après une formule bien connue, le nombre des points doubles 
apparents de C est 
ARE k 
RE CR CR 


d’où résulte. 


I L N ; 
D = Bu CE + '—i)+1, md +1 p = ou'(u+u'—2è+i), 


(0—1)(0 —2)(0 —3 
No HA 2122 TE OR Rs 
Dans le cas, au contraire, où W est de degré égal ou supérieur 
à (Hu), c'est-à-dire avec les mêmes notations, où à est négatif, 
on peut, sans changer l’expression de W, modifier w et # en prenant, 
à leur place, u+wU, 6 — © V, w étant un polynome arbitraire. de 
degré (— 3). 
A cause de cette circonstance, la formule se réduit à 
Nu = md +2— p. 
Ayant égard maintenant au dernier résultat, je conclus ainsi : 
Pour une intersection complète de deux surfaces ayant les 
r ! L 
degrés uv, x’, la formule 
Nm=md+i-p 
s'applique seulement à la condition que m soit au moins égal 
a(u+u —3). Dans les autres cas, la formule exacte est 


CORRE 2 rap 
CRT RU ET N ZE NO OL 


Nn= Mmd+1i— p + G 


quand on a posé 
m=p+u—û. 


On verra plus loin comment cette proposition se généralise. 


nb 


278 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


6. On à employé, pour représenter les courbes gauches, un autre 
mode, qui est celui dont je ferai principalement usage. À léqua- 
on &(x, y) —o de la projection de la courbe, on adjoint une autre 
équation ayant la forme suivante, dans laquelle Ÿ et - désignent des 
polynomes entiers : 

Ya, y) 
(7) | Cor de 


Un tel système d'équations définit, Sans ambiguïté, une courbe 
unique, dès que o(æ, y) est indécomposable. On peut indifférem- 
ment considérer æ, y, 3 comme des coordonnées cartésiennes, ou 
comme les rapports de trois coordonnées homogènes à une quatrième. 
Grâce à cette convention, la possibilité de représenter ainsi toute 
courbe algébrique est évidente, pourvu quele point (æ = y —0,:—) 
ne soit pas le sommet d’un cône contenant la courbe et dont chaque 
arête rencontre cette courbe en plus d’un point. 

C’est M. Cayley qui a, le premier, employé ce mode de représen- 
tation (!). L'illustre géomètre appelle monoïide la surface repré- 
sentée par l'équation (5). La propriété géométrique qui caractérise 
une telle surface consiste en ceci : m étant son degré, elle possède un 
point multiple d'ordre (m-—1), qu'on peut appeler son sommet. 
Cestle-point {Tr == 0200). 

Sans nuire à la généralité, on peut supposer Ÿ et ; des degrés 
m et (m — 1) respectivement. 





Une courbe gauche s'offre ainsi comme l'intersection d’un cône 9 — 0 
et d’une surface monoïde, de même sommet. Elle ne compose pas 
l'intersection complète des deux surfaces; elle est complétée par des 
droites qui passent au sommet commun. Les solutions communes 
aux trois équations © — 0, Ÿ — 0, y — 0 fournissent la représentation 
de ces droites, qui existent nécessairement : dans le cas opposé, en 
effet, le sommet serait sur la courbe, hypothèse qu'on peut écarter 
par le choix des coordonnées. | 

Joute courbe devenant ainsi, par ladjonction de lignes droites, 
l'intersection complète de deux surfaces, le principe relauf au nombre 
des intersections d’une courbe et d’une surface (p. 270, note 2) 
devient évident. 








(1) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. LIV, 1862, p. 55, 
396 et 672; et LVILE, 1864, p. 994. [ Œuvres de Cayley, t. V, p. 7 et 24.] 








+ 
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Je vais passer en revue les premières propriétés du mode de repré- 


sentation dont il s agit, 


Par une même courbe on peut mener une infinité de monoïdes 
ayant un même sommet. Tout d’abord, au lieu de l’équation (3), on 
peut prendre celle-ci : 

_ AL+ ue. 
 ÀÂY + vo ” 


où À, uv, y sont des polynomes arbitraires. Plus généralement 


soient Ÿ, et 'a deux polynomes qui rendent divisible par & la quan- 
71 


ar 


_tité (dy — dus); il est visible que la surface 3 — 2 passe encore par 


1 


- 


la courbe considérée. 
Cette liaison entre d, y, di, {1 S’exprime ainsi : 


tas y Yi 0e, 


où 0 est un polynome entier. Des relations de cette espèce se ren- 
contrent à chaque ‘instant dans ce mémoire. Souvent on n'aura pas 
besoin de préciser le polynome 0. Dans ce cas, la relation (8) sera 
écrile sous une de ces formes, que j'appelle naturellement des 
équivalences : 





“=? 


. (div. &), 


Jay === 0; VOLE TES 


mettant ainsi en évidence par la notation (div, ©), abréviation de 
diviseur ©, le polynome dont on néglige les multiples. 

La relation (8) ayant lieu, je dirai que Les systèmes (b,y)et(4,y:) 
sont équivalents pour la courbe ©. 

Par le point s, sommet du cône © — o et des monoïdes, passent des 
cordes de la courbe gauche. Ce sont des arêtes particulières du cône, 
rencontrées par la courbe, chacune en deux points. Elles correspondent 
à des valeurs de x, y, pour chacune desquelles 3 a deux valeurs, et 
qui, par suite, font évanouir d, y. Ce sont, en même temps, les 
coordonnées des points doubles de la courbe plane ©. 

Le point s étant pris arbitrairement dans l’espace, 1l n’y a pas de 
droite passant par s et rencontrant la courbe plus de deux fois. Donc: 
la courbe plane 9 —0 n'a, comme points singuliers, que des points 
doubles ordinaires (suivant l'hypothèse que la courbe gauche n'a 
pas de points singuliers, n° 1). Le polynome y s'évanouit en chacun 
de ces points doubles. 

La réciproque de cette note proposition à une extrême impor- 
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tance dans cette théorie. En voici l'énoncé : Pour qu'un polynomey, 
fasse partie d'un système (bi, 71), équivalent à (4, y), il faut et 
il suffit que ce polynome s'évanoutsse en chacun des points doubles 
de la courbe +. 

On peut encore dire : Pour qu'un polynome "y; puisse servir de 
dénominateur à z, faut, ete... 

Cette réciproque est tout à fait évidente, ou, du moins, très facile 
à prouver si l’on suppose que la courbe :; — o ait pour point simple 
chacun des points doubles de ©. Mais cette supposition semblerait 
faire disparaître la généralité; c’est un écueil qu'il faut éviter surtout 
pour une proposition qui est le principal fondement de toute la 
théorie actuelle. Cette première difficulté sera surmontée aisément, 
comme on va voir, grâce à un théorème dû à M. Nüther (!). Je vais 
rappeler ce théorème sous la forme la mieux appropriée à l’objet que 


27 


j'ai en vue. 


8. Quelques explications préliminaires sont ici indispensables. 
Soient w et y deux fonctions algébriques d’une même variable x. 
Au moyen de la fonction y, on peut généralement (sauf certains cas 
d'exception qu'il n’est pas besoin de considérer ici) exprimer w sous 
forme rationnelle, c'est-à-dire comme quotient de deux polynomes 
entiers en æ et y. Mais c'est seulement dans des cas exceptionnels 
que uw peut être exprimée sous forme entière, c’est-à-dire par un 
polynome entier en x et y. 

Le théorème a pour but de définir ces cas. 

Soit x, une valeur attribuée à x, et soit aussi y, une valeur 
correspondante pour y. Dans une certaine étendue (c'est-à-dire, 
pour des valeurs de z — x, ayant un module limité), y — 7, est 
représenté par un ou plusieurs développements procédant suivant les 
puissances ascendantes de æ — x,. Soient | 


(a) = Vo=a(r— To) dr — Lo) +. 
(a') Yy—Yo=a (x =r)"+a(æ—ro)+..…, 


eee ets D js à 016-601 5 elolete vie sense v, ee ete ts uso le late, fs. ea 


ces divers développements. 





(!) Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Functionen, par M.Nüther, 
(Mathematische Annalen, 1. VI, 1873, p. 351). J'ai donné une autre démonstration du 


même théorème dans le Bulletin de la Société mathematique de, France, t. V, 1835, 


p. 160 : Sur une proposition d'algèbre. [Œuvres d’Halphen, t. I, p. &.] 
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Supposons qu à un système de valeurs concordantes, choisi arbi- 

trairement pour æ, y, corresponde une seule valeur de uw. Ceci étant, 

à chaque développement (a), (a'), ... correspond un seul déve- 
loppement de uw; soient alors 


(b) U= 0m Do) HD (T—rTo)Bi 4.) 
(b”) HOT PIE D ler EL, 


ces développements, (a) et (b) se correspondant, (a') et (b') de 
même, etc. 

Prenons maintenant un développement suivant les puissances 
ascendantes, positives et entières de æ—x, et y —7,, ayant la 
forme de la série de Taylor : 


(A) A+ A'(x- ro) + AY — Jo) + A'(x — ro)? 
ni NE — To) (Y — Yo) a AY(Yy — Yo) He pt 


S'il est possible de déterminer les coefficients À, A’, A”, ... de 
telle facon qu’en y substituant à la place de y — y, le développe- 
ment (@a), (À) coïncide avec (b), qu'en y substituant aussi (a') au 
lieu de y—7,, (A) coïncide avec (b'), et de même pour chaque 
couple (a) (b),...; si ces diverses conditions peuvent être satisfaites, 
alors on dira que la fonction u présente au point(xs, Y,) le carac- 
tère d’une fonction entière de x et de y. 

En un point arbitraire de la courbe, lieu du point (+, y), ce fait 
a lieu.. Il cesse .d’avoir lieu généralement en. des points spéciaux, 
notamment si les exposants &, 8, «', Ê", ..., qui sont toujours 
commensurables, cessent d’être entiers. 

Cette définition entendue, nous pouvons énoncer le théorème sous 
cette forme : 


Sotent u et y deux fonctions algébriques de la variable x. 
Sr, en tous les points (x, y), u possède le caractère d’une fonc- 
tion entière de x, y, alors u est effectivement un polynome entier 
en Lel y. 


Je n’en rapporte pas 1c1 la démonstration. 


9. Soient, comme précédemment, 9(x, y) — 0 la projection d’une 
courbe gauche sans point singulier, et z l’ordonnée du point dont 
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cette courbe est le lieu. Il est immédiatement visible que z a le carac- 
tère d’une fonction entière en tous les points de la courbe ©, sauf en 
ses points doubles. La proposition du n°7, que nous devons prouver, 
consiste en ceci : él suffit de multiplier z par un polynome s'éva- 
nouissant en chacun des points doubles de w, pour faire acquérir 
au produit le caractère d’une fonction entière de x, y. Effective- 
ment, soit alors ‘, ce polynome, le produit y,z aura, en tous les 
points (x, y), le caractère d’une fonction entière; ce sera donc, 
d’après la proposition de M. Nôüther, un polynome entier en x, y. 
Soit Ÿ, ce polynome; on aura 7,5 — %Ÿ,, ce qui prouvera la propo- 
sition. 

Soient donc æo, yo les coordonnées d'un point double de o, pro- 
jection de deux points de la courbe gauche. Les branches de la 
courbe, qui se croisent en ce point double, sont représentées par 
deux développements : 


(a) V—Yo= (TT — To) dar — ro) +..., 


(a') Y—Jo= dir ro) East To) 


Les deux coefficients a, et a, sont essentiellement inégaux si, 
comme on l’a supposé, le point s est arbitrairement choisi dans 
l’espace. Effectivement, l'hypothèse a; — a, exprimerait que les 
tangentes de la courbe gauche, aux deux extrémités de la corde, sont 
dans un même plan. Les cordes qui donnent lieu à cette propriété 
forment une surface sur laquelle le point arbitraire s peut n'être pas 
placé. °C à 
À chacun des développements (a) et (a') correspond un déve- 
loppement analogue pour le produit -/,z3, dès que /, s’évanouit au 
point (%5, Yo). Soient donc 


(b) X12 = bit —Xo)+ ba(x — x) +..., 


(b') X12 = 0 (x — x) + SX — ro)? +... 


ces deux développements, (b) correspondant à (a), (b") à (a). 

Prenons maintenant deux développements suivant les puissances 

de (x — x) seulement, et à coefficients indéterminés 
P:= p1(x — Xo) + pa(x — x)? +..., 


Q = 90+ g1(T — Lo) + ga — Lo) +... 


Je vais prouver qu’on peut choisir P et Q de telle sorte que Pon 


ES 








D D ART ST PS PORN D ETAT Re Le A 


LA x 
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ait identiquement 
(9) P+(y —yo)Q = 7x1, 


quand on substitue aux deux membres, pour y — y, et”y,3, lun quel- 
conque des deux couples de développements (a), (b) ou (a), (b'). 

Rien, en effet, n’est plus aisé. On devra, à cet.effet, déterminer les 
coefficients p, g par les équations successives 


Pi + go&i = bi, Pi+ god, = bd, 
Pa + qi d: 





ï 14 / 
{o a, Pa+ gra = 05 — 404, 
(1 PR £ / 
P3+ g2@i = O3— Jo43— Q1@s, P3+ g2@4 = br — Joa3 — ia», 


ce qui ne souffre aucun obstacle, puisque à, et a° sont essentielle- 
ment inégaux. L'équation (9) a donc lieu effectivement. J’ai donné 
ici cette forme particulière au développement (A) du n°8 : 


(A) = Pr re) Q, 


parce qu'elle suffisait à la démonstration. 

IL est donc prouvé que Le produit :7,3 a le caractère d’une fonction 
entière en chacun des points doubles de ©, si y, s’évanouit en chacun 
de ces points. C’est ce qu'il fallait démontrer. 


10. L’équation {4 — O0 peut être envisagée comme représentant un 
À & æ 4 
cône ayant le sommet s (x = y —0, 3 — +). La proposition actuelle 
peut, dès lors, être énoncée ainsi : 


Soit un cône quelconque, de sommet s, contenant les cordes 
d’une courbe gauche, issues du point s. A ce cône correspond une 
surface monoide passant par la courbe : cette surface contient les 
arêtes.du cône qui aboutissent aux divers points d’intersection de 
ce cône avec la courbe. Le degré de la surface monoïde surpasse 
d’une unité celui du cône. 


Cette parue de l’énoncé : la surface. contient les arêtes du 
cône, etc., résulte de ce que, z étant représenté par “ et n'étant 


infini qu'avec z, y (suivant la supposition que le sommet s est quel- 


conque), le polynome : ne peut être nul sans que 4 le soit en même 
temps. 


Parmi tous les cônes de sommet arbitraire s, contenant ainsi toutes 
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les cordes issues de s, il en est qui sont de degré minimum. Ce degré 


minimum, que Je désignerai par la lettre n, est un élément impor- 


tant de la classification des courbes gauches. Le nombre (n+1) 


est le degré minimum des surfaces monoïdes, de sommet arbitraire, 


et contenant la courbe. 


Le problème de la représentation d’une courbe gauche de degré d, 


avec points doubles apparents, se trouve maintenant ramené à 


celui-ci : 


Trouver trois courbes planes, © — 0, Ÿ — 0, y — 0, la première 
du degré d, avec h points doubles, les deux autres de degré (v+:1) 
el y (y étant quelconque), de telle sorte que la dernière y passe par 
ious les points doubles de ©, et que la seconde Ÿ passe par tous les 


points COMMUNS AUX deux autres. 


11. Sans changer la courbe gauche, on peut, comme je viens de 


le montrer, prendre arbitrairement le dénominateur - parmi les 


polynomes qui s’évanouissent en tous les points doubles de pr L'idée 


toute naturelle est alors de choisir, pour ce polynome, l’une des 


dérivées partielles de o. Ce n’est pas à ce choix que je m'arrêterai. 


Mais il n’est pas sans intérêt d'envisager un instant les circonstances 


qui s'offrent ainsi. 


Au lieu de x, y, mettons dans & trois coordonnées homogènes 


c Ea . PR MATE 4 AA NN] te 
Zi, Le, &3. On pourra trouver trois polynomes Ÿ,, 4, 4,, de degré d, 


propres aux trois représentations suivantes de la même courbe : 


; ul | ; 
‘ge ÿ2 UE 
X10O (dE et] D 
GE - d do 0 Jo 

0x: IT'> T3 
Ayant, d'ailleurs, 
0 dv Ô 
Li us + Lo — + T3 mn = 0 
ÔT; CHE ÔT 3 


jen peux conclure 


T1 V1 Lo Ve + rss = 


(To). 


(ai Ti + A L> + A3T3)D. 


11 est permis, d’ailleurs, d’altérer les numérateurs de multiples de o, 


et d'écrire Ÿ,, Ÿ:, 3 au lieu de L,—a;o, ds — ao, d;— as;o. Par 


T : 
suite, 
Li Vi + La Vo + Ta Vas = O. 





1 TT 21. VE. CRT CRT COR OP EN, EE + à 4 Fr, 
», = PRE AN D 2 
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Désignant par 0,, 0, 0, trois polynomes de degré (4-1), j'aurai 


ainsi ces Expressions : 


(11) Vi 302 — 203, Va = 103 -- Tr301, Vs = God — 00, 


i 


Substituant ces expressions dans l’une quelconque des équiva- 
lences (10), je conclus : 


0 +0 2 + 03 = = (div. ©). 
TL T ; 


Cette équivalence peut s’écrire, sous forme d'égalité, moyennant 
un polynome À, 





Sans changer les polynomes Ÿ, on peut remplacer 0, — Àx,, 


fs — Axe, 0, — Àxs par 0,, 0,0, et écrire enfin 
(12) +0 2 +0; — = o. 
TL Hd : 


Ainsi, pour que la courbe plane +, du degré d, soit læ 
perspective d’unescourbe gauche de ce degré d, sans points singu- 
liers, il faut et il suffit qu'il existe trois polynomes entiers : 
0,, 0, 0, de degré (d—:1), satisfaisant à l’identité (12). Ces 
polynomes doivent être différents des suivants, qui satisfont &# 
l'identité (12): 











2 De) do ss 09 do 09 do 
SP D tapis CRE RE ee an RD TN AIN RSA 
FA * 0x3 307 ‘ : 0x; lOxs $ 0x d 20% 
lesquels donneraient 
d0 : 
PrRROMIE Dex 0m) (div. ®), 
| T1 


et fourniraient la représentation de la courbe-plane 


PROS s= bitr£e br +bTrs. 


œ 
J'ai dit : il faut et il suffit. En effet, les polynomes 4, différents 
de &, satisfaisant à l'équation (12), étant supposés,exister, on montre 
aisément que le polynome Ÿ, s’évanouit en chacun des points pour 


& . . (de) . à « , % 
lesquels on a à la fois 20, — 0; ce qui suffit à la démonstration. 
Dre 


U 
= 
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42. La relation (12) est traduite géométriquement par ce fait que 


: à : dk 
la courbe 0, — 0 passe en les points communs à celles-ci : — LE 0, 
| 2 
dv : à ÉCUR ES 
Se — 0) sauf les points de ». De là cet énoncé : 
T3 


Pour qu'une courbe plane ©, du degré d, soit la perspective 
d'une courbe gauche, de ce même degré d, sans point singulier, 
la condition nécessaire et suffisante est la suivante : considérons, 
par rapport à cette courbe w, les polaires, de degré (d —1), de 
deux points arbitraires. Ces polaires se coupent aux points 
doubles de © et en d’autres points. Ces derniers points doivent 
être situés sur une courbe de degré (d—1), quine passe pas par 
les points doubles. 


De là, urons quelques conséquences. Soit toujours # le nombre 
des points doubles. Les points de rencontre des deux polaires sont 
au nombre de (4 —:1}?— h. On pourra toujours trouver 4, si ce 
(d—1)(d +2) 


nombre est égal ou inférieur à 
ED 


2, Dés pour 
cette condition : 


ANUS PA 
(13) net 2) (a RES 


+ 2 





Æ 


Ainsi toute courbe plane, du degré d, dont le nombre des points 
doubles n’est pas inférieur à la limite (13), est la perspective 
d’une courbe gauche de degré d, sans point singulier. 

Dans le cas opposé, 0 ne pourra être trouvé que si le groupe de 
points envisagé jouit de propriétés spéciales. D'ailleurs, ces pro- 
priétés appartiendront aussi à tout couple de deux polaires, comme le 
montre la relation (12); ce sont donc des propriétés de la courbe © 
elle-même. Par conséquent, une courbe plane, de degré d, dont le 
nombre des poins doubles est inférieur à la limite (15), n’est pas, 
en général, la perspective d’une courbe gauche de degré d, sans 
point singulier. 

Soit, pour prendre un exemple numérique, d— 4, h—1, d’où 
résulte (d— 1)? h — 8. Toutes les courbes du troisième degré qui 
ont huit points communs forment un faisceau. La courbe 6, qui doit 
avoir huit points communs avec deux polaires, du troisième degré, 
sans appartenir au faisceau qu’elles déterminent, ne peut exister. 
Donc 1l ne peut exister de courbe gauche du quatrième degré, sans 
point singulier, avec un seul point double apparent. 
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_ On ne manquera pas d'observer que la limite (13) coïncide avec 
celle que J'ai déjà signalée plus haut (p. 274). Elle partage les diverses 
familles de courbes du même degré en deux groupes bien distunets : 
L Ê a * 5 x ps A Le 7, 
le premier groupe comprend les courbes pour lesquelles linéga- 
lité (13) a lieu; le second groupe comprend toutes les autres, la très 
erande majorité. 
n définissant le premier groupe par les fonctions abéliennes, j'ai 
En défi tle p groupe par les fonct bél le 
montré (p. 274) que chaque courbe de degré d, appartenant à ce 
groupe, comporte 4d arbitraires. Ce résultat se retrouve avec la 
nouvelle définition. Car, d’après les conditions qui lui sont imposées, 
le polynome Ÿ, admet des arbitraires au nombre 


d(d 

d(d +1) —(d— 1) + A+, 
2 - 

tandis que la courbe ven admet 


d(d +3) se 


2 


h. 
Le total fait bien 4 d. 


13. Pour la facilité du langage, j'emploierai, à l’occasion, une 
expression abrégée dont je dois prévenir le lecteur. Quand trois 
polynomes u, », w, à deux variables, vérifieront une relation de cette 


forme | 
w — au + bp, 


a et b étant aussi des polynomes entiers, je dirai w est de la 

forme (u,9v). G 
Le théorème de M. Nôther, rappelé plus haut, donne, en tous les 

cas, les conditions pour que æ ait cette forme: Effectivement, cette 


. Ÿ (64 « L L2 x 
forme a lieu quand Ta le caractère d’une fonction entière en tous les 


points de la courbe » — 0. 

Quand tous les points communs aux courbes uw, e constituent des 
‘intersections simples, la condition se réduit à ce que æ passe en 
chacun de ces points. | 

Il est un autre cas qui se présentera souvent, c’est celui où les 
intersections des courbes w, 6 sont les unes simples, les autres 
doubles. La condition, à l'égard de ces dernières, consiste en ce que, 
dans les mêmes points, les courbes æ et u, æ et 6 aient aussi des 
intersections doubles. 


DE LT Ent lee dr FERA 
| 
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14. Je continue l’examen des propriétés de la représentation des: 
courbes par les monoïdes. Dorénavant, j'emploierai les lettres w,, wo 
au lieu de 4, y ; la courbe sera toujours représentée par © — 0, 3 — 7 
$ { 

J’emploierai la lettre y pour désigner le degré de w,; celui de w, est 
alors (v +1). Le minimum de y sera désigné par 7 (10). 

Comme on l’a vu (9), aucune restriction n’est apportée à la géné- 
ralité par l’hypothèse que la courbe w$—0 passe simplement en 
chaque point double de 0. La courbe u,— 0 passe en chaque point 
commun aux deux courbes w5, ©. 

Les h points doubles de + appartiennent à w,;.donc, nécessare- 
ment, 


YU 
h = —. 
2 


Les autres points communs à w, et ® sont au nombre (vd —2h). 
On a done, sur #, (vd — h) points communs à w, et u,. Comme ces 
deux polynomes peuvent être supposés sans facteur commun, 1il en 


résulte 
vd —h=u(s +r). 


De ces deux inégalités, 1l résulte 


"> hzs(d— “—1), 


1 
TRE. 
2 


Voilà donc une limite inférieure du nombre y, et, par suite, du 
MINIMUM 7 : 

Le nombre n (p. 284) ne peut jamais être inférieur à la moitié 
du degré de la courbe, diminuée d’une unité. Ge résultat a déjà 
son importance. Le polynome w, de degré y, étant seulement astreint 
à s’évanouir en chacun des À points doubles, et, d'autre part, son 
degré étant ainsi limité, on peut en conclure une linute inférieure du 
nombre }. Je ne m'arrête pas sur ce sujet; car la limite que l’on trou- 
verait ainsi pour h ne serait qu'une approximation. La véritable limite 
va être trouvée (ans un instant. Il suffit d'observer, pour le moment, 
que, # étant le minimum de y, on aura nécessairement 


(4) Pr trs 


2 
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Cette linute est, on le pressent bien, en général, trop élevée, sauf 
pour les courbes du premier groupe, puisque pour les autres courbes 
les points doubles doivent posséder des propriétés spéciales. 

On a facilement une limite supérieure de n. Déjà, en prenant une 
dérivée partielle de © pour w,, nous avons reconnu que n ne surpasse 


pas (4 — 1). Mais n n’atteint jamais cette limite, puisque le maximum 


(d—1)(d 
2 


de À est =) Pour toute autre valeur de h,onan<d—3; 


pour 
dde) 
NE NR Du 


h 


n atteint la valeur (d — 2). 
Les points communs à u, et U,, qui ne sont pas sur ©, et que 


$ : 


j'appelle les points (c), sont au nombre 


c=n(n+i)—nd+h, 


en supposant w, du degré minimum 7». Par les points (c), je mène 
une courbe /—o du degré u. Alors le produit fo est de la 
forme (ui, us) (13, p. 283); J'exprime cette propriété par l'identité 


suivante : 
Po Ui — Pi üo = f ®. 





Le polynome v, est du degré (d+-n — n—1),et le système (04,65) 
équivaut au système (w,, u,) pour la représentation de la courbe 
gauche. Puisque 7 est minimum, J'ai 

n£d+u—n—1;, 
d’où 
(15) u22n +1 d. 


Prenons, pour nu, le plus petit nombre possible. Le polynome /, 
du degré x, étant simplement assujetti à être nul en c points, je dois 


avoir 
B(H+i1) 
2. 


FIV 


C 


À cause de la valeur de c et de l’inégalité (15), je conclus 


CEST RE dE) 


n(n+i)—d+h : 


2 
inégalité que J'écris ainsi 


d(d—1) 


= M old ne 


(16) h= 
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ou encore 
(d—n—1)(d—n—0) n(n +1) ù 
RÉ ere 1 cl - 





Cette limite de h est supérieure à celle que fournissait la rela- 
tion (14), sauf pour x — d — 2, où les deux limites coïncident. La 
limite (16) est, comme on le verra au chapitre Il, une limite défini- 
uve pour une classe de courbes, celles qui sont situées sur les 
surfaces du deuxième degré. Son minimum absolu s'obtient 


I . . ii 
DOURMe -d — 1, OU mieux, COMmeE Z est entier, pour 2 — = d er 


DURE 


I En 
Une 1), Suivant la parité de d. Pour ces deux cas, on à 


cette expression unique 





Le nombre des points doubles d’une courbe gauche du degré d, 
sans point singulier, & pour limite inférieure l’entier contenu 


dans (< Le à |: 


Comme on le verra au début du chapitre IT, il y a toujours une 





famille de courbes répondant effectivement à cette limite. 


15. Dans la formule (16), faisons n — d — 3. Le résultat est 


Ge DC A pe 


2 


k 


ii A 


C’est encore la même limite déjà trouvée deux fois (p. 254 et 286), 
et qui sépare les courbes du premier et du second groupe. Ainsi, 
pour toutes les courbes du second groupe, le nombre n est 
moindre que (d—3). 

Cette circonstance nous permet de préciser, pour une des familles 
du second groupe, celle qui répond à la plus grande valeur de b, 
les propriétés spéciales de la courbe © (p. 286). Cette courbe 


(d—2)(d—3) 


plane à F 


points doubles. Par des points, en pareil 


nombre, on ne peut faire passer généralement une courbe du 
degré (d— 4). Pour que cela soit possible, les points doivent 
satisfaire à une condition. C’est donc ici le cas, et l’on complète 
aisément cette remarque de façon à pouvoir conclure ainsi : 








ES HAT PAT PT PS Les) a” CNE 
6 da KL 
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La condition nécessaire et suffisante pour qu'une courbe du 
(d—2)(d—3) 
2 


d’une courbe gauche de ce même degré d, sans point singulier, 


points doubles, soit la perspective 


degré d, ayant 


consiste en ce que Les points doubles sotent situés sur une courbe 


du degré (d — 4). 


On reconnaît aisément que les courbes de cette fanulle admettent, 
elles aussi, 4 d arbitraires. 
Us 


16. Revéènons à une courbe gauche quélcorque eo 0772 Fa 
0 


Suivant la proposition du n° 7 (p. 280), déjà appliquée plusieurs 
fois, nous pouvons prendre pour dénominateur de 3 tout polynome, 
autre que &w,, astreint à cette seule condition de s’évanouir en chacun 
des points doubles de ©. Or u, est un tel polynome; prenant w, 
pour dénominateur, j'aurai un numérateur #:, qui donne lieu à la 


relation | Es 
U? = Uo Uo (div. w). 


Prenant w, pour dénominateur, j'aurai un numérateur #3, eb ainsi 
de suite. Je forme ainsi une série indéfinie de polynomes w,, ui, 
Ur, Us, .... SL y est le degré du w,, le degré de uw, sera (v+m). 
Ces polynomes donnent les équivalences suivantes : 


D = =. = ——— (div.w) 
AS — = = — 40 ee — L 1 
Un) U: U> U yn—1 « 








d’où l’on conclura celles-ci : 
! # HA ù 
Ce) Pr ed AUL UE a (div. ): 
U, cri 
Ces poliynomes sont propres à la recherche des surfaces qui passent 
par la courbe sauche. Désignons, en effet, par Po: ban paeties 


polynomes entiers en æ, y, et soit 
P —= P,23/1+ Pia a P» g-2 + ae Pées Giore és — O 


l'équation d’une surface passant par la courbe. On voit, d’après (17 
q P Ï 1 Ï D à 
que la condition pour que la surface P contienne la courbe 
s'exprime par l’équivalence 


(18) Poum+Pium-1+ Pa Usa + P 1 ui + Puüo= 0 (div. œ). 
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C’est par l’intermédiaire de cette proposition qu'un lien s'établit 
entre la représentation des courbes par les monoïdes et leur définition 
par l'intersection des surfaces. Pour le moment, je vais en faire usage 
en cherchant le nombre N,, dont il a déjà été question (p. 270 et 255), 
et qui exprime le nombre des conditions que vaut, pour une surface du 
degré m, la condition de passer par une courbe. Mais, auparavant, 
quelques explications préalables, concernant la théorie des groupes 
de points, sont nécessaires. 


Quand on astreint une courbe plane à passer par & points: 
donnés arbitrairement, on impose ainsi à la courbe & conditions 
distinctes. Mais, si les points ne sont pas arbitraires, s'ils proviennent 
notamment de l'intersection de deux courbes, il arrive fréquemment 
que les conditions ne soient pas toutes distinctes. C’est là un fait fort 
connu. 

Soit un groupe de a points. S'il arrive que la condition de passer 
par tous ces points impose à une courbe de degré m des conditions, 
en nombre (4 — à) moindre que a, je dirai que ces points ne sont 
pas indépendants pour le degré m. Le nombre « des conditions 
superflues dépend de m». C’est une fonction discontinue de m, 
constamment nulle pour toutes les valeurs entières de m, qui dépassent 
une certaine limite. Cette limite dépend d’ailleurs de la constitution 
du groupe. 

Une telle propriété est bien connue dans le cas où le groupe se 
compose de tous les points d’intersection de deux courbes. Si pu, 
sont les degrés de ces courbes, le nombre «&, que Je RE paË 
F(m), a les valeurs suivantes : 

(u+p—m—i)(u+n—m—o) 


CET DL OEM HNUTAT Re si Uu+u—m—2>o, 


F(m)=0 si m+u—m—2<%o. 


Ainsi les points dont 1l s’agit sont sadépendants pour les degrés qui 
surpassent (+ n'— D 

Soit maintenant un groupe quelconque de a points. Menons, par 
ces points, deux courbes arbitraires, des moindres degrés possible, 
par exemple. Soit b le nombre des points en lesquels ces courbes se 
coupent en outre; et désignons par u, 4’ les degrés des deux courbes. 
Les (a + b) points sont indépendants pour les degrés qui surpassent 





' 
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- (pu+u—3).I en est donc de même des a premiers points; car les b 


autres points ne peuvent imposer plus de b conditions. Il est donc 
prouvé que les points d’un groupe quelconque sont indépendants 
pour les degrés qui surpassent une certaine limite. 

Supposons un polynome entier f(x, y) du degré m, dont les 
coefficients dépendent de certaines inconnues qu’on veuille déter- 
miner de manière à rendre f(x, y) identiquement nul, c’est-à-dire 
quels que soient x, y. Pour y parvenir, il faut égaler à zéro séparément 
chacun des 


(m+i)(m+2) 
2 


coefficients de f. Il revient au même d’écrire que f(x, y) est nul en 

(m+i)(m+a) 
2 

arbitraires, en pareil nombre, pourvu que ces points soient indépen- 


dants pour le degré m. 


points arbitraires, ou encore en des points non plus 


Si, en vertu de la manière particulière dont est formé f(x, y), on 
sait déjà que ce polynome s’évanouit en & points connus, indépen- 


dants pour le degré mn, 1l suffit alors, pour rendre f identiquement 
(m+i)(m+o) 
2 
contraire, Ces & points ne sont pas indépendants pour le degré m, 
soit, comme tout à l'heure, F(m) le nombre des points superflus. 


Il faudra, pour faire évanouir identiquement f, poser des conditions 


nul, de poser des conditions en nombre ds 51, au 


dont le nombre A sera 


a. (m+i)(m+o) 


(19) A À 


—a+F(m). 

Ce résultat peut d’ailleurs être adopté pour tous les cas, au moyen de 
la fonction discontinue F(m), qui est nulle pour les valeurs de m 
dépassant une certaine limite. 


48. Revenons maintenant à la recherche qui nous occupe et à la 
relation (18). Considérons le polynome 


fs, 7) = Pont Piumi+ + Pr + Prüs+ Go, 


où G est un polynome entier en x, y, comme P,, P,,....Je suppose 
la surface P du degré mt, en sorte que P4 est du degré k, marqué par 
son indice. Soient toujours d, y les degrés de o et &o- Le degré de u» 
est (v+ m), en sorte que Ga le degré (+ + m — d) quand ce dernier 
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nombre est positif ou nul; G n’existe pas si ce nombre est négatif. 
Pour n'avoir qu'une seule formule, prenons une autre fonction discon- 


unue $, en posant 
(w) =17 pour ® << 0, 


$(w) =0 pour & 20. 
Le nombre B des coefficients arbitraires du polynome G est ainsi 


Re ML Ra ml RU ere ami), 7 < 


L y + mm — d)]. | 


Vous les polynomes w; s’évanouissent en Chacun des points, situés 
sur ©, où s’évanouit w,. Ces points sont au nombre (vd — h). Envisa- 
geons ce groupe de points : désignons par F la fonction définie au 
n° 17, et relative à ce groupe; appliquons la formule (19), et nous 
reconnaissons que, pour rendre f(x, y) identiquement nul, il faut 
poser des conditions en nombre A, 


Ne (+ m+1) (0 + m +) 
TRS on NE RE ECS 


—(vd—h)+F(v+m). 

Le polyÿnome f(x, y) ne contient pas seulement les arbitraires de 
la surface P, mais encore celles qui proviennent du polynome G, et 
dont le nombre est B. Le nombre des conditions, imposées à la 
surface, est donc (A — B). Toutes réductions faites, et à cause de 








Les Fee 2) h = p, la formule N, — À — B devient 
(20) Nu=md+i-p+F(s+m) 
2 NC SERAR EU ANNE Re 


2, 


Telle est la formule qui résout la question, mais en y laissant 
subsister un élément F(y+ m) dont la valeur numérique est bien 
difficile à prévoir. On peut cependant tirer de la formule (20) des 
résultats simples pour des cas spéciaux. 

Par les points composant le groupe passent les courbes #5 = 0, 
u, —= 0, dont les degrés sont y, y1. Donc (17), F(v +7m) sera nul 
quand y + m dépassera 2y 
de F. Ainsi : 





2; dans les autres cas, on aura une limite 


F(v+m)=o pour Mm>Y —), 


VU — M) (4 — mm — 3 
F(v+m)< a pour m = y — 2. 





rte de D ot se fe nd RTE EN Rare ES UN 


" FD 
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D'autre part, le nombre (y + m — d\ est zéro dès que m atteint 
(d— y») ou le dépasse. Donc, tenant compte de ce que (v — 2) n’est 
jamais inférieur à (d — y) (p. 288), j'ai ce résultat où je mets, au lieu 
de y, son minimum A : 


Pour les surfaces dont le degré m surpasse une certaine limite 
qui est au plus (n — 2), la formule Ny= md +1 —p s'applique 
toujours. 


C’est cette formule même que nous avons déjà trouvée (p. 279) 
comme s'appliquant, quel que soit m, pour les courbes du premier 
groupe. Un tel résultat se retrouverait aisément ici, et l’on pourrait 
même, d’après le n° 15, montrer qu’il s'étend encore au cas 


a (d—2)(d—5) 


2 


k 


19. Par une autre voie, nous allons retrouver la formule (20), non 
plus avec ce caractère de précision que lui confèrent ses deux termes 
complémentaires, mais avec un caractère très différent, d’après lequel 
on reconnaît & priori, dans beaucoup de cas, que ces termes complé- 
mentaires sont nuls. 

C’est un théorème remarquable dû à M. Eduard Weyr (!), s’appli- 
quant à toutes les courbes, même douées de points singuliers, qui va 
me servir, Voici l'énoncé du théorème, avec la démonstration de son 
auteur, modifiée à peine dans la forme : 


e 


Soit une courbe gauche du genre p,et un faisceau de surfaces 
dont chacune rencontre la courbe en quelques points fixes et en 
À points qui changent avec la surface du faisceau. Si l’on peut 
disposer des points Jixes, de manière que les À autres points de 
rencontre de la courbe et d’une des surfaces soient des points 
arbitrairement choisis sur la courbe, alors on a nécessairement 


P rar. ÿ æ 


Considérons une intégrale abélienne de première espèce, attachée 


à la courbe gauche. Cette intégrale a la forme f f(æ,7,5) dæ,où f est 








(!') Ueber algebraischen Raumcurven, inaugural Dissertation sur Erlangung 
der philosophischen Doctorwürde an der Universität Gôttingen, par Eduard Weyr, 
Prag, 1873. 
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rationnelle. Désignant par a le point (x, y, 3), mettons, pour abréger 
l'écriture, f (a) au lieu de f(x, y, 3). 

Envisageons toutes les intégrales de première espèce, linéairement 
distinctes entre elles. Leur nombre est p. Chacune d'elles sera 
caractérisée par une fonction telle que f, et j’emploie à cet effet les 
symboles 


re Ja; ARDACK) Jp: 


À yant, parmi les intersections d’une surface mobile avec la courbe, 
des points mobiles dont le nombre est À, le théorème d’Abel me 
fournit les relations suivantes, dans lesquelles les points mobiles sont 
D Ca RL 


Ji (ai) dr; + fi (&) dra+. + fa (a) dxi=0, 
fe(u)dri+ filas) dr2+..: + fr(d) dx) = 0, 


. e .. . CCR ...… se, , 


Jo) dri+ fo(ar) drs+...+ fh(ax) dti = 0. 


Si l’on supposait À£ p, on aurait là des équations homogènes entre 
les différentuelles dx,,..., dx), qui entraïneraient des relations entre 
les coefficients. Or, par hypothèse, un groupe @;, &:, ..., a; peut 
être choisi à volonté. Donc ces relations ne peuvent exister. Donc 
nécessairement À > p. Q. E. D. 


20. M. Eduard Weyr a très habilement appliqué ce théorème à 
des cas particuliers. Je vais ici généraliser l’emploi de ses procédés. 

Soit une courbe gauche du degré d, du genre p. Je considère des 
surfaces du degré m, limité inférieurement par les conditions 


MALE 


Y(m)2 DE GP à 
V(m)=md+2—p; 


(21) 


(m+i)(m+2)(m +3) 
6 re eee 


Y(m) est toujours, comme précédemment, 


Je prends, sur la courbe, des points «a en nombre 
a —=%(m)—1—5; 


la lettre o désigne ici un nombre positif que je choisirai tout à l'heure. 
Pour le moment, je l’astreins seulement aux conditions suivantes : 


(22) 5 =0, W(m)—1—-p£s<2%(m)— md —3. 
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D’après la condition 520, on peut mener par les points (a) une 
surface À, du degré m. Cette surface coupe, en outre, la courbe, dans 
des points (b), dont le nombre est 


b=md—a—md—t(m)+i+o. 


D'après la dernière inégalité (22), on a b£Ÿ%(m)—2. Par les 
points (b) on peut donc mener un faisceau de surfaces B du degré m. 
On peut encore assujetur les surfaces de ce faisceau à avoir des pivots 
communs, au nombre de d(m) —2— b. Le nombre c de ces pivots 


est ainsi . 
c—2%(m)—mad—3—0. 


Nous pouvons prendre ces pivots sur la première surface A, qui, dès 
lors, fait partie du faisceau (B). 

Nous avons donc là un faisceau de surfaces coupant la courbe en 
des points fixes dont le nombre est D, et en des points mobiles dont 
le nombre est a. Par construction, un groupe de points (a) a été 
choisi ad libitum. D'alleurs, d’après l’une des inégalités (22), ce 
nombre & est au plus égal à p. C’est donc le cas d'appliquer le théo- 
rème de M. Eduard Weyr, et de conclure que les points, en nombre a, 
où chaque surface B coupe la courbe en outre des points fixes (b), ne 
peuvent être des points mobiles. 

Par suite, chaque surface B coupe la courbe en des points dont la 
totalité est fixe. Que l’on prenne, dans le faisceau (B), une surface B, 
passant par un point quelconque de là courbe, cette surface contiendra 
nécessairement la courbe tout entière. Or ceci peut être supposé se 
présenter de deux manières : ou bien B, diffère de À, ou bien B, 
coïncide avec À. 

Dans le premier cas, nous avons cette conclusion : par la courbe 
passe une surface du degré m, admettant encore, au motns, des arbi- 
traires en nombre c. 

Dans le second cas : toute surface passant par & points, pris à. 
volonté sur la courbe, contient cette courbe. Si c’est ce cas qui a lieu, 
on voit que le nombre des conditions N,, est, au plus, a. 

Dans le premier cas, au contraire, nous aurons N,< U(m) —1—c; 
mettant pour & et c leurs expressions, j'ai donc l’une ou l’autre de ces 
conclusions 
(23) NÉ md+2+os—vŸ(m), 


V(m)—1—- 0. 
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Nous ignorons lequel des deux cas a lieu, et devons, en conséquence, 
retenir seulement la plus grande des deux limites, en choisissant, 
d’ailleurs, le nombre & de la manière la plus favorable, eu égard aux 
conditions (22) qui lui sont imposées. 

D’après la première inégalité (21), le nombre d(m)—1 est supé- 
rieur au nombre md + 2 — Y(m). La plus favorable des valeurs que 
l’on puisse prendre pour 5 est donc le plus grand nombre possible qui 
ne soit pas supérieur à la demi-différence des deux précédents. Ainsi 
l’on doit prendre pour cç le plus grand entier qui donne 


I 
| 
a > —V(m)]}, 
; md +3 
(21) UN un” 
sauf le cas d’incompatibilité avec les inégalités (22). De là deux cas à 
distinguer : | 
S md +1 k LR ; : Re 
Premier cas, p2 ———. Prenant alors 5 égal à l’entier immédia- 
RUE : md+3 . x 
tement inférieur à d(m) — ee] aurai 
nmd+3 © ‘+ 
s = V(m)— OS RÉ € — 0 où 1 suivant la parité de md. 


La dernière inégalité (22) sera satisfaite. Quant à l’avant-dernière 


inégalité 622), elle devient Do 


E . . 
Sie ce qui est Justement 


l'hypothèse. 


La valeur adoptée pour o nous donne 


md + 2 ; À g 
NS So si md est pair, 


et 


md +1 ; à : 
NE si md cest impair. 
: 2 


md+i1 


Deuxième cas, p < + L'analyse précédente montre qu'il 


faudra prendre pour ç la limite inférieure (22), ce qui donne 


s—Y(m)—1—p, 
Nn<md+2—V(m)+[d(m)—1—-p]=md+i-p. 


Voici donc nos conclusions : 
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Pour une courbe du degré d, du genre p, et une surface du 
degré m, sous les conditions 


md +3 
W(m)2 Mr dV(m)2md+2—p, 
on «& : 
1° S mA+iIt 
md + 2 : 
NS APR TRE au cas md pair, 
md +1 - À 
N»< Sven au cas md impair; 
. md +1 
PS LED ; 


Nh<md+i— p. 


Comparant ce dernier résultat à la formule (20), je conclus, en dernier 
lieu, non plus une limite inférieure, mais une égalité : 


Nu= md+i—p. 


> Re . nd +3 
D'ailleurs, (md +2 — p) est alors supérieur à £ 


; la première 
inégalité peut donc être omise. La seconde peut être omise aussi; car, 
d’après la valeur de N,,, elle est nécessaire pour qu'il existe une sur- 


face du degré m passant par la courbe. Donc : 


La formule N,,= md + 1— p s'applique toujours, quand on a 


« 


md +1 
2 


MIE 

21. La propriété essentielle de ces résultats est de fournir, à l'égard 
du nombre N,,, des renseignements immédiats où ne figurent que les 
trois nombres d, p, m. C’est donc là un instrument précieux pour la 
classification. Mais son rôle est nécessairement limité par la condition 


md 3 s $ RUN ER PUS 
L(m)Z———: Pour chaque degré d, il y a une limite inférieure du 


2, 


nombre »+, provenant de cette inégalité. Au-dessous de cette limite 
de m, on ne peut plus rien ürer du théorème de M. Eduard Weyr. 
Cette limite, cependant, ne croît pas rapidement avec d. Elle reste 
égale à » jusqu'à d'’£8 ; égale à 3 jusqu’à d£ 12; à 4, jusqu’à d'£16,.... 
On voit toutefois que déjà, pour dZ 9, aucune application n’est pos- 
sible aux surfaces du second degré. Quelques artifices peuvent encore 
permettre cependant'de conclure à l'existence d’une surface du second 


= à 


[= 
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degré passant par la courbe, bien que son degré surpasse 8. On en 
trouve l’exemple dans le mémoire de M. Weyr (p. 6 et 5). Mais, si 
l’on pousse plus avant, on voit bientôt ces artifices devenir impuis- 
sants (!). On va le comprendre immédiatement à l'inspection de la 
table ci-après, donnant pour chaque degré d la limite inférieure de m 
 md+3 


.- Sans même construire cette table, 
2 


d’après l'inégalité 4(m) 
il suffit d'observer que la limite de m est sensiblement voisine de 
(— 3+y3d— 2). Si l’on fait croître indéfiniment-d, et que M soit 
cette limite, on voit que M? à pour expression asymptotique 3d. 
Prenant deux surfaces du degré M passant par la courbe, on a une 
ligne complémentaire dont le degré a pour expression asymptotique 
2 d. Il est donc certain qu’en faisant croître d on arrivera bientôt à ne 
pouvoir tirer de la proposition actuelle qu’une portion très restreinte 
de la classification : quand M? sera supérieur ou égal à 24, on ne 
pourra plus tirer de cette proposition, prise seule, la définition 
d'aucune courbe. 


33 
7 


16 
4 


12 
3 


56 


10 


108 
15 


21 


5 


48 
9 


40 


8 


[20 


SSe 
2 16 















































6 EI 


D’après ce tableau, on voit que, jusqu'à d£05, le théorème de 
M. Eduard Weyr pourra être utilement appliqué à définir de nou- 
velles courbes. Au delà il ne pourra plus, en lui-même, servir à la 
classification. Mais, comme on le verra au dernier chapitre de ce 
mémoire, ce théorème, combiné avec d’autres, est de la plus grande 
utilité. 


22. Je terminerai ce chapitre par quelques explications sur un 
sujet étranger à l’objet même de ce mémoire, mais qui s’y présentera 
cependant d’une manière incidente : 1l s’agit des courbes à points 
singuliers et des courbes impropres ou lignes composées. 

On peut manifestement obtenir des courbes gauches à points sin- 


(1) Aussi est-ce certainement par erreur que M. Eduard Weyr dit (p. 7 de son 
mémoire) : Æs ist nun nicht schwer, dieses Raisonnement auf Curven hôheren 
Grades anzuwenden, und man gelangt so zu folgendem Resultat : Die Raumcurven 
nter Ordnung von hôchstem Geschlechte liegen nothwendig auf einer Fläche 
zweiter Ordnung. Ce résultat, au contraire, ne peut nullement être prouvé par cette 
voie. On en verra la démonstration dans le présent mémoire. | 
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guliers en supposant, dans la représentation 5 —0, 3 — Le que [x 
to 


courbe © ait des points singuliers où ne s’évanouissent pas les poly- 
nomes &, et u,. Mais on n'obtient ainsi que des points singuliers très 
spéciaux ; et c’est là un fait sur lequel M. Édouard Weyr a très juste- 
ment appelé l'attention. Effectivement, la surface monoïde, d’après 
l'hypothèse, n'a pas ce point pour point singulier, et, par exemple, 
il est impossible d’y tracer une courbe ayant, en ce point, trois tan- 
sentes formant un trièdre. 

Par des considérations fondées sur le théorème de M. Nôther. 


analogues à celles qu'on a vues ici au n° 9, on peut parvenir à la pro- 
position suivante : 


Pour la classification des courbes, chaque point singulier est 
caractérisé par un nombre spécial, son équivazenr, de telle sorte 
qu'une courbe de degré d, ayant des points singuliers à équiva- 
lents 5,5',...et h points doubles apparents, est un cas particulier 
d’une courbe de degré d, sans point singulier et ayanëé 
h+s+o,... points doubles apparents. 


N 


Je ne démontrerai pas ici cette proposition, ce qui m'entrainerait à 
des longueurs inutiles : effectivement, les courbes à points singuliers 
dont j'aurai lieu de m'occuper s’offriront d’elles-mêmes comme des. 
cas particuliers de courbes sans points singuliers. 

Il faut seulement bien entendre la signification du dernier énoncé, 
et la nature du nombre 5. Le point singulier, à équivalent o, exige 
non seulement que le polynome «4 s’y évanouisse, mais encore qu’il 
y satisfasse à des conditions linéaires, équivalentes à celles de passer 
par 5 points. Quant au polynome w,, il est soumis à des conditions 
analogues, et de telle façon que les relauons des n° 14, 15 et 16 
subsistent toujours. 

L'équivalent os est toujours zéro pour un point double, de 
quelque nature qu’il soit; généralement, pour un point multiple 
d’ordre y, avec à tangentes distinctes, l'équivalent est 


Qu—1)(u—2), 
2 2 


le polynome uw, est alors astreint à ce que la courbe u,— o ait le point 
correspondant de © pour multiple d'ordre (tu — 2). Mais 1l se présente 
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une circonstance très importante quand les y tangentes ne sont pas 
. . r . 2 ,» e ET ST I PET 2 

distinctes : l'équivalent peut alors dépasser la limite BEL 


Par exemple, le point singulier que présente à l’origine des coor- 
données la courbe 


RAS 
(c) 


Y = LT+ DES + ..., 
3 = c++ cé + c'él0E CEE ci, .., 


bien qu'il soit triple, n’a pas l'équivalent 1, mais bien l'équivalent 2. 
La courbe uw, doit non seulement passer à l’origine des coordonnées, 
mais encore y toucher l'axe des x. | 

L’équivalent 5 peut naturellement descendre aussi au-dessous de 
(m—1)(m—2) 

2 

parlé au début de ce numéro. Par exemple, l’équivalent redevient 
égal à 1 pour la courbe (c) si le coefficient c est nul. Enfin, il est nul 
PRG De Ce 20e 


,; même être nul. C’est ce qui a Dieu dans le cas dont j'ai 


23. S1les courbes à points singuliers ne font pas exception à la 
théorie exposée dans ce chapitre, il en est tout autrement des courbes 
empropres. À l’égard de ces dernières, plusieurs des propositions les 
plus importantes cessent d’avoir lieu. Ce fait provient principalement 
de ce que les lignes composées sont susceptibles de deux modes de 

d 5 l Ï 
représentation par les monoiïdes; l’un de ces modes est :mpropre ou 
dégénéré. 

Soient 

AA 1 
Pe10: Z = — et Y = O, 3 —= — 
Lj P) 
deux courbes gauches, dont l’ensemble constitue notre ligne com- 
posée. Cette ligne pourra être représentée, moyennant deux poly- 
nomes arbitraires a, b, par les équations 


au Ÿ + be,v 
au ® + 0Poo 


(25) œŸ = 0, z = 


De là les cas de dégénérescence a = o ou b — o, pour lesquels, on le 
voit, toute notre analyse tombe en défaut. Si donc il arrive que le 
minimum 7 se présente pour une représentation impropre, les inéga- 
lités (14) et (16) deviennent sans fondement. 
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PSN TE 
) | assignée pour le 





En partuculier, la limite inférieure L( 


nombre 2, est en défaut pour les courbes impropres. En fait, il est 
facile de trouver des valeurs beaucoup moindres pour le nombre L. 
Prenons une courbe plane, de degré (4 — 1), et une ligne droite exté- 
rieure au plan de cette courbe. Nous avons ainsi une courbe impropre, 
de degré d, n'ayant que (d — 1) points doubles apparents. Supposons 
maintenant que la droite rencontre la courbe plane ; il n’y a plus que 
(d— 2) points doubles apparents, et un point double effectif. Mais 
ce dernier a l’équivalent zéro. C’est donc bien une ligne n’ayant que 
(d—2) points doubles apparents. On pourrait supposer la droite 
rencontrant la courbe plane en un point multuple de cette dernière, 
ce qui diminuerait encore le nombre des points doubles apparents 
effectifs; mais le point singulier n'aurait plus l'équivalent zéro; :1l 
devrait, dans cette théorie, compter pour des points doubles appa- 
rents. Je n’entre pas dans d’autres détauls à ce sujet, et je vais démon- 
trer cette unique proposition : Le nombre des points doubles 
apparents d’une courbe impropre, non plane, de degré d, a pour 
minimum (d — 2). 
Il est aisé de généraliser l’expression (25). Soient 
Uy. 


0, 3= — des, Die Po: = 


(1 
7 
Uo” Vo wo 


-8 
Î 


les différentes courbes propres qui entrent dans la composition de la 
ligne composée. Soient d', d”, d”, ... leurs degrés respectifs, et 
d=—d'+d'+ d"+... le degré de la ligne composée. Cette ligne 
sera représentée par 


a— + b— + + _ 
FAN OEMESSE DNS M Crest 4 L SA 
D Homo Uo 
9 Ÿ 0 
u p œ 
U, = vŸ0 (at + tr .): 
U: Fi #1 
— oÙ — + b — ONE Le 
ÜU; = yŸ (a® + mer ü ) 


Les lettres a, b, c, ... désignent des polynomes-arbitraires, que 
nous pouvons réduire à de simples constantes. C’est là une représen- 
tation propre. 


pu 


Re ; 1 ART Va PU PAT RTE D'OR TON DPEUR, ER Enr Le ve tre Etes 
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Les polynomes w6, Po, 0, -.. ont, pour degrés respectifs, au plus 
d'— 2, d'— 5, d'—9,..., sauf le seul cas d'exception où l’une des 
courbes ©, 4, 0, ...,ou plusieurs d’entre elles, ont l'unité pour degré. 
Dans ce cas, le nombre y se réduit à zéro au lieu de d'— 2, .... De 
là résulte que : | 


S'il n'y a aucune ligne droite dans la composition de la ligne 
envisagée, le nombre y, degré du dénominateur dans une repré- 
sentation propre, peut être rendu inférieur à (4 — 2). Dans le cas 
opposé, 1l peut être réduit à (d — 1). 


Supposons le cas où y est réduit à (d— 2). Pour une courbe 
impropre, les représentations propres donnent encore lieu aux iméga- 
lités suivantes que J'emprunte au n° #4 : 


à à I 3: 4 
Elles entraînent y? à d — 1. Si, comme je le suppose, on av£d —, 


. . . . I 
on voit que, y variant entre ces deux limites (= d — 1) et (d — 2), le 





nombre v(d——1)a pour minimum (d— 2). Done hZd— 2. La 
proposition énoncée est donc prouvée pour le cas où 1l n'y à aucune 
ligne droite dans la figure. | 

Considérons, un instant, la figure composée d’une droite À et de 
(d— 1) autres droites B, qui rencontrent À. Pour que cette figure 
soit gauche, 1l faut qu'une, au moins, des droites B ne soit pas dans 
un même plan avec toutes les autres. S'il y en a une seule dans ce cas, 
nous avons un cas particulier de la ligne impropre dont il a été 
question tout à l'heure; elle a (4 — 2) points doubles apparents. Sile 
nombre de ces droites surpasse l'unité, le nombre des points doubles 
apparents augmente. Donc, en ce cas, la limite inférieure hZ d — 2 
est encore observée. : 4 

Prenons maintenant le cas d’une droite A et d’une courbe quel- 
conque GC, de degré (d — 1), impropre ou non, contenant ou non des 
droites. La droite À et la figure C ne peuvent avoir plus de (d — 2} 
points communs, sans quoi G se réduirait à (d — 1) droites rencon- 
trant À, ce qui est le cas que je viens d'examiner. Ce cas écarté, A et 
C se rencontrent au plus en (d— 2) points. En outre des points 
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doubles apparents de C, la figure AC en présente donc un de he 
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A « 


He Car on a à 
NE 1 & (d—1)—(d—r)=r. 


Si donc on ee que C, du degré (d —1),a, au moins, (d — 3) points 


7 doubles apparents, AC en a au moins (d — 2). La proposition est donc 

prouvée, puisqu'elle est vraie dans le cas où la figure se compose d’une 
LE 3h À È 
De courbe plane et d'une droite. ; 

me 





A : : FT. 
o 
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CHAPITRE Il. 


Courbes ayant le nombre minimum de points doubles apparents. — Courbes tracécs 
sur les surfaces du second degré. — Appendice. 


“ 


1. Nous avons vu au chapitre L (14, p. 288) que le nombre 7, mint- 
mum du degré du dénominateur de z, ne peut descendre au-dessous 


I \ = : : : 
de (sd DE Supposons d un nombre pair, et examinons si cette 
2 “ 


NE j \ é : : ; 
limite (: di 5 peut être atteinte effectivement. 


. (A2 £ Û 
Soient © — 0, 3 ——, les équations de la courbe, du degré d. Nous 


Lo 


à | me 
supposons pris, pour le degré » de u,, le nombre d —1. 
D'après le n° 16, il existe un polynome w», propre à vérifier la rela- 
uon 


(1) U? — UpU2= 0 (div. ©), 


Cette équivalence ne peut se changer en égalité, w, et wÿ n’ayant pas 
: Ê .. I ; 
de facteur commun. D’après la suppositiôn nr — : d —1,le premier 


membre de l’équivalence (1) est du degré d. Il ne diffère donc de ® 
que par un facteur constant. Ce facteur, ne pouvant être zéro, peut, 
sans inconvénient, être pris égal à 1. 

Ainsi 


(2) UT — Uo Ua = 0. 


Il existe aussi un polynome w,, du degré (7 +3), vérifiant la 


condition 

Uj Ua — UyU3= 0 (div. œ), 
ou 
( 3:) Ui Us — UoU3 = AY, 


& étant un trinome du premier degré. Des équations (2) et (3)4e 
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conclus, en éliminant o, 
Ui(Ua— AU) = uy(U3-— AU); 
el, Comme &, el Uÿ Sont premiers entre eux, 
U— au — buy = 0, 

b étant un polynome du second degré. Suivant le n° 16, cette identité 
exprime que la courbe est située sur la surface du second degré 
th) 22-42 00. 
Elle est, dès lors, l’ tue, section HOUR de la surface (4) et de la 
surface monoide 3 — du degré - = à. 

La réciproque est évidente : ee ement, l'intersection complète 


d’une surface du second degré et d’une surface de degré - d peul être 
représentée par l'équation de cetté dernière surface, réduite à la forme 
monoïde, en vertu de Péquation (4), sans changement dans le degré 


I 
sd de la seconde surface. 


Le nombre des points doubles apparents de Ja courbe est connu par 

la formule sénérale relative à l'intersection complète de deux surfaces. 
5 Î 

Mais l'analyse actuelle le donne aussi. Effectivement, on a trouvé au 





; SERRE RE LEPURE {d —1 
chapitre I (14, p. 290), pour ce cas, la limite inférieure | " ) | 
hr ; EN 2 
de À, en écrivant que le nombre des points communs aux courbes 
Ui—= 0, Uy— 0, non situés sur ©, est au moins zéro. D'après l’équa- 


uon (2), ce nombre est précisément zéro. Donc L est précisément 
; . HE d—1\?2 
égal à la limite L( ) |: 


2. Supposons, en second lieu, d'un nombre impair, et prenons 
d us 








pour 7 sa limite inférieure, qui est alors r — 


2 


Au lieu des équations (2) et (3), nous avons maintenant 
2 
U?— UjUa = A9, Will — Uou3 = bo, 


a et b étant des polynomes du premier et du second degré. Prenons 
encore le polynome w, (16, p.291), qui fournit une identité analogue, 
avec un polynome du troisième degré € 


US$ — Ujuy = CO. 
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De ces trois égalités, je conclus l’équivalence suivante, en négligeant 


les muluples de &s 
b?= ac (div. wo). 


Les termes de cette équivalence sont du quatrième degré. Si d'est 
supérieur à 9, &, est de degré supérieur à 4, et l’équivalence se change 
en égalité. Ayant b?= ac, et « étant du premier degré, par consé- 
quent indécomposable, je conclus b = aa'; d’où résulte, par Pélimi- 
nation de « entre les deux premières égalités, 


ui(u2— d'u) = uo(u3— QU). 


Ce résultat est entièrement semblable à celui du n° 4; la conclusion 
est la même : /a courbe est située sur une surface du second degré. 
Elle est l'intersection incomplète de cette surface et de ta surface 
…. 3 ’ I . 0 . 
monoide de degré -(d+1). Le reste de l'intersection est la ligne 


. U; 
OIL EE DE 





Lo 





3 r Z # r A d ES 12 2 
Ici-encore le nombre À est précisément égal à L( < ) > comme 


on le voit par la formule générale rappelée au début du chapitre Ï 
[formule (2), p. 271], ou encore par l'analyse actuelle. Je n’insiste pas 
sur ce sujet, la démonstration devant se trouver plus loin sous une 
forme plus générale. 


Pa 


f : . STE d LE 10 25 

Nous savons donc maintenant que le minimum (=) | du 
nombre h a effectivement lieu toujours. D’alleurs, ce minimum ne 
peut être atteint pour d’autres valeurs de x (14, p. 290). Donc ce 
minimum répond à une famille de courbes : ces courbes sont, au 
cas où d'est pair, les intersections complètes de surfaces du second 


/ 7 a | . . . 
degré avec des surfaces du degré = d; au cas où d est impair, ce 
sont les intersections partielles de surfaces du second degré avec 

. » 127 ni 
des surfaces du degré = (d +1); elles sont alors complétées cha- 


cune par une ligne drotte. 
J'ai supposé, dans la dernière partie, d > 9; cette restricuüon n’est 
pas nécessaire. C’est ce qui va apparaître dans la suite de ce chapitre. 


3. Je vais étendre à d’autres cas le mode de raisonnement employé 
au n° 2. Je reprends les équations déjà employées, et j'y change les 
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notations des seconds membres en cette sorte 
(5) uf—uour= av, UjU3 — UoUy = 129, U?i— UoUy, = 929); 
ÈS x ARS ] a 3 i 
d’où résulte, comme tout à l'heure, 
(6) AŸ5 — Aj1@29 = 0 (div. Lo). 


Cette équivalence (6) se change en égalité dès que le degré de w, est 
supérieur à celui du premier membre, c’est-à-dire dans le cas 


2(2n+3—d)< n, 
2 s 
(7) n<z(d—3). 


Je suppose l’inégalité (5) satisfaite, et je vais examiner les consé- 
quences de cette hypothèse, laquelle entraîne 


(8) A2 — Ait A9. 


S1 l’on était assuré que &a,, ne contint aucun facteur carré, on en 
pourrait conclure, comme tout à l'heure, que a,, divise exactement a,.. 
Le résultat final serait donc analogue, et l’on aurait cette proposition : 


Toute courbe de degré d, pour laquelle le nombre n est infe- 


o SN 2 € Q 
rieur à à (d — 3),estsur une surface du second degré. 


Cet énoncé est exact effectivement, même si &,;, contient des fac- 
teurs carrés, et c’est Ce que je vais prouver. 


4. J’envisage la suite indéfinie des polynomes u» (16, p-291),etje 
pose, d’une manière générale, 


(9) UjUj— Uolij+j = Aijo. 


D'après les propriétés des polynomes u», &;; est un polynome entier. 
Son degré est égal à celui de a,,, augmenté de (+ 7 — 2) unités. 
Soit w un facteur, polynome entier, qui soit au degré w dans &,;, 
et à un degré moindre, 9, dans &,2. Je dois montrer l'impossibilité de 
cette supposition. 
J'ai ainsi, par hypothèse, o Cu; mais, à cause de l'identité (8), 


200 





en NS OR TE NU ee POP 
Er 1% È TA ése ACES 24 


à] 
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Comme conséquence, w entre dans as, en facteur avec l’exposant 
(22 —b) 

Envisageons les quatre polynomes &,1, 419, Go, &13. Je dis que tout 
facteur, commun à trois d’entre eux, appartient aussi au quatrième. 
Soit, en effet, Q un tel facteur. Prenons les égalités (5) et joignons-y 
celle-ci, cas particulier de l'équation (9): uiu,;— uou, = &@139. Nous 
avons, de la sorte, quatre égalités. Choisissons-en trois quelconques. 
Les trois polynomes & correspondants ayant le facteur Q, nous dédui- 
rons des trois égalités choisies trois équivalences suivant le diviseur Q. 
Cse trois équivalences, quel que soit le choix fait, seront toujours les 


mêmes, SAVOIr : 
LOT Co ETES EL, 


_ (div. Q). 


Ly U] Us U3 








De là on conclut que le quatrième binome, u}— uote Où Uiur—Uuous, 
est divisible par Q. D'ailleurs ce facteur Q est de degré moindre que », 
lequel n’est pas décomposable. Donc Q entre en facteur dans le qua- 
trième polynome a, comme je l’ai annoncé. 

Suivant les suppositions, le facteur w existe dans &,1,:@io, Ass avec 
les exposants précis u, p, 29 —.u. D’après la supposition nu =>», ces 
trois nombres vont en décroissant. Donc, d’après le lemme que Je 
viens de prouver, w entre dans &,3 comme facteur avec l’exposant 
(2p —u) précisément, 

J'envisage maintenant @,, et J'ai entre ce polynome et les précé- 
_dents cette relation 

Aj1 23 — 2433 = 0 (div. wo). 
Le terme &,,:4,, contient le facteur w affecté de l’exposant (30 — ie 
D'autre part, &;, contient ce facteur avec l’exposant u. Puisque 29 2 U, 
(39 — u) n’est pas moindre que », qui, lui-même, n’est pas moindre 
que 1. De même, u est supérieur à 1. Donc w est au premier degré, 
au moins, en facteur dans le premier membre de l’équivalence consi- 
dérée. Le polynome w est, au moins, du premier degré. C’est donc un 
facteur du premier degré, au moins, qui existe ainsi au premier 
membre de l’équivalence. Ce facteur est d’ailleurs premier avec le 
diviseur u9; Car &w, divisant w, et &@11, diviserait u, d’après l’équa- 
uon (5), el &, &, ne seraient pas premiers entre eux. Donc ce facteur 
peut être supprimé dans l’équivalence sans la troubler. Cette suppres- 
sion faite, 1} reste une équivalence dont le premier membre est, au 


Le +2,» ACTION QI" CT na OO ST CLP CT 2 RSR ar: “| EM A pi: 
+-2 Là à en N'a un CHA sue # Fe FLE ES M Ne 4 7 SP | & 
r Kg NE L Fe , “= à = r \ 
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plus, du même degré que le premier nrembre de l’équivalence (6). 
Pour la même raison donc, elle se change en égalité. Donc on a 


A1 93 — A2 A3 = 0; 


il en résulte que &:, contient le facteur w avec l’exposant (39 —u) —u 
ou (39 — 2u), et que l'inégalité nouvelle 35 Z2u a lieu. 

La fraction ©, plus petite que 1, et non moindre que . entraîne 
CéLICONSÉqUENCE UE 9, p 22. 

Généralisons cette analyse : admettons prouvé que tous les poly- 
nomes &;,,,:, contiennent le facteur w avec l’exposant 


CR GE) A)u, 


tant que (2 + 7) ne dépasse pas un entier déterminé m, et montrons 
qu'il en résulte le même fait quand (747) atteint la valeur suivante 
(m+i). 

L'hypothèse entraîne cette conséquence : m/' étant un quelconque 
des nombres 0, 1, 2, ...,(m—1), on a toujours | 


(10) mo>(m'—1), moz(m—i)n, HT, p2m—Ii. 
Prenons l’équivalence 
1 2,mti = A9 Ayymtt (dIV. Wo). 


D’après l'hypothèse, le second membre contient le facteur w avec 


lexposant 
Cm —1)p—(m—1)n. 


Cet exposant, suivant l'hypothèse (10), n’est pas moindre que o, qui, 
lui-même, n’est pas moindre que (m — 1). Le premier membre contient 
le facteur w, au moins, avec l’exposant a, à cause de a,, qui figure 
dans ce membre. D'ailleurs & est supérieur à (m —1). 11 y a donc, 
aux deux membres de l’équivalence, un facteur premier avec le divi- 
seur, et au moins du degré (m —1). Ge facteur supprimé, l’équiva- 
lence a ses termes au plus du même degré que ceux de l’équivalence (6), 
et, pour la même raison, se change en égalité. Par conséquent, 
ym+ Contient w avec l’exposant précis (m+1)o — my. 

Le polynome &,,,,1 est au nombre de ceux @;,,,,, pour lesquels 
(+7) atteint (m +1). À son égard, la proposition se trouve prouvée. 
Il reste à étendre cette loi aux autres polynomes analogues. C’est ce 
que je fais de cette manière. 
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Je prends les diverses égalités 
P 5 
Ui Uynt41 — Uo Urn'+2 = Aim'+1® 


pour m'—0,1,2,...,m. Les divers polynomes @,,,,, ont chacun 
le facteur w avec l’exposant [m'o — (m'—1)u], dont le plus petit est 
[m0 — (m—1)u]. De l’ensemble de ces égalités, je conclus, en négli- 
geant les multiples de cette puissance de w, 


U: Ua (72 Uyn+9 : 
(ti) a Ne le Cdiv-co Par SD) 
Lo ui Uo Uyn+1 ‘ 





Je prends maintenant l'égalité 
(12) Ua Uyn+1— Uo Uyn+3 — so ,m+19: 
Il vient d'être prouvé que &,,,,, contient w avec l’exposant 


(Mm+Hi)p— mp, 


qui est moindre que le précédent. Les équivalences (11) ont lieu, 
a fortiori, suivant le diviseur w!**16-#F: \’en conclus, notamment, 


UoUyn+2 = Ui Uyn+i (div. wUr+I)p—R) 
en même temps que de l'égalité (12) 
Ua Umn+1 = Uo Uyn+3 (div. +1 pm), 


Multipliant membre’ à membre ces deux dernières, et supprimant 
les facteurs communs, j'obtiens 


U n+3 LU : 
Unie == Unes, = — (ALV ae EDGE 720) 


U pn+2 Uj 
Je peux donc, au lieu de (11), écrire 


ui ns Ua . U3 RNA U yn+9 is Uyn+3 (div, w+1)p—mt ), 


Lo U; Ua LU yn+1 U yn+2 








De là, on déduit, pour it + 7 — m + 1, toutes les équivalences 
Uj+iUj+1 — UoUm+s = 0 (div. (+ Dp—E), 


Donc, pouri +7 = m +1, tous les polynomes &;,,;,, contiennent 
le facteur w avec l’exposant (m»7+1)9 — mu. Cest ce qu'il fallait 
démontrer. 





D ON TT ETATS SPA Li JET C' > - “ 
L ' 2 + 
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La loi étant générale, nous voyons que l'hypothèse entraine cette 
PME 


conséquence : 
1) 





» l’entier m» prenant toutes les valeurs 0, 1, 


>, ... à l'infini. Uue telle fraction À; inférieure à l'unité, n’existe pas- 
xd 


DONC EU, 
Donc, enfin, @,, divise exactement a;2. La proposition énoncée à 
Ja fin du n° 3 est donc exacte. 


5. Rappelant la signification du nombre », nous avons cette pro- 
position : 


Pour une courbe gauche, de degré d, sans point singulier, st 
les cordes issues d’un point quelconque de l’espace sont situées 


A Fr e 2} ° f 
sur un cône de degré moindre que : (d — 3), la courbe est située 


sur une surface du second degré. 


Pour préciser ces courbes, étudions, d’une manière générale, les 
courbes tracées sur les surfaces du second degré. Elles sont entière- 
ment caractérisées par la condition que nous avons rencontrée au 


nd (p.307). 
(13) Uz — AU — buy = 0: 


Cette identité exprime que w, s’évanouit en tous les points communs 
aux courbes uj— 0, uÿ—0. Ces points forment trois groupes dis- 
üncts : 


1° Les } points doubles de z; 
2° (nd — 2h) points situés sur »; | 
x LA dE ; 
3° [an +1) — ad+ Ah] points non situés sur ©. 


Prenons maintenant l'identité u? — uçus—= a,,0. Elle nous prouve 
que la courbe a,;,— 0 passe en chacun des points qui composent le 
second groupe; et, puisque w, S'éÉvanouit, comme 4, et &,, en chacun 
des points du troisième groupe, elle prouve aussi que la courbe 
&i, = 0 à ces derniers pour points doubles. 


Â . Ui PT : Se 
Les équations 4,,—0, 3— — définissent ainsi une courbe, du 
Uo 
même degré que a,,, exactement comme la courbe gauche proposée 


,» . U a! A 
est définie par 6 — 0, 3 — —: Ces deux courbes, dont les degrés sont 
6 


(2n +2 — d) et d, composent l'intersection complète de la surface 
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du second degré et de la surface monoïde, qui est du degré (n +1). 

Ces conséquences ont lieu indépendamment de l'hypothèse que n 
soit le minimum du degré de w,. Supposons maintenant » effective- 
ment minimum. Dans ce cas, À a une limite inférieure, fournie par 
l'inégalité (289) (p.31). On a obtenu cette inégalité en écrivant précisé- 
ment que les points du troisième groupe sont, au moins, en nombre 
(o2n+2—d)(on+1— d) 

2 

doubles de la courbe a,,— 0, dont le degré est (22 +2 — d). Le 


égal à Or ici ces points. sont les points 

nombre-limite que je viens de citer ne peut pas être dépassé, et ne 
A A = 6] Lex 4 Sn 

peut même être atteint que d’une seule manière, par la réduction de 

cette courbe à l’ensemble de (2 nr +2 — d) lignes droites. De là cette 

conséquence : 


Les surfaces, de decoré minimum, qui passent par une courbe 

1 1 
algébrique tracée sur une surface du second degré, coupent cette 
dernière. en outre, suivant des droites complétant l'intersection 
7 9 ? 
et qui appartiennent toutes à un même système de génératrices. 


A chaque valeur du nombre entier n, entre (: d — 1) et(d— 2), 
correspond une famille unique de courbes du degré d, situées sur 
des surfaces du second degré. Le nombre h des points doubles 
apparents, pour chaque famille, est 


fi d(d—1) 


(14) h 
2 


—(n+I1)(d— n—1). 


Les surfaces de degré minimum passant par la courbe sont du 
degré (n +1). 


Il n’est pas nécessaire d’entrer ici dans plus de détails au sujet de 
ces courbes, dont la théorie générale est fort connue. Pour que l’on 
puisse aisément combiner notre mode de définition avec celui qu’a 
donné M. Chasles (!), ajoutons ces trois propriétés, faciles à établir : 


La courbe rencontre en (n + 1) points chaque droite de la sur- 
face du second ordre qui appartient au même système que les 
droites complémentaires de l’intersection, et en(d— n —1) points 
chacune des droites du système opposé. 

Les (2n +2 — d) droites complémentaires peuvent être arbi- 





(*) Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences,t. LIT, 1861, p 985, 
1077 et 1203. s 
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trairement choisies dans le système auquel elles appartiennent. 

S'ur une surface du second degré donnée, la courbe est définie 
par [(n+o2)(d—n)-—1| arbitraires; dans l’espace, le nombre 
des arbitraires est [(n+2)(d—n)+8l]. 


6. Pour la classification générale, voici le trait essentiel des résul- 
tats précédents. Les valeurs de }; marquées par la formule (14), 
forment une suite de nombres entiers non consécutifs. Ce sont, 
d’ailleurs, comme: il résulte de la proposition du n° 3, les seules 


: « : : Le 2 
qu'on puisse obtenir tant que 7 n'atteint pas Ho 3). En outre, 


suivant l'inégalité (16) du chapitre I (p. 289), toutes les autres valeurs 

de }, obtenues avec d’autres nombres nr, sont supérieures à ces 

dernières. Soit donc H le nombre obtenu -en mettant dans (14), 
a o . . 1 ; 

pour », -(d— 3) si ce nombre est entier, ou, dans le cas opposé, 
À D 


l’entier immédiatement supérieur; et concluons que, parmi les 
où 





j d A , 
entiers compris entre L( ) etH,in'yena que quelques-uns 


qui puissent être égaux au nombre des points doubles, appa- 
rents d’une courbe de degré d, sans point singulier. Toutes les 
courbes correspondantes sont situées sur des surfaces du second 
degré. 

Je ne formule pas explicitement la limite H qui, comme on le verra 
au chapitre IV, n'est pas la véritable limite, mais seulement une 
approximation. 

Ici se termine le chapitre If, dont la matière est courte, mais 
importante pour notre sujet. On y saisit facilement les conséquences 
qui se peuvent tirer de la représentation des courbes par les monoïdes. 
Généraliser ces conséquences, tel est le but que je vais poursuivre. 
IL me faudra, pour y parvenir, une analyse longue et compliquée, 
sans doute, mais qui, je pense, se trouvera éclaircie par le cas parti- 
culier qui vient d’être traité. 


Appendice du chapitre II. 


Je donne, dans cet appendice, pour mieux faire entendre le sujet, 


le calcul explicite des équations d’une courbe, tracée sur une surface 


1 . (42 
du second degré, et mises sous la forme © — 0, z — — 





Lo 
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Soient des droites quelconques, de l’espace, en nombre #, repré- 
sentées par les équations 


Di='6, D, ses Dis0: 


AE Le Fo LES 03e LR A 


où les D et les P désignent des trinomes (aæ+$y +). 
Par 0,, 0,, ..., 0x je désigne des polynomes entiers arbitraires 
en æ, y, tous d’un même degré. Je pose, pour abréger, 


a = D, D, DHL D2: 


Pour représenter à la fois l’ensemble des Æ droites, je ferai, comme 
au Chapitre I (23), 
Uy= a(Pit+pP2+...+ px), 
Ui=A(p1Pi+ pePe+... + pxPx). 


En prenant maintenant w, ainsi 


J'aurai, comme il convient, 


(1) U?— UoU2= A, 


et l'expression de & sera 
(IT) (D = — A[pip2(Pi— Pe) + pi03(P1— P3)?+...]. 

Je vais maintenant supposer les X droites sur une surface du second 
degré, et faire jouer à 4 le rôle du polynome a,4. 


Soit 2° + Az +B—o l'équation de la surface. L'existence des 
droites sur cette surface donne les conditions 


P?+ AP; + B—= C: D, 
P5+ AP; +B = CG D;, 


PER AP; B — CD, 


où GC, Co, ..., Cx sont des trinomes du premier degré. Ces identités 
satsfaites, on aura 


Uy + AU + Buy — ( Cr 01 + C2 09 +... .—+ C:0%)a — En. 
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Par le moyen de cette identité, l’équation (1) devient 


u? + Auiuo+Bui = a(b + Cu). 


J’obtiens donc une courbe tracée sur la surface du second degré, en 
posant les équations 


p—b+Euw—o, 3 = —:. 


D’après l'analyse de ce chapitre, toute courbe tracée sur la surface 
s’obtuiendra de cette manière, pourvu qu’on fasse varier le nombre Æ et 
le degré des polynomes 0. Chaque courbe est ainsi obtenue une seule 
fois, et w, est du degré minimum. Il est entendu que, pour chaque 
nombre #, il n’y a pas lieu de faire varier les droites; car la courbe 
ne serait pas changée par là (p. 314). 

Pour rendre ces résultats tout à fait explicites, prenons l'équation 
de la surface sous la forme 


(3+H)(3+H,)=EE;; 
H, H,,E, E, sont des polynomes du premier degré, en sorte qu'un 
système de droites est représenté par les équations 


D =wE — Ann ma H;,— IT — 0, 
t) 


I 
3 —=6(wE —1)+(i1—0) (Se Hi) he 
où w, s sont des constantes arbitraires. De là résulte 


=. 


E—s(i—s)D |. 


RÉRNEr 





(P+H)(P +H,) — EE = Deus — 


[a] 


Donnons maintenant aux constantes © et w les indices 1,2, ..., 45 


nous aurons 
0; 


EE Ec;w; — E; — Ds;(1 — Si), 





L 
a 107 
CES sut; — ES = DD s(1— 5)01: 


Les formules sont ainsi rendues complètement explicites. 
Pour obtenir les courbes répondant aux nombres (4, n), 1l faudra 





faire 
k=on+2—d, 


et prendre pour le degré des polynomes 6 le nombre (d — n—1). 
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CHAPITRE HI. 


Formation d’une double suite indéfinie de polynomes, d’après une loi déterminée. — 
Polynomes correspondants. — Propriété des doubles suites consistant en ce qu’elles 
peuvent toujours étre arrêtées à un polynome identiquement nul. — Emploi des 
doubles suites dans la théorie des courbes gauches. — Courbes adjointes. — Inter- 
sections complètes. — Exemples. — Deux propositions accessoires. 


1. Soient S,, S, deux polynomes entiers à deux variables x, y. 
Les équations S,$— 0, S,— 0 représentent deux courbes que, pour 
abréger, je désignerai par ces mots : courbes 55, S,. Je suppose que 
les points d'intersection de ces deux courbes soient simples sur chacune 
d'elles, et se partagent en deux groupes : 1° des points de contact, au 
nombre de h,, et que j'appelle les pornts (h,); 2° des points de simple 
intersection, que j'appelle les points (P), et qui sont au nombre P, 


SAVOIT : 
| d, di — 2 ho, 


si do, d, désignent les degrés de S5, Si. 
L'ensemble des points (4), (P)sera désigné par (E,). Le nombre E, 
des points composant cet ensemble est h,+ P, c’est-à-dire 


E, —= do d, = lo. 


En outre des polynomes S,, S,, j'en considère deux autres 64, 64, 
ayant respectivement pour degrés (d, +1) et (d, +1), et choisis de 
telle sorte qu'ils s’évanouissent en chacun des points (E,). De plus, 
l’ensemble de ces quatre polynomes sera, par hypothèse, doué d’une 
autre propriété, que Je vais définir. 

En général, pour deux polynomes quelconques w, +, employons la 


notation 
du dv ou ve 


La propriété que je suppose, et qui est essentielle, est la suivante : 
En chacun des points (h,) a lieu l’égalité 


(1) (Bo, S1] + LB, So. 


Telles sont les données que Jadmets. Avec ces données Je vais 


AL Level Dei ut ESS SCENE TRS RS ER RE ec 
6) ANSE - \ 4 
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montrer qu'on peut construire une double suite de polynomes 
analogues S2:, Bo, S3, 83, ... tellement choisis qu'entre deux paires 
de polynomes consécutifs S;, S;,,, Bi, B;,, existent toujours les 
mêmes liaisons, supposées entre les quatre polyÿnomes donnés. 


2. J'emploie ici l’abréviation dont j'ai précédemment fait usage, et 
que je rappelle : uw, 6, æ étant trois polynomes entiers à deux 
variables, si l’on peut trouver deux autres polynomes &, b donnant 
lieu à lidentité  — au + bv, alors je dis que w est de la forme(u, +). 
J'ai rappelé au chapitre I (p. 285) les conditions sous lesquelles existe 
une telle relation. 
_ D'après les hypothèses, chacun des polynomes 8, et 8, s’'évanouit 
en tous les points communs aux courbes S5, S,. Mais, parmi ces 
points, 1l en est qui comptent double. Il n’en résulte done pas 
que $B soit de la forme (S,,S,); cette conséquence s'applique 
seulement au carré de $. J’exprime cette propriété, pour 6,, par 
l'identité 
to) B? = Sa 90 + Y1 91. 


J'ai désigné par y, le coefficient de S,; c’est un polynome auxiliaire 
s’adjoignant aux données. Quant au coefficient de S,, je l'ai désigné 
par S2: c’est le polynome qui doit succéder à S;, S, dans la suite 
D di DO sr QUerFalannoncée. 

D'après l'identité (2), la courbe S, coupe simplement la eourbeS, 
en chaque point (P) et la touche en d’autres points (h,). Ces derniers 
sont ceux qui appartiennent à S, et à $, sans appartenir en même 
temps à 5,. Donc on voit déjà que les intersections de S, et S, se 
partagent en deux groupes [dont l’un est composé des mêmes 
points (P)| comme celles de S, et S,, et que le polynome 8, s’éva- 
nouit en chacun des points (E,) de l’un quelconque de ces deux 
groupes, comme le polynome 6, en chacun des points (E,). 

Il nous faut maintenant définir le polynome $,. Un détour assez 
long est ic1-nécessaire. 

Les intersections de $, et S, ont lieu dans les points (E;) et (A). 
Par les premiers passe la courbe 8, par les seconds la courbe S;. 
Donc le produit 8,5: est de la forme (6,, S,). C’est ce que j'exprime 
ainsi 
(3) BaSéenn inpose (div.:93) 


J'aurai à faire usage du polynome auxiliaire +. 
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Je considère maintenant deux. fonctions algébriques de x, que 
j'appelle 3 et 3’ et que je définis, la première par les équations 





S 1 — O, 3 — po, 
' en 
et la seconde par 
So 
Bi Es O, g'— ee ° 


D’après (3), on peut encore écrire pour 3 


T1 
S ==) GE =— = s 
1 | Bi See 
et, d’après (2), pour z', 
? So se 
AO = — == — — 
Ba ) La S, ee S, 


Les déux expressions équivalentes prises ainsi, soit pour %, soit 
pour z/, présentent des caractères très différents en chacun des 


î , 3% : ù O 
points (ko). Tandis que la première expression prend la forme _ 


la seconde revêt une forme déterminée. Dans la première expression 
l’indétermination disparaît par l'application des règlés ordinaires, qui 
fournissent ces valeurs limites 


[Bo S1] __ [Bu So]. 
DES ST Fe 


C’est ici que va intervenir pour la première fois la relation (1), 
d’où je tire cette conséquence : en chaque point (ho), OUAIS Le 0. 
Tenant compte de la seconde expression de 3 et de z', je conclus que 
le polynome (mr; +Y,) s’évanouit en chacun des points (ho). 

D’après cette propriété, le produit de ce dernier polynome par &, 
est de la forme (S,,5,). Dans cette forme, Le coefficient de S, est le 
nouveau polynome 6, que je voulais définir. Ainsi : 


(4) (Ti + V1) B1 = Be So (div. Si). 


Ce polynome f, est d’un degré supérieur d’une unité à celui de S;, 
comme on le voit immédiatement par la comparaison de (3) et (4). 
Il s'évanouit en chacun des points EU? 

Je dois, en outre, montrer qu’en chaque point (A) la relation 
analogue à (1) est vérifiée par S,, Se, Bi, Bo. 

Pour le prouver, j’emploie encore deux fonctions analogues à 3 et z', 


PRET 
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la première €, que, en vertu de l'équation (4), je peux définir de deux 
manières équivalentes ainsi 





[2] 
S Re 7e don ti À 
1 — O, = = = 5 
on S0 


D’après (3), 7, s’'évanouit en chaque point (h,); car les courbesS, 
et S, s’y touchent, tandis que la courbe B, passe en ce point sans 
toucher S, et S:. Suivant la seconde expression de € et €”, je conclus 
qu'en chaque point (k,;) on a C+C/—o. Suivant la première 
expression de € et C', et par le même raisonnement que tout à 
l'heure, j'ai cette conséquence : en chacun des points (h,) & lieu 


la relation 
[Ba S1] + [$iS2]= 0. 


C’est ce qu'il fallait prouver. Donc, en résumé :° 


Au moyen de quatre polynomes S5, Si, Bo, Bi satisfaisant aux 
conditions précitées (1), on peut, par l’intermédiaire des iden- 
Liles (3),(8) eL(A),; former deux nouveaux polynomes S», 6», qui 
composent avec 91, 8, un système analogue au proposé. Avec ce 
dernier on peut former deux nouveaux polynomes S3, b3,.... On 
a ainst une double suite de polynomes S, $ dans laquelle deux 
couples consécutifs jouissent toujours des propriétés supposées 
pour les deux couples qui ont servi de point de départ. 


3. Je peux, par les mêmes lois, prolonger la double suite dans 
l’autre sens, et trouver deux polynomes S_,, $_,, qui, associés avec S, 
et Bo, forment un système analogue à celui de S4, f5, associé 
avec 94, P,. C’est ce que Je vais montrer. 

Comme je l'ai fait observer au début du n° 2, le carré de 6, est de 
la forme (55, 51). Écrivant cette forme, ju une relauon analogue 
à (2), qui définit S_, et le polynome auxiliaire +, 


9) 32 — Si Si + Yo Soc 


De cette relation je tire, à l’égard des intersections de 5, et S_;, 
des conclusions analogues à celles que j'ai tirées de (2) à l'égard des 
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intersections de S, et S:. Le produit 8, S_, est de la forme (6, So). 
Par analogie avec l’équivalence (4), j'écris cette relation ainsi 


(6) Bi Si = (ro + Yo) Bo (div. So). 


Ceci définit &, puisque y, est déjà connu par (5). Prenant malin- 
tenant deux fonctions analogues à £ et C', que j'obtiens en diminuant 
d’une unité chaque indice dans la définition de € et €, et recommen- 
çant en ordre inverse le raisonnement ci-dessus, je reconnais que to 
s’'évanouit en chaque point (h,). J'en conclus que mr. f est de la 
forme (55, S,), et j'ai ainsi une relation analogue à (3) 


(7) — To Lo = É-1S 1 (div. So )- 


Par là se trouve défini $_,. Enfin je prends deux fonctions analogues 
à 3 et z', obtenues en diminuant d’une unité chaque indice dans la 
définition de ces dernières; j’observe que, d’après (6), (too) 
s'évanouit en chaque point (h_,), où S_, et S, se touchent. 

Répétant alors en ordre inverse le raisonnement fait plus haut sur 
z ets ,Je conclus à l'existence de la relation [8_,,S5]+[80.S,| =o 
en chaque point (#_,). Par conséquent : 


La double suite de polynomes S, B peut être prolongée dans les 
deux sens. 


4. Une observation bien naturelle et très importante est suggérée 
par la symétrie des données. En intervertissant les rôles de s, et S, 
et, en même temps, ceux de 8, et $,, on peut construire une autre 
double suite analogue à la précédente. Quel lien existe-t-il entre ces 
deux doubles suites? Elles coïncident, comme on va voir. 

Pour éviter toute confusion, donnons aux polynomes proposés des 
désignations nouvelles, appropriées à leur nouveau rôle. Posons 


Si = HE 9 = Se; 
Pi = D; Bo = 1, 


et distinguons de même par des accents les polynomes qui vont 
s'introduire. Prolongeons dans le sens direct, par exemple, la suite 
5 85 © 8, en nous conformant au procédé indiqué au n° 2. 


Écrivons d’abord la relation analogue à (2) 


= SE YyiS. 





ee Des NE pts 4e TE RE CRT Este LE PRESS EEE A D 7e 
DAT DR RON ENT ES ETS PR EE L ALES CTP 


[ee 
N 
Ge 
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ou bien, avec les notations primitives, 
B6 = S2Si+ Yi So. 


Cette relation, comparée avec (5), me donne 


(8) So = St 
(8 dis) V1 = Yo 


Je forme ensuite la relation (3) pour déterminer +, savoir : 
BSR=— ri (div. 81) 
ou, en d’autres termes, à cause de (8), 


B1S1=— 7! Bo CRE So): 


| 





Comparant avec (6), je conclus 


(9) T1 = — (re + Vo), 
et J'adjoins à cette dernière relation celle-ci, qu'on en déduit par le 
moyen de (8 bis) : 


(9 bis) ro (mi y). 


Enfin, l’équivalence (4) définit , ainsi 
(ri + 1) = PS (div. 85) 
ou, en d’autres termes, à cause de (9 bus), 
— To Bo = (5, Si (div. So). 
La comparaison avec (5) me donne 
(10) PB — P1. 


Les relations (8)et (10) démontrent la coïncidence des deux doubles 
suites entre elles. En poursuivant leur génération, on obtient la pro- 
position que VOICI : 


Dans une double suite de polynomes S, 8, l’ordre de deux 


couples consécutifs est indifférent. 


9. Il importe de noter que les polynomes successifs ne sont pas, en 
général, entièrement déterminés. Ainsi, par l'équation (2), S2 n’est 
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entièrement déterminé que si son degré est inférieur à celui de S,. 
Dans le cas opposé, S: n’est déterminé qu’à un multiple près de S,. 

Il est aisé d’obtenir le degré de S,, que je désignerai par d,, comme 
j'ai désigné par d, et d, ceux de S, et 5,4. La relation (2) montre que 


l’on a 
ds; = 24; — di + 2, 


puisque, par hypothèse, 6, est du degré (d, +1). Désignant de même 
par d} le degré de S», j'aurai la relation récurrente 


dn = 2dyn-1 — dyn-o + 2, 
d’où résulte 


(11) dn = m'+ (di — di —1)m + dd. 


Suivant les valeurs numériques de d, et ds, la formule (1 1) présente 
deux cas très différents : 


Premier cas. — Le second membre de (11) devient nul ou négatif 
pour une valeur entière de m. 


SECOND cas. — Le second membre de (11) reste positif pour toute 
valeur entière de m. 


Dans le premier cas, la double suite s'arrête d'elle-même. Soit, eu 
effet, d,, le premier des nombres négatifs dans la suite d3, d,, dr, ..., 
my Amy. Alors S»4, ne peut exister. La suite s'arrête à S,,, et, suivant 
l'équation analogue à (2),ona : 


52 NU DR 


Ce résultat est, comme on le verra plus loin, une généralisation de 
la formule (6) du chapitre IT, et je montrerai qu'il entraîne cette 
conséquence : SA, divise exactement fm. 

Quant au cas particulier où la formule (11) donne dh—o, je 
conviendrai, pour ce cas, d'arrêter la suite à S,, qui est alors une 
simple constante. Le polyÿnome $,, est du premier degré, et l’on peut 
encore dire que Sn divise exactement Ours ; 

Ce que je viens de dire, relativement à des nombres positifs m, 
s'applique aux nombres négatifs, puisque l’ordre des polynomes S,, 
S, est indifférent. ; 

Si, au contraire, pour la suite indéfinie des nombres entiers posiufs 
où des nombres entiers négatifs m, la quantité d,, reste toujours 
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positive, la double suite peut être indéfiniment prolongée dans le 
sens correspondant, Mais aussi ces quantités d, croissent avec mn. 
Les polynomes consécutifs S,, ne sont plus entièrement déterminés. 
Je montrerai plus loin qu’on peut alors les choisir de telle sorte que 
l’un d’eux soit identiquement nul. On pourra alors limiter la suite 
au polynome qui le précède, exactement comme dans le cas pré- 
cédent, 

Ces circonstances s'offrent, soit pour la suite prolongée dans l’un 
et l’autre sens (second cas), soit pour la suite prolongée dans un seul 
sens (premier cas). Mais, comme je viens de l’énoncer, on peut 
toujours envisager la double suite S, $ comme limitée dans les 
deux sens, et de telle sorte que le dernier polynome S divise 
exactement le dernier polynome 8. C'est là le point capital dans 
cette théorie. Pour l’établir, il me faut avoir recours à une analyse 
assez longue, mais dont les détails tiennent à la nature intime du 
sujet. 


6. Plusieurs fois déjà, notamment en établissant les relations (2) 
et (4), nous avons observé que le produit de $, par un polynome qui 
s'évanouit en chacun des points (h,) est de la forme (S,,5,). Nous 
allons maintenant considérer un polynome quelconque ayant cette 
propriété, et nous le désignerons par rs. 

Ainsi r, désigne un polynome quelconque s'évanouissant en 
chaque point (h,), où se touchent S, et S,. 

Le produit r, 8, est, disons-nous, de la forme (S,,S, ). Le coefficient 
de S5, dans cette forme, s’évanouit en tout point commun aux courbes 
S,etB,,etquin'est pas, en même temps, sur la courbe 5,, c’est-à-dire 
en l’un quelconque des points (h,). 

Désignant par r, ce coefficient, on aura l'identité 


(12) To B1= 71 90 (div. Si): 


Le polynome r,, qui dépend du choix de r,, est un de ceux qui 
s’évanouissent en les points (},). Faisons maintenant abstraction 
de r, et prenons un polynome r, quelconque qui s’évanouisse en les 
points (2,). Les autres points communs aux courbes S, et 5, sont 
sur 5,3 donc r, 5, est de la forme (6,,5,), ce qui donne lieu à une 
relation telle que (12). En conséquence, st l’on considère le groupe 
indéfini des polynomes r, qui s'évanouissent en les points (ho), 
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et le groupe indéfini des polynomes r, qui s’évanoutssent en les 
points (h,), on voit qu'un quelconque des polynomes d’un de ces 
deux groupes a son corresronvanr dans l’autre groupe, de telle 
sorte que deux polynomes correspondants soient liés par la relu- 
tion (12). 

Par suite aussi, dans le groupe indéfini des polynomes ri qui 
s’évanouissent en les points (h;), chaque polynome a son correspon- 
dant dans l’un quelconque des autres groupes analogues. La liaison 
entre deux polynomes correspondants recoit n’est autre que la 
relation (12) avec les indices modifiés 


(13) T'j Dit EE Ti+1 S; (div. RE 


La liaison entre deux polynomes correspondants est indépen- 
dante de l’ordre dans lequel on envisage deux polynomesS consé- 
-culifs, comme je vais le prouver. 

Prenons les mêmes notations qu’au n° 4 (p. 322), et désignons 
par r le correspondant de r, dans le nouvel ordre. On aura 


res 7156 (div. Si) 
ou, en d’autres termes, | 
(14) rotor Si (div. So). 
Considérons ce cas de la relation (13), savoir 
11 Do = ro Si (div. So), 


et multiplions membre à membre ces deux dernières équivalences. 
Il vient ainsi, après suppression du facteur commun r;, 


LE) ÉRn, Sos (div. So). 


Mais, d’après (5) (p- 321), les deux quantités ÊŸ et S,S_, sont 
équivalentes (div. ni | | 

Il reste donc r,= 7 (div. S,). Si le degré de 7". est moindre que 
celui de 5,, cette ie se change en ég Mas, d’après la 
relation (12), on ne manquera pas d’ CHENE que généralement r, 
quand son degré le permet, n’est déterminé par r:, qu'à un 
multiple près de S;. Eu égard à cette indétermination dont il n’est 
pas possible de s'affranchir, nous pouvons écrire r_,— 7. C'est ce 
qu'il fallut prouver. à | 
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Notons, au passage, la relation (14) qui devient 
To Bo = 104 (div. So) 
ou, sous une forme plus générale, 


(13 bts) ViBi = Tri- Sir COTES 


7. I v a ainsi des relations de deux formes, d’ailleurs équivalentes 
y ) q + 
entre les polynomes r correspondants et consécutifs. Ce sont les rela- 


tions (13)et (13 bis). Il convient maintenant de compléter ces relations 
en les écrivant sous forme d’égalités, ainsi : 


(15) 9 2;24; A LADDN IE Li Sir, 
(16) TB: == ii 9 i4i — LISE 


J'introduis ainsi de nouveaux polynomes dont je vais avoir besoin. 
Ils sont d’un même degré, supérieur d’une unité à celui de r;. Ils nous 
fournissent de nouvelles expressions pour les fonctions z et z', envi- 


sagées au n° 2. Effectivement, en vertu de (15) et (16), on pourra 
écrire pour z 


è 20 50 

D CU: NME D, 

4 en ri ; 
+ 
et pour 3 . : 

1 0 lo 

1 — O & Re et 
P $ S 1 773 


De là je conclus, comme au n° 2, que (2g6+-t9) s’évanouit en 
chaque point (ho). En conséquence, (25 {,) appartient au groupe 
des polynomes 74. C’est ainsi un polynome de même indice, déduit 
de ro d’une manière spéciale, fixée par les égalités (15) et (16). 
Ce que je viens de dire pour lindice zéro s'applique à un indice 
quelconque... | 

D'une manière générale, t;et 9; étant liés à r; par (15) et (16), 
Je poserat | 

Lit gi = (ri), 


et ce polynome (r;)' appartient au groupe ri. 

Du polynome (r;)' on peut déduire un autre polynome par la 
même loi; je désigne ce dernier par (r:)?, et ainsi de suite, en 
sorte que r; donne lieu à une suite tndéfinie de polynomes 
analogues (ri) où j —r, 2, 3, ..:.. Le degré de (r;) surpasse 
celui de r; de J unités. de 
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En faisant l’inversion de S,, S, et de b,, 8,, comme au n° #4, on voit 
: à PE "! ! à te 
immédiatement que /, et g, se changent en — g, et — t,. Par suite, 
la liaison entre rs et (r,)' se conserve, au signe près, quand on 
inverse So, O1 et Bos Bi. 


8. Au n° 6 j'ai défini une opération qui, faite sur un polynome r:;, 
conduit à un autre polynome r;,, ; elle est figurée par la relation (15). 
Appelons-la l'opération A. Ainsi, par définition de ce symbole d’opé- 
ration, 

VAT 


Au n° 7 je viens de définir une autre opération qui, faite sur ri, 
conduit à un autre polynome de même indice, et que j'ai désigné 
par (r:)'. Désignons cette opération par la lettre B, en sorte que 


r;,B —= (r;)1 = l; is 


les polynomes 4;, 9; sont d’ailleurs définis par les identités (19) 
et (16). 


Je vais démontrer la proposition suivante : 


Les opérations À et B sont commutatives entre elles, c'est-à-dire 
qu'on peut changer leur ordre sans changer le résultat. 


En écrivant les symboles d'opération à gauche dans l’ordre où se 
font ces opérations, et prenant, d’ailleurs, l'indice # égal à zéro pour 
simplifier l'écriture, j'ai, par définition des opérations À et B, 


PRAE — An PS D 


Je vais maintenant former r, BA. Le polynome r,B n’est autre que 
(lo + Lo). Le produit (4, + 20)8, est de la forme (S,,5,). D’après la 
définition (12), r, BA est le coefficient de S, dans cette dernière forme. 
Ainsi, pour avoir ro BA, 1l nous faut mettre explicitement (46,+ 20)8: 
sous la forme aS, (div. S,). Le polynome cherché est a. C’est ce que 

e je fais par le calcul suivant. 
Prenant les identités (15) et (2) aux multiples près de S,, j'ai 


ro B1 = toS1, B?= y191 (div. So }, 
J'en conclus 48=r5Y:1, ce que j'écris sous forme d'identité 


(17) toBi= roi + uSo, 
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le polynome w étant, pour le moment, inconnu. En vue de déter- 
miner w, Je considère ce cas de l'équation (16) 


(18) rio 10 So — L191- 


Mulupliant les deux membres de (15) par S,, ceux de (18) par S,, 

et ajoutant membre à membre, j'ai 
à 
(toSi+ 190) 81 = ro(YiS1+ SoS2) + (u — g1)S091: 
A cause de (15), le premier membre se réduit à 7,87. À cause 
; Ï Gr 
dé (2), le térme r, (y: 51 + S052) se réduit aussi à r, 0°. Cesitérmes 
79 0 ‘ 
se détruisant, 1l reste w = 2,. La relation (15) prend donc la forme 
) moi lg F 


(19) Lo Bi = lo Yi + 1 90. 


D'autre part, les équations (15) et (16), pour & — 0, et prises aux 
multiples près de S,, nous donnent, si nous les divisons membre à 


membre, 
Lo Bi = "7180 (div. S 1 )e 


Cette relation, jointe à (19), conduit à celle-ci : 
(20) (to+ Lo) Bi= roi — ri Bo + Si So (div. Si). 


Il nous reste à mettre effectivement sous la forme a'S,(div. S,) la 
quantité suivante 
RE BTE M AN 30) 
qui figure au second membre de (20). À cet effet, recourons aux 
équivalences (3) et (4), que je transeris 101 





Bo Se = Fi D (ri + Y1)81= 3290 Adiv. Sr), 
et concluons d’abord 
1%1= 2 So + Bo S2 Cv SNS 
Par l'élimination de y, j'ai ensuite 


B19 = ro(B2S0 + Po S2) — ri Bot (div. Si). 


D'après l'équation (16), où l’on fat it —:1,r,$, peut être remplacé 
par 7692. La dernière équivalence se réduit ainsi à 


Bio = 708290 (div. S1). 
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Enfin des équations (15 ) et (16), prises pour £—=1, aux multiples 
près de S,, et divisées membre à membre, je conclus 


ro 82 = ti 51 (div. Si 
et, par suite, le facteur 6, supprimé, 
TR Ar fe 


Cette expression étant mise pour ? dans l’'équivalence (20) me 
donne , 
(lo + Lo) = (1 + 81) S0 (div. Sr). 


Suivant la remarque ci-dessus, cette relation exprime la propriété 
ro BA —= ro AB. 


C’est la proposition qu’il s'agissait d'établir. 
Prof q 2 


9. D'après cette proposition, on peut indiquer un nombre quel- 
conque d’opérations À et B successives sans préciser leur ordre. J'ai 
tout d’abord défini l’opération B faite sur un polynome d'indice 
quelconque i, et j'ai désigné le résultat r';B par (r;)'. Je peux main- 
tenant, dans cette notation, supprimer les parenthèses et considérer 
d’une manière générale le symbole rl comme le résultat de & opéra- 
ions À, et 7 opérations B faites sur r;. 

ÎL est à remarquer que l'indice inférieur & est suscepuble de valeurs 
négatives comme on l’a déjà vu, tandis que l’indice 7 n’est suscepuble 
que de valeurs positives. 

Au moment de pénétrer plus avant dans cette étude, notons ces 
deux propriétés évidentes d’après les définitions : 

1° S1 l’on considère divers polynomes du groupe r,, désignés 


5 
par r' 


1] 
PE THNa te AR RCIL LE 


CS RTS) AB IT EEE, 


2° Si l’on désigne par w un polynome quelconque, on a 


{uro)AÏBi = uri. 


J'ai déjà fait observer (p. 326) que l'opération À n’est généralement 
pas entièrement déterminée. Cette indétermination a lieu, pour 
l'opération appliquée à r;,, quand le degré de r; égale ou sur- 
passe celui de S;. Le polynome 7; comporte alors dans sa détermina- 
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tion un multiple arbitrare de S;, c’est-à-dire un produit de la 
forme HS; où H est un polynome arbitraire d’un degré égal à la diffé- 
rence des degrés de r;et S;. C’est ce que montre bien l’une ou l’autre 
des relations (15) ou (16). 

Par la première de ces relations, on voit que, rs étant de degré 
(do), r, est de degré (di; +è+1),r, de degré (d; +0 +2), etc., 
et généralement r; de degré (d;+0<+1). Je désigne ici, comme 
précédemment, le degré de S; par di. 

En général, si r, est donné, de degré (do +), le correspondant r'; 
comprend des arbitraires introduites par des polynomes successifs 
tels que HT, et ayant les degrés d + 1, à + 2, ..., suivant le signe de :. 
Je me propose de préciser ces faits. 


10. Je vais considérer une suite spéciale de polynomes r corres- 
pondants. Les équations Ét0S et (16) sont satisfaites si l’on prend 


Ta 0; NS TA 1 Barre Sie Ba, li = 0. 


On peut donc envisager S; comme appartenant au groupe 7; et 
succédant à r;_,— 0. Telle est l’origine de la suite que je considère. 
J’emploierai, pour la représenter, une notation qui rappelle sa défi- 
nition 


CCE ya 50, CE Ne (S;) = D! (Sihi Re Bi+1; 


.., 


en sorte que le. polynome correspondant r;,» sera représenté 
par (Sim: 


D'après les valeurs de 2; et {; ci-dessus, nous avons 


Comparons ce résultat avec (S;),= $:41, pour en déduire, après 
changement de ? en (+1), cette relation 


(21) Si Sr). 


C'est la propriété essentielle de ces suites particulières. On la géné- 

ralise aisément. Effectuant l'opération À aux deux membres de (21), 

jui d'abord | 
(Si = — (Site 


Changeant ensuite, dans (21), & en (51) et faisant l’opéra- 
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üon B, jai 
Shi = — (Si); 
donc 
(She = HS ;42)t, 


(22) (Sim = (— Dr Sr), 


Au moyen des équations (2) et (3) (p. 319) on trouve aisé- 
ment {S;)2— — Ty. Quant à (S;)s, (S:)4, ..., ce sont des polynomes 
qui n'avaient pas été introduits Jusqu'à présent. 


11. Il est naturel d'introduire en même temps des suites analogues 


de polynomes particuliers, relatifs à l'ordre inverse de la série des S.. 


Ceci nous conduit à des suites dont nous pouvons reconnaître les 
propriétés en conservant l’ordre direct. Faisons, à cet effet, dans les 
relations (15) et (16), qui se trouvent ainsi vériliées, 


Ti—1 — BF; TT; = Sit1) F1 10; li = Biys, si 0. 


Désignons par (S:) le polynome S;,, ainsi envisagé comme appar- 


tenant au groupe 7';; par (S;)» le correspondant r;,». Nous avons, _ 


de la sorte, la suite particulière 


L'O (Sie ri + Yi, (S5)-i = G;, (S5) — Si+1: 
CSP Dares ee 0, 





avec (S;)'= $;,,. De là une propriété corrélauve de celle qu’exprime 
l'égalité (22), et qui est traduite, à son tour, par la relation 


(23) (S5)=m = een 


12. Soit un polynome quelconque du groupe r;; envisageons une 
suite de polynomes lui correspondant, 74%; 75%, Ti, rio 
et choisis en fixant arbitrairement les constantes qui figurent dans 
leur détermination successive. Désignons par R;,, le plus général 
des polynomes du groupe r;,» qui corresponde à r,. Je me propose 
d'exprimer, au moyen des éléments introduits précédemment, la forme 
de R;;m, Où, pour mieux dire, la forme de la différence (R;;m— riym). 

D'après l'observation du n° 9; la forme générale de R;,, est 


he HS; 1, 


© 
©Q2 
(N 
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ve que l'écris, d'après la notation du n° 10 
1 ) Î ) 
Rii= ri + H(S;4 ). 


Ce nouveau polynome du groupe r;,, à pour correspondant parti- 
culier, d’après une autre observation du n°9 et d’après les définitions 


du n° 10, r;,9 + H(S;,:),. Donc le correspondant le plus général est 


Re re HS free HS Tr 
D'une manière générale, pour m positif, on aura 


Ritn = lim + H(S; H1 V1 = A 1 ( SAS FT 


a H: ‘ Si+3 )m—3 Diet ee Hi ( Sim je 


Si d;+ à est le degré de r';, les polynomes H, H,, ..., H,,_, ont 
respectivement (n° 9) les degrés d +1, +2, ..., 0H m, et ces 
polynomes sont entièrement arbitraires. 

Je transforme maintenant cette dernière égalité au moyen de la 
relation (22), qui permet de réduire les indices inférieurs à zéro. 
Les polynomes H, H,, ... étant d’ailleurs arbitraires, nous pouvons 
faire abstraction des signes Æ qui s’introduisent, et écrire simplement 


Ron rien EH ( Sim) 1 + H4 ( Sin Ve 


re Ho Sym) +, TS EE ro me 


J'aurai à appliquer cette formule en y faisant & — -— m. Dans cette 
hypothèse, qui ne diffère du cas général que par la forme extérieure, 
nous pouvons ainsi énoncer ce résultat. 


Soit un polynome rs, supposé donné, de degré d; +0. L'expres- 
sion la plus générale du polynome R,, appartenant au méme 


groupe, et ayant un correspondant R_, égal à un correspon- 


dant r_m de rs, est la suivante : 


(24) Ro 707 H(So)- 12 HS)? H,(S)#-5+.. EH 1(S6), 


- dans laquelle H, H,, H,,..., H,,_, sont des polynomes arbitraires 


dont les degrés respectifs sont 


n a IN D) 
ON AT; ORNE, OUI ET 9, 'ù 


O2 


A peine est-il besoin d'observer que ces polynomes n'existent qu'au 
tant que les degrés indiqués sont positifs. Si, par exemple, à est 
L®, 
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négaüf, c’est-à-dire si r, est de degré moindre que S,, aucun des 
polynomes H n'existe, et R, ne diffère pas de rs. 


13. C’est d’une manière analogue que se résout le problème corré- 
lauf. D’après la notation du n° 114, le polynome du groupe r;_,, le 
plus général qui corresponde à r;, a pour expression 


Rx == LOVE Maine H RO 


Le polynome arbitraire F à ici pour degré la différence entre celui 
de r;_, et celti de (S; ,), qui n’est autre que S;. On reconnaît sans 
peine que la progression des degrés des polynomes correspondants 
peut s’exprimer de cette autre manière : Sir; est du degré di,, ke, 
alors ri, est du degré d;j+e+1. C’est notamment ec qui s'aperçoit 
immédiatement sur l’équation (16). 

Dénotons donc par (d;,,+=:) le degré de r;, alors le degré de H 
est (€ +1). J'ai ensuite 


Re rade Sie Insee 
où H, est un polynome arbitraire du degré (s+ 2); enfin 
Rémi RH ( D net 
H, ( DS )_ cm2) a H, ( Si_3 m3) ia reste 1 ( Si 1) 
ou, d'après (23), 
R;- m= lim H ( De JS 2 
+ H SD Er Mob ron)rr Het Hp (S5- m }° 
Faisant dans cette formule : = m, j'ai cette proposition : 


Soit un polynome r,, supposé donné, de degré d, + £. L'expres- 
sion la plus générale du polynome KR, qui a un correspondant R,, 
égal à un correspondant rn de rs, est la suivante : 


(25) Ro To HS LE CSG HS) + 485) 
dans laquelle H, H,, H,, ..., H»_, sont des polynomes arbi- 


tratres ayant respectivement pour degrés les nombres & — m+1, 
CAPI El PNR CRUE. 


En particulier, si le degré de r, est inférieur à celui de S,, on 
; e 
are 


Wi Lit af M nb 2. st se dif ii ni Or M * 2vv 3 
Ne Nr 7 ra s RE ? 4 \ < 
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Cette proposition est la corrélative de la précédente, et pouvait 
être énoncée sans démonstration directe. 

On doit comprendre aisément la portée de ces deux propositions 
si l’on envisage les seconds membres des formules (25) et (24). Les 
opérations par lesquelles s’obtiennent les polynomes (S,)fet (S;)‘ne 
sont autres que lPopération B répétée en prenant pour point de départ, 
soit S5, soit S,. Cette opération, définie par les équations (15) et (16), 
n exige que la considération des données S,, S,, Bo, 8,. Pour former 
les seconds membres de (24) et (25), il n’est pas nécessaire de cal- 
culer les polynomes successifs S2, S3, ..., 6, 83, | 


14. Fapplique maintenant la dernière proposition en suppo- 
ni 


sant ro—(5)*. Un de ses correspondants particuliers r,, sera (S,)", 


l 


On AeuLante 2) RDS 


), c’est-à-dire S»h.41. J'ai donc cette consé- 
quence : 


L'expression la plus générale du polynome r, qui a pour cor- 
réspondant nn m4N est 





(26) ro (S, "+ HS} + Hi(S 24, 1(S6 ), 


® 
dans laquelle H, H,, ..., H,_, sont des polynomes arbitraires 
ayant leurs degrés respectivement égaux à 1, 2, ...,m. 


Supposons un de ces cas dont il a été question au n° 5 (p. 324), et 
dans lesquels la suite S s’arrête à S,, parce que Sm41 est identique- 
ment nul. Ceci étant supposé, 1l y a nécessairement parmi les poly- 
nomes correspondant à Sh,,, qui est nul, des polynomes nuls aussi. 
Donc : | 


Si Sh+, est identiquement nul, il existe des polynomes H, 
Ne D PES 2 be Dh fournissant l'identité 


(TA (S}r+ HS )n 14 H(S)2 +. + Hy1(S) = 0. 


Il y a une proposition corrélative résultant dé la formule (24) pour 
le cas où S_,, est nul. Mais je n'ai pas besoin de l’énoncer. 

Ce qui importe le plus, c'est de trouver la réciproque de la der- 
nière proposition. À cet effet, je considère le premier membre de 
l'équation (27) comme étant un polynome 7, et je cherche son cor- 
respondant le plus général r,. Un de ses correspondants particuliers 
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est le suivant : 
(SG) + HSE CSS jé 2e + HS me 


E’après la formule (23), cette expression se transforme en cette 


autre : 
(Sa +, HS; 11 He HS )2 +. sets HA 10804 


et, par la définition du symbole (S'), elle se réduit à (S',). C'est 
d’ailleurs ce qui était évident & priori, puisque nous avons formé 
le premier membre de (25) comme expression de r, correspondant 
à m— (559 se Sn+t F 

Ainsi le premier membre de (25), envisagé comme un polynomer,, 
a pour un de ses correspondants = S»41. D’après le n° 12, l’expres- 
sion la plus générale de 7, sera, en employant d’autres lettres, K, 
pour les polynomes arbitraires, 


LS K( DH) TR RAS? PR sn Kerr). 


Le degré de K,,_, est égal à la différence des degrés de S».,, et de S»; 
les degrés des autres polynomes K sont moindres. Si donc d»,, est 
inférieur à d», les polynomes K n’existent pas, et r,, n'a qu’une seule 
détermination qui est Sy. M. 

Supposons qu'il en soit ainsi. Puisque 7, est nul, une des détermi- 
nations de r,, est identiquement nulle; et puisqu'il n'existe qu’une 
seule détermination 7», on a nécessairement Sy = 1e 

Cette circonstance d,,< d, s'offre dans certains cas dont il a été 
quéstion au n°) (p.324). Elle se présente quand d, << d,. Il y a alors 
une suite de valeurs décroissantes du degré d», disons une période 
des degrés décroissants pour les polynomes S. Suivant les cas, cette 
période est suivie d’une période de degrés croissants, ou bien se 
termine par l'arrêt de la série S. Quor qu'il en soit, nous avons cette 
proposition : 


ras Var ; és 

St l’identité (25) a lieu de. telle sorte que S»h: appartienne 
à la période des degrés décroissants, alors S»,, est nécessaire- 
ment nul. 


Si, au contraire, SY»_1 appartient à la période des degrés croissants, 
nous avons cette simple conséquence qu'él existe des polynomes K, 
K,,...,K» , donnant identiquement 


(28) S m1 + K(Sym)"71+ Ki( Sym) +, CC re K5-1(S,n) — O0. 
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- Mais dans ce cas aussi, comme on l’a vu au n° 5, les polynomes 
successifs S ne sont pas entièrement déterminés. Je vais maintenant 
montrer que, dans le cas où S»,, appartient à la période des 
degrés croissants, ilest possible de choisir la suite S2, S3, ..., Smyis 
de telle sorte que l’on ait identiquement Sn, = 0. 

La démonstration de cetté proposition va faire l’objet des numéros 
suivants. 


15. Tout d’abord, examinons avec attention de quelle manière les 
polynomes S, 8 se déterminent successivement. Revenons à la théorie 
exposée dans le n°2(p.319-321), et supposons toujours donnés S,,S,, 
Bo) P1- Par le moyen des équations (2), (3) et (4) on calcule S, et B», 
puis par des équations analogues S, et $,, et ainsi de suite. Admettons 
que les degrés de S,, S;, S:, ... décroissent d’abord, en sorte que 
les premicrs polynomes ne présentent aucune indétermination. L’in- 
détermination commencera, je suppose, au couple S;,:, f;,,. Cette 
hypothèse n'apporte, d’ailleurs, aucune restriction à la généralité : 
on pourra, en effet, prendre à — o pour le cas où l’indétermination 
aurait lieu dès le début. 

Le couple S;,2, B;,+ se détermine par les relations suivantes, ana- 
logues à (2), (3) et (4) : 


f 2 pk £ S . ; ; 
Pitt a Si+ Yi1S 4 
2 + 

Bi Si+e = — Hi+1 Bis 


(div. DEE): 
(RTE ir) Bi = dite Sÿ 
Par hypothèse, le degré de S;,3 égalé ou surpasse celui de S;,1. 
JI ) D i+2 ES + 
Soit ainsi djys — dis, = 020. Après avoir déterminé, d’une manière 
quelconque, S;,2 par la première identité, on peut, au lieu de ce 
v share ° 
polynome, en prendre un autre $;,,, choisi de cette manière 


(29) Birs = Sie + À Sir, 


} étant un polynome arbitraire du degré . On devra, en même temps, 
prendre, au lieu de y;,4, un autre polynome g;,4, savoir 


ii Yi+1 — À S;. 


La deuxième relation détermine %;,, à un multiple près de S;,;; 
mais cette circonstance, comme on voit, n’a pas d'influence sur be 
polynome qui doit remplacer B;,, et qui se calculera par la troisième 
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équivalence se changeant en celle-ci 

(Tir MAÉ le ÀS:) Bi = b;,25; (div. Sy). 
On en conclura 
(29 bts) bir9— Bira— Bin + LU Sie) 


et u sera un nouveau polynome arbitraire, du degré (ô +1). 

Ce sont donc les formules (29) et (29 bis) qui précisent le mode 
d’indétermination des polynomesS, $. En poursuivant, on a dans S;, 3 
et G:4s deux nouveaux polynomes arbitraires À,, ,. La formule qui 
donne les degrés successifs 4» (p. 324) montre que les diffé- 
rences (dj, — di,,) forment une progression arithmétique, ayant 2 
pour raison. De la sorte, Às, 1, ont les degrés Ô +2, 0 +3, et ainsi 
de suite. On introduit donc successivement des polynomes arbitraires 
ayant pour degrés les nombres successifs à, 041, 049, à +3, 
CE PL ee M 


16. Que l’on prenne un quelconque des couples ;, », b;,, en place 
de Sig», Di», le groupe des polynomes r;,, n’en est pas altéré. C’est 
ce qui résulte de la définition de ce groupe (6.). Mais, en outre, la 
correspondance entre 7; et r;,, n'est pas altérée non plus, comme on 
le voit par l’identité (19). 

De plus, l'opération B, faite sur r;,,, n’est pas altérée non plus. 
Le résultat est, en effet, r;AB, et ne diffère pas de r;BA (8). Or r:;B 
n'est pas changé, et nous venons de dire que l'opération À, faite sur 
an polynome d'indice &, n’est pas altérée. 

En conséquence, nous pouvons effectuer, sur un polynome #r;,1, 
un nombre quelconque de fois l'opération B sans nous préoccuper de 
celur des couples LR b;,, que nous adoptons. Il faut toutefois 
observer que cette opération est déterminée, quand le degré de r;,, 
le comporte, à un multiple près de S;,,. Si done nous faisons cette 
opération d’une manière entièrement déterminée en adoptant le 
couple pe b;,,, et aussi d’une manière déterminée en adoptant un 
autre couple Siyss Gi», les deux résultats peuvent différer, mais 
seulement par un multiple de S;,.. 

C’est précisément le cas où nous nous sommes placés en introdui- 
sant les symboles (S) et (S") (10 et FT). Suivant la définition du 
symbole (5'\, nous aurons 


(Sir) = Si (85) ais 
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et, d'après (29), 
(Sa) = (Sin) + (Sie). 


Effectuant lopération B aux deux membres, et remarquant qu'il a 
été convenu de la faire d’une manière déterminée sur les symboles (S) 
et (S°), j'aurai à compléter le résultat par un multiple de (S;,,). Ce 


sera donc 
She = (Se) +R Sin) (Sp) 


Nous pouvons aisément trouver le polynome y. Effectivement, 


d’après les n° 10 et EE, 


(or) = li+o, (Sir)! = Bi+s; (Si)! TETE Bi+i . (S:H1) Spore 


Donc, suivant (29 bts), y coïncide avec 1. Répétant de nouveau l’opé- 
ration B de la même manière, j'introduis un nouveau terme analogue 
à v(Sz). J'aurai ainsr une relation de la forme suivante : 


(Si) = (Si) HAS) + p(Si) + an(s 
D'après le n° 141, on a 
(Sin) = (Sus)a Firat Viva 


On à une expression analogue pour ($°.,)2; il est donc clair que 
le polynome à dépend de la manière dont on prolonge les deux suites 
par Ms, D: d'uné part, par 5,5, G;,: de l’autre. 

Faisons maintenant cette convention : les polynomes À, x restant 
quelconques, prenons les deux doubles suites LT pif, Le 
DR RCTUS br onde es neade telle-sorté/quelles.:e 
réduisent à coïncider dès que À et x seront nuls. Ceci,convenu, 4 sera 
identiquement nul avec À et u. De même on aura 


(apéer). (Sr) = (Sur PH (Sin)? + Si) 
re Uo( Spy )PT2 + A3 (Srpr)P T8 +, Res Mn CS sept). 


On voit que, d'après notre convention, tous ees polynomes A, 
qui dépendent non seulement de leur indice, mais encore du nombre p, 
sont tous nuls en même temps que het LL. 

17. Après ces détails, 1l nous est possible de procéder à une démons- 
tration bien nette de la proposition que nous avons en vue. 

Par hypothèse, nos données sont S5, Sr, Bo, 21, des polynomes 
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fixes, d'où se déduit une double suite S:, 82, 53, Ba, . ... Nous suppo- 
sons que S;,, est le premier des polynomes $ dont le a surpasse 
ou égale le degré du polynome précédent. L'indice z pourra d’ailleurs 
être zéro, et le raisonnement n’exclura pas le cas où le degré de S, 
surpasserait celui de S,, comme on va voir. 

J'imagine la double suite entièrement déterminée, et j'emploie pour 
les termes de cette suite les lettres gothiques à‘ partir de l'indice (1 +2), 
en sorte que ces termes sont 


DA 
D 05 L DIN D LS US SE UD VENTE ER CN 


[a [e] 
8), D 1; Ba, ONCE B;, Pi+l) Dit, bi+3, 


Pour rappeler cette convention, il convient d'employer les lettres 
cothiques dans les symboles (S'). Par hypothèse, l'égalité (25) a lieu 
entre les symboles dont il s’agit. Afin d’éviter une redite, je prendrai 


une égalité un peu plus générale, et je supposerai 
Go) (SM (SE RS Hu (56) + A (So) = 0: 


J'ajoute ainsi un terme qui est multiple de S. 

Considérons, ainsi que nous l'avons déjà fait au n° 14, le premier 
membre de l'équation (30) comme un polynome r,, et prenons son 
correspondant le plus général 7';. D'après les définitions des symboles 


employés, on a 


(He (OPEL Le (So) ES (HE, cs) (66) = (5), 
puis 
Syjri=o, : ($}?=0, rs  (S5)= 0; 
enfin 
CHERE 

în multipliant ces termes par les coefficients correspondants 1, H, 
H,,...,AÀ,et faisant la somme, on a l'expression d’un correspon- 
dant r;. Pour avoir le plus général, il nous faut ajouter une somme 


d < ® PLATE > dŸ 
de multiples des polynomes (M;){1, (8), ..., ($;). Ces mul- 


tiples, d’après (30), pourront être choisis de manière à rendre r; 


identiquement nul. J'ai donc, comme Conseil de (80), cette 

égalité 

(31) (S jp} —È H(S;)"- di NT ES H,($; je - fa us Ness He a 
+ (— 1) A(S:) + Ki(Si)i L+ K,o(S;)é Rte K;( 


qui coïncide avec (30) quand on suppose & — 0. C'est maintenant 


LUN ae +int AS LE Te à ee | CDR Ed NS RS : D she Nes tre 


CLASSIFICATION DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 341 


cette dernière (31) qui va servir de point de départ pour notre ana- 
lyse. 

Prenant de nouveau le correspondant r;,, du premier membre 
de (31) et déterminant le polynome qui s’introduit, de manière à 
avoir zéro pour résultat, j’obtiendrai | 


Cine TRE 14 H(S5,,)7- 2 + H,($5:, )#= SE ETES 
Here 8%) 1) A(S jt Ki (Gi )é 
ne K: (Bis 14H... + K:(S:41)! Ee Kerr CH) = 0: 


Jevais maintenant subsutuer à la suite S,; 51, .:., Su, Gi 
AS oOCCHO Autres or M Ont on Orr3-", dans laquelle 
existent les polynomes arbitraires À, 4, et dont tous les termes sont 
déterminés par la convention note au n° 16. 

On voit aisément que ce changement n’altère en aucune bon les 
symboles (G;5)f, pour lesquels on doit mettre seulement les nouvelles 
lettres S. Quant aux symboles ($'.,,)f, il sont modifiés conformément 


à la formule générale (29 ter). Le résultat a donc la forme suivante : 


(32) COS j)nEt te H ( SPP 0 Li ne 
CS PE er (Sir) 
+ À(Sir Et MOMENT) CSS) TEE 
CS) MT ES cn i(Sii) 
re (— Dan A ( Si Dé KA (Ss41) 
SES ADR ER RE RESTE 1) "0; 


Les coefficients c,, au nombre desquels on doit compter À 
et u— FA comme les deux premiers, sont des combinaisons double- 
ment linéaires des H et des quantités a. On voit ainsi que ces coeffi- 
cients €», fonctions entièrement déterminées des arbitraires de x, Le, 
s’'évanouissent avec À, 1. 

Nous opérons maintenant avec la suite S5, S,,..., Sie, Sig ce. 
Exécutons l'opération À sur le premier membre de lPéquation (32), 
et de manière à avoir zéro pour’résultat. Ceci donnera une relation 
telle que 

or et es Ed à FA LPO nee 
mens) Qu NX) (Sr) 
Fe C3( Ssge)/rirt a VOD EE Cmi(Orra Lie (= niv: A (Sire)ir2 
— Ki(Si42)r1 — Ks( Site) —...—K;1( Sira)t — K;,9(S:42) = 0. 

IL faut noter que, parmi les polynomes K, le dernier K;,, este 
seul qui dépende des arbitraires contenues dans À et u. 
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Je substitue maintenant à la double suite 5», Sw ..…, Sue, 
Dépso ot 0) Pine Ole Dire ni QUI ANSE DOUDIE SUMONRIRE 
en diffère, à partir de S;ys et Biys, d’une manière analogue à -celle 
dont différaient tout à l'heure les doubles suites à partir de S;ssetf;,e. | 
J'introduis de la sorte deux nouveaux polynomes arbitraires À, pu, 

et Je transforme la dernière relation en exprimant ses termes par les 
nouveaux symboles. 

Pour ne pas compliquer l'écriture, je garde les mêmes lettres S; le 
résultat aura cette forme 


(38): (Sapin ES ps (SEP LE Mn 5 (Site) 
— À (Sepi (pu + HA) (Sie PRE (a — 103) (Sie) É2 
+ (tu + Hu o)(Sire) TS 65 ( Sion 
+ t6(Sito) ir + + Qi Sig) + (— D 'A(S:42)72 
— RS RS 0 KO ire) Re (S 70) —0. 


Les coefficients €, se réduisent tous à zéro si À, 4, À,, 1, sont nuls. 
Continuons de même, en cherchant d’abord le correspondant r;, 3 
de l’expression (33), et l’égalant à zéro, puis, changeant la suite à 
Î À 72 5 des ©) Ï ) D 
parüur deS;,;, $:,, par l'introduction de deux polynomes À», mo, .... 
) 1) < T = : È 25 . . à L ÿ \ S _ 
Poursuivons ainsi Jusqu'à S;so4p; Piyoyp, en sorte que À», Up Soient 
les derniers polynonres introduits. On aperçoit immédiatement que 
PO: PSTE Î 
l'équation substituée à (33) a la forme suivante : 


C4) pe) TP (Sp 1) PI 
Gus Hs ( Sa) 1e m0 ture) m—i-p—2 ( D pal ) 
+ DPR (Sep PP + (ne (qu HA)(Sre pa JP 
TU ( S j+-p+1 Ma FE P} ( S + p+1 js Tr Es 


FE 7e 1)#+PF1 A ( Si p+1 )É+p+1 
+ (—1)PTKi(Si4 pas JP 
Ra (Sep PRE LE KO): 


Les caractères des coefficients sont les suivants : 

E ux= Àx+ Ux, la quantité U; ne dépendant que des arbitraires 
contenues dans À, ut, À, pi, ... jusqu'à Àx_vet uy_1. | 

RE Me x Vx, la quantité V; ne dépendant aussi que 
de à, DORE bg 4 Hu 

Les coefficients K,,K;,.... K;sontles mêmes que précédemment. 





.p 
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Hs ne dépendent pas de À, u, À,, 1, .….…. 


Ki ne dépend que de À,u; 


K;+3 » À, D, 1,  ; 
K;+s » À, or À 1; À; Hz ; 
: NE RE TO TO RO EPIAR A C PSURES F 
Ki+p+1 ; À, M À DAMES UNE Hp--1° 


Ces propriétés, reconnues précédemment pour p —0o et p—1, 
sont aisément généralisées, et 1l n’est pas besoin d’en faire la démons- 
tration. Je pousserai application de cette analyse jusqu’à 


P=Mm—i—). 


Il convient maintenant de réunir les termes des dernières lignes à 
ceux des précédentes, qui contiennent les mêmes symboles (S). Tout 
d’abord, dans le cas particulier & — 0, l'indice supérieur le plus élevé 
du symbole (S) est à la troisième, ligne (m+-p —1), aux ‘der- 
mères p—+1. L'hypothèse m—1 doit être exclue. Effectivement, 
l'égalité (30), dont nous sommes partis, se réduirait alors, à cause 
de la signification des symboles, à ceci 


B4 + HS, + AS — O0. 


Comme on va le voir dans -un-instant, cette relation rie que la 
suite des S peut être arrêtée à 91. 

Ce cas mis de côté, ce sera seulement pour m = 2 que le premier 
terme des dernières lignes se réunira avec le premier terme de la 
troisième. Pour :les autres valeurs de m, le premier terme des der- 
mères lignes se réunira au terme de rang (m—1)à parur du premier 
terme de la troisième ligne a et, généralement, le 
ge terme des dernières lignes se réunira au (q + m — 2)"°"° terme 
des précédentes. 

Soit, en prenuer lieu, g—+m un nombre impair 24a<+1, alors 
le (g+m—2)*"e terme en question est celui qui a pour coeffi- 
cient wy_,. Ge coefficient est, avons-nous dit, sauf le signe, de cette 


forme : 
At + U,-1, 


où U,_, ne dépend:que de À, p, ... jusqu’à 14 +, do. 
D'autre part, le g*% terme des dernières lignes :« pour eveffi- 
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cient K,_,. Comme & est supposé nul, ce coefficient ne dépend que 
HN US, vs Do 

Or, à étant nul, la plus grande valeur de p est (m— 2). La quan- 
tité g a pour maximum,p +2; sa plus grande valeur est donc mn. 
Ayantg£metq+m—2a+i,]endéduis qg —3 <a— 2.En consé- 
quence, le terme envisagé dans la dernière ligne peut être réuni au 
terme correspondant des lignes précédentes sans altérer ie caractère 
du coefficient de ce terme. 

Si, en second lieu, g + m est un nombre pair 2b, le (g + m — 2)" 
terme a pour coefficient #5_», dont la forme u3_2 + HAy_o+ Vo; et 
V5'ne dépendique de Nu; Me D Autres part IEEE 
terme de la dernière ligne a encore pour coefficient K,, ne dépendant 
que der A VUE LR OU AVANTAGE Tee Dee 20e 
conclus g<b et g — 3£b — 3. Donc encore le terme envisagé dans 
la dernière ligne de (34) peut être réuni au terme correspondant sans 
altérer le caractère du coefficient qui affecte ce dernier. 


Une simplification analogue a lieu de même dans le cas général où & 
n'est pas nul, Nous devons avoir soin de rappeler l'hypothèse faite au 
début : S;,, est le premier des polynomes S dont le degré surpasse 
celui du polynome précéuent. Conséquemment, on a d;,, — di; <o. 

Il a été prouvé (5, p. 324) que les différences d;,, — d; forment une 
progression arithmétique de raison 2. Donc d;,, — d;= d, — di + 25, 


et, par suite, 
21 LS do = dy. 


D'autre part, l’existence du terme A(S) dans l’équation (30) 
suppose le degré de (Se, qui est (d,+m), au moins égal à celui 


de ($,), qui est do. Ainsi 
Me Op —" di. 


Par conséquent, si le polynome À existe, on a nécessaire- 
ment m >> 24. 

Quand le polyÿnome À n'existe pas, l'analyse ci-dessus montre 
que K,, K:, ..., K; n’existent pas non plus, comme on le voit en 
passant de l’équation (30) à l’équauion (31). 

Le g""° terme des dernières lignes est K,_,(Si;p41)TPF274. Son 
correspondant dans les précédentes occupe le rang (m— 25— 2-44). 
Il existe toujours. Dans le cas, en effet, où existe le polynome A, 
m. est supérieur à 214, et (nm —21i—2<+q)est positif. 


RICE LAS, 1) CORAN ETES Een RP STE PET DA RE. 
o AUTEA ; 5 : HE 2 


LÉO 


CLASSIFICATION DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 345 


On doit seulement excepter le cas spécial m = 2141, g —=1,etje 
vais l’examiner tout à l’heure. 

Dans le cas où le polynome À n’existe pas, g est au moins (1 +2), 
et(m—21—2—+q) au moins (m-—{), qui est positif par hypo- 
thèse. 

Ceci reconnu, nous avons, pour la valeur extrême de p, m —i-— 0, 
Par conséquent, la plus grande valeur de q étant t+p—+o, on 
a q£m. 

Si g+m—2a+t1, le terme de rang (m—2i—2—+4q)a pour 
coefficient wy_;_1, dont la forme est À4_; 1 + Us_à1, U ne contenant 
que.lés arbitraires de X, u, ., Ào2ÿis, Ds 0 

D'ailleurs, K,_, ne contient que À, u, ..., À4_; 3, uy 5 +. Les con- 
ditions g + m—=2a+1,q£m donnent q £a, et, par suite, 


q—i—3< D 9 


Donc la réunion des deux termes ne saurait altérer le caractère du 
coefficient w. 

Si g+m—=24, le coefficient que l’on doit envisager est P5_ 
dont la forme est u3_j5_2+H5_; + V, et V ne es que de . 


Hi ec pers Hbcr-3: Lies Conditions g-+-m—2b;gqg=m;, donnent 
PAS M TT TE 


La conclusion est donc analogue. 

Il reste encore à examiner le cas que je signalais à l'instant, 
m—2it+1. Ce cas se fait remarquer ‘par cette particularité que le 
terme de rang g—1, c’est-à-dire le premier terme des dernières 
lignes, est seul de son espèce. Dans ce terme, en effet, le symbole (S) 
a l'indice supérieur ({+-p+1), tandis que le premier terme de 
la troisième ligne content le symbole (S) avec l'indice supé- 
rieur M +-p —1—1, nombre qui se réduit ici à({+p). 

Remarquons que les conditions dj —d, > oi et dj —d,£m 
donnent ici nécessairement d, — d,—= m—2i+1. Il en résulte 


+ 


En conséquence, le degré de $;,1, lequel surpasse d’une unité celui 
de S;,4, est précisément égal à celui de S;. Il est donc bien vrai, 
comme on l'a supposé, que S;,, ne comporte aucune indétermi- 





OS TA OR ET A. 2, STE ER 
d Ê 1d4 L 1e. 
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nation; mais le fait cesse d’être exact pour 8;,,. Ge n’est donc plus 
au couple S;3», Biys, mais bien au couple S;,4, $:4, que doit com- 
mencer l'application de notre analyse, avec cette modification toute- 
fois que le premier polynome À n’existera pas et que le premier poly- 
nome y sera du premier degré. Nous devons donc, pour ce cas, 
changer, dans la formule (34), 4 en (+1). Elle devient alors, si 
ange en même temps p en p +1, 





(34 bis) (Sieprr Ni He DAS He US Et) | 
Sn Les PA RS ip) TP se au rt p1 CS Apr 


4e CC 0 


Fab) EE EATS Le. je 
HO PES [Ki (Si p+1 JP. + Ko Sitp+ +P= EE 
av K;4p+1 ( Sr 10% 


Les coefficients w, # ont ici les mêmes caractères que dans la for- 
mule (34), et quant aux coefficients K, on voit que K;,, dépend dem, 
K:,, de u, À4, pu, ... Nous appliquerons la formule (34 bis} 
à p —1—1. 

Les termes des dernières lignes trouvent chacun leur corres- 
pondant dans ceux des lignes précédentes. Le ‘premier coefficient 
devient (—1)[n—+(—1)A]. Les suivants deviennent u,+K,, 
PE K>, ..., qui ont le même caractère que :4,, 4, ……, des poly- 
nomes K,, K:, ..., K; ne dépendent pas de p, À;, u,,.... Pour exa- 


miner ce qui concerne les autres, 1l suffit de porter l’attention sur le. 


dernier coefficient. 

Dans ce cas p — i-— 1, le dernier polynome K a l’imdice 254. Il ne 
dépend donc que des polynomes ut, À4, ui, ...…, À», Us. Quant 
aux autres termes, le dermer a le Dés e;, dont la forme 
est p; + Hi;-+ V, et Vine dlépend que dem, À, B,,..:, Au, ae 
Le caractère du coefficient r;ne sera pas altéré si l’on ajoute K2;. Il 
en sera a fortiori de même à l'égard des coefficients précédents. 


18. En résumé, nous avons tout d’abord, soit dans le cas où A 
n'existe pas, soit dans le cas où, À existant, m est au moins égal 


à 212, à apphquer la formule (34) en y fusionnant les termes de 


la CAS LL ligne avec ceux des précédentes, etfaisant p — mn —1—"2. 
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Ceci nous donne 


(35) (Sn) + (Sn) 
TN Ter lose à LE (Srn tr 
HU (Sr Ventes S Sp )2/2—2i 6 


ss ee 0 ns 


“284 me ee SA Dur 1 Sri) == "0 « 


Les coefficients u!, #" ont les mêmes caractères que ceux de même 
indice dans (34). J’ai étendu leur définition jusqu’à l’indice zéro. 
Effectivement, pour m — 2i—+2, les deux prenuers coefficients sont 
modifiés, et pour m—21+3 le second est modifié, non pas le 

. L1 Le L2 « C2 ! 1 4 L 
premier. Quoi qu'il en soit, le caractère des coefficients w , e, que je 
rappelle, est le suivant. On a 


ae Ur Tee Us: 
Que p} = Ur + H Àg + Vr, 


les deux polynomes U;, V; ne dépendant que de À, u, ..., EN Fan 
I est alors manifeste que l’on peut toujours, et d’une seule manière, 
déterminer, jt, Ài,t, .., Amis, Um_;_2 par des conditions 


ares Ne less pote 
LD, CHERE 1 U,—=®, Pia :0, 


! 25 Pæ. [ 7 fi ss 
Ha nos sers ROC Uyn-5-9 = 0, Pm-i-2z — 0. 


I existe donc une suite S, $ entièrement déterminée et unique, 
déduite des données 5,5, Si, B5, 81, pour laquelle on a 


(Se DPALCS LE )—o; 
c'est-à-dire, à cause de la signification des symboles, 
(36) By + HS O. 


En second ‘lieu, dans le cas mm — 211, la formule (34 bts), 
appliquée à,p —1— 1, nous donne de même, après fusion des termes 
et remplacement de 24 par (m1), 


(35 Ds) (SAR, nt Ms (OR-54) 77 
É US) 22 D Sont ) 278 


ci y (Sym PRE apte CS dE SE 


ur Lim —1( Sm1 A Es (0 -Pe (Sm—1) = O. . 
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Ici encore on a, pour uw}, et #,, la même forme que pour uy et vx. 
On pourra donc, et d’une seule manière, déterminer p, À4, puis -.., 


À 15 Un1 par les conditions 
Pre 


2 2 


11 1 1 4 1 es 
Po — 0; Uj —= O0; Pi, = 0, …. Un —1 = O, Vin —1—= O: 


2 2 





La conclusion est donc la même que précédemment. 
En troisième lieu, nous avons à envisager encore le cas singulier 
signalé plus haut (p. 343), celui où lPidentité initiale se réduit à 


Bi + HS, + tie O. 


Si À n’existe pas, cette relation est de la forme (36). Si À existe, 
il conviendra de modifier 8, conformément à l’équation (29 bis). On 
voit, en effet, qu’en prenant | 
bi = P1 + AS, 


la relation se réduit à b,+—HS,—o, rentrant encore dans la 
forme (36). 


19. J'ai substitué, dans l'analyse qui précède, l’équation (30) à 
l'équation (27), en y ajoutant un terme complémentaire. En voici 
la raison. : 

Le problème dont la solution résulte de cette analyse doit être 
envisagé de la sorte : 


Etant donnés S5, Si, Bo, 81, reconnaître qu'on en pourra tou- 
Jours déduire une double suite qui s'arrêtera à un polynome S 
rdentiquement nul; trouver le rang de ce polynome. 


Or 1l est naturel de résoudre ce problème sans construire une 
double suite S, $, et c’est dans ces termes que la solution m'est néces- 
saire. Dans ces conditions, les polynomes représentés par les sym- 
boles (5°) ne sont pas entièrement connus. Mais on peut les déter- 
miner tous successivement par la répétition de l'opération B, faite 
sur S,; et ils sont alors déterminés, sauf des multiples de S,. Suppo- 
sons donc cette opération faite d’une manière arbitraire, et désignons 
alors par S,, S;, S°,... les polynomes obtenus. L’équation (25) 
acquiert la forme 


(33) SRE TSH CHISN2 2 - Hi SAS 0 
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Nous pourrons dans chaque cas reconnaître les conditions d’exis- 
tence d’une telle identité. Mais, si la relation (35) nous traduit la 
relation (27), nous ne savons pas d'avance si inversement une rela- 
tion quelconque de la forme (37) peut être réduite à la forme (25). 
Au contraire, nous sommes assuré qu'elle pourra toujours revêtir la 
forme (30). Nous voyons maintenant a posteriori que la forme (25) 
peut toujours être obtenue comme conséquence de (30), puisque 
celle-ci amène la relation 8,+HS,;,— 0, et, par suite, Su, — 0. 
C’est d'ailleurs là un détail qui nous est indifférent. 

C’est donc sur la relation (35) qu’il convient de raisonner. Les 
polynomes S,, Si, S,,... sont connus ou, du moins, peuvent être 
calculés directement. Leurs degrés sont d,, di +1, di +2, ..…. Étant 
donnée une telle série de polynomes, quels qu'ils soient, on pourra 
toujours prolonger la série jusqu’à un rang m assez élevé pour qu'une 
relation telle que (35) trouve sa place. Geci est bien évident; car, 
sans compter même le polynome À; on a, au premier membre de (35), 
(m+i)(m+2)(m +3) 


6 
forme, par leur moyen, un polynome à deux variables, du 


degré (d; + m). On voit donc que, pour mn suffisamment grand, ce 
polynome sera tout à fait arbitraire, et pourra être rendu identique- 


des arbitraires au nombre de — 1, tandis qu’on 


ment nul. 
_ En conséquence, quelles que soient les données, il existera tou- 
jours des valeurs de m pour lesquelles aura lieu la relation (37). On 
pourra donc prolonger la suite de manière à amener la rela- 
uon 6 HS,; —0, et S, sera le dernier termé de cette suite. 

On a vu précédemment que toute suite S, 8 peut être inversée. 
Cette dernière conséquence s'applique donc tout aussi bien à la 
suite prolongée dans lé sens des indices négatifs. J'ai donc cette 


P roposition : 


De quatre polynomes Ss, Si, Bo, 8, satisfaisant aux conditions 
du n° 1 (p. 318), on peut toujours déduire une double suite S, f, 
prolongée dans l’un et l’autre sens, et s'arrétant de part et 
d'autre à des polynomes Sn, S_m'1, de telle sorte que Sms 
et S_m' sotent identiquement nuls. 

Du polynome S, déduisons, par la répétition de l’apération B, 
une suite de polynomes S\, S?,.... La condition nécessaire et suffi- 
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sante pour que l'arrêt puisse avoir lieuàS, s'exprime par l'identité 


(38) Sn + HS%-1 + HS? + HS = (div. Si) 


où H, H,,..., 4, , sort des polynomes entiers. 

Corrélativement, de S; a par læ répétition de: l'opé- 
ration B, des polynames S4, S°, ... La: condition nécessaire et 
suffisante pour que l’arrét puisse avoir lieu à S_m,1 5 oi dltine 
par l’identité 


Se —— KSFREE K; Si TH, + Ke So = = (div. S1); 


où K, K,,..., K»=, sont des polynomes entiers. 


20: Jusqu'à présent, il à été implicitement supposé que chaque 
double couple de polynomes consécutifs Sy, 8x, Sazr, Pass Se trouve 
toujours dans les ie analogues à celles que l’on a admises au 
début pour S5, G6, Su, fx. 

Je rappelle ces nv : les intersections des courbes S, et S, 
sont, les unes doubles, les autres simples, sans autre complication. 
pouvant provenir de la réumion de quelques-unes de ces intersec- 
üuons entre elles. | 

C’est sur cette hypothèse que nous avons fondé nos raisonnements. 
Il importe, à présent, de l’examiner. 

. Je dis que cette hypothèse est légitime dans les cas où, dès le début, 

les couples successifs S, $ présentent l’indétermination dont il vient 
d’être question. dans. ces derniers numéros. Reprenons, en effet, les 
formules (29) et (29 bis). Nous voyons que, si le polynome 5 
d'indice (i + 2) est susceptible d'une indétermination, on peut, après 
avoir choisi une déterminationS;,», 8:,2 du couple correspondant, en 
prendre une autre PR b;,,, conformément aux formules 


si î ET l'E 
Giro = Site + AS; bise — See ABi+: + & SEE 


Cela étant, si Pon suppose que les courbes, ne et, —0 
aient des points d’intersection multiples, quels que soientles polynomes 
arbitraires À, x, 1l en résultera que la même chose a lieu nécessare- 
ment pour les deux courbes S;,,—,.8;, — op, C'est ce qu’on voit 
en prenant infiniment grands les coefficients des polynomes à, 1. 


Si de même Sy, fyyus présentent une inmdétermination analogue, 
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la réunion de quelques-uns des points communs aux courbes S;,,— 0, 

Bis = 0 ne peut exister de quelque manière que soient choisies ces 
courbes, sans exister aussi pour S;— 0, f;— 0; et ainsi de suite. 

Cette réunion n’a pas lieu, par hypothèse, pour les premiers 
couples 55, Bo et 54, 4. Donc, dans le cas supposé où l’indétermi- 
nation commence au couple S:, fs, la réunion ne peut avoir lieu 
pour aucun rang, si, du moins, on laisse subsister partout lindéter- 
mination. 

Dans ces conditions, toute Fanalyse de ce chapitre peut être 
appliquée. Les diverses propositions établies, dans lesquelles les 
intersections des courbes ne jouent plus aucun rôle, auront lieu, 
quels que soient les polynomes arbitraires X, 4, À1, pu, .... Elles 
ont donc lieu encore quand on choisit ces polynomes, notamment 
quand on les choisit de manière à limiter la double suite S, 8. 


91. C’est en examinant les conséquences de l'identité 


y» mA HS,, 0 


par laquelle la suite des S s’arrête à S,,, que nous allons être ramenés 
aux courbes gauches, objet de ce mémoire. 

Envisageons les deux derniers couples S_,,B»_1, Sn Om. D'après 
la proposition du n° 2 (p. 32r), on y retrouve les propriétés 
analogues à celles qu’on a admises pour les deux couples du début, 
Notamment, la relation analogue à (1) se trouve vérifiée dans les 
points de double intersection des courbes S,_,—=0o et S,—0;, 
SAVOIT 

tes OV dy 0x LE AD: 12 OR er 
Mas lidentué 5» HS,,—o entraine Pévanouissement du second 
déterminant en chacun des points considérés, qui sont des points de 
double intersection pour les deux courbes S,_, = 0, S»—0. On a 
done, en chacun de ses points, désignés au début de ce chapitre par 
la notation (h»_w), 


A1 08 EL OB 1 OS yn 8 
dx dy SLA RUTE 





Cette relation peut avoir lieu de deux manières différentes : ou 


ETS 08, ; 
bien —* et —" sont nuls, et le point est double sur la courbe S,, — 0; 
dx dy Ô P 


‘2 
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ou bien le point est simple sur cette courbe, et la courbe B,_, —0 y 
est tangente à la précédente. Or recourons à l'identité (16) (p. 325), 
qui sert à établir la correspondance entre les polynomes 7, corres- 
pondance qui subsiste 1c1, comme je viens de le montrer au n° 20. 
Mettons dans l'identité (16), pour l’indice #, le nombre (m —1). Sail 


arrivait que les trois courbes Se 0, OA 0 D OMC USeCnt] 


un contact commun en un des points (h»_,), on obtiendrait liden- 
tité (16) en prenant un polynome 7,» _, ne s’évanouissant pas en 
ce point particulier, et s’évanouissant seulement en les autres 
points (.»_1). On pourrait donc adjoimdre au groupe (7»h_1) 
un nouveau polynome, lequel aurait ses correspondants 7m; 
l'm3s ++. lo, Venant, à leur tour, s’adjoindre aux groupes (rh »), 
(lm_3), +, (ro). Gette conclusion est impossible. Donc : 


L'identité $n+ HS, = o entraine cetle conséquence, que les 
points de double intersection des courbes Sn. et Sn sont des points 
I 
doubles de la courbe Sh— 0. 


Ceci étant, le polynome S,,_, s’'évanouit en chacun de ces points 
doubles; le polynome 6, est d’un degré supérieur d’une unité à 
celui de S»_, et s’évanouit en chacun des points communs aux 
courbes Sy = 0, Sm_1—= 0. Ce sont là les conditions qui doivent être 
satisfaites par les éléments servant à représenter une courbe gauche. 
Donc : 

Bt 


Les équations Sy = 0, z = — représentent une courbe gauche 


VIe 


du degré dr: 


La même propriété a heu pour les polynomes qui limitent la 


suite S, $ dans l’autre sens. On a, de la sorte, deux courbes gauches 


dont les éléments représentatifs sont liés par lPenchaînement de la 
double suite (S, $); et je rappellerai cette haison en disant que ces 
deux courbes sont adjointes l’une à l’autre. 


22. Il importe cependant à la rigueur de notre analyse de faire 
l'observation suivante. C’est seulement dans le cas supposé au n° 20 
que cette conclusion est jusqu'à présent légitime; la supposition a 
consisté en ce que l’indétermination des couples 5, 8 s'offre dès le 
début. Or cette indétermination s'offre, en effet, dès le début, sous la 
condition d,2d,— 2, dans le sens des indices positifs; sous la condi- 
tion d,2d;— 2, dans l’autre sens. C’est ce qui résulte de l'expression 
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du degré de S:, savoir ds —24d,—d5+2(p. 324). L'une, au moins, de 
ces conditions est toujours salisfute, et les conséquences précé- 
dentes s'appliquent toujours, au moins dans un sens. Pour qu’elles 
s'appliquent dans les deux sens, 1l faut et il suffit que d, et d, dif- 
fèrent de deux unités au plus. Dans les autres cas, et en supposant, 
pour fixer les idées, d, < d,, nous ne sommes pas, jusqu’à présent, 
fondés à urer les conclusions précédentes pour la double suite pre- 
longée dans le sens positif. Ces conclusions n’ont lieu que sous deux 
hypothèses; les voici : 1° la double suite S, 8 peut être effectivement 
prolongée suivant les règles posées aux n°% 2 et 3; 2° la correspon- 
dance entre les polyÿnomes r a lieu, pour tous les indices, conformé- 
ment aux équations (15) et (16). 

Mais, sous ces hypothèses bien précises, les conclusions ont lieu 
effectivement. Tout d’abord, dans le cas où s'applique l'analyse 
du n° 17, cas où la double suite présente, à partir d’un certain rang, 
une indétermination, on parvient à l'identité 6, HS, —=0o. De 
cette identité, sous le bénéfice de la seconde hypothèse et par le 

raisonnement même qui vient d'être PUNS on conclut comme 
tout à l'heure, au n° 21. \ 

Dans le cas où la double suite s’arrête d'elle-même dans la période 
des degrés décroissants, l'analyse du n° 17 ne s'applique pas. Get 
arrêt se présente parce qu'un polynome S»41 est identiquement nul. 
Sous le bénéfice de la seconde hypothèse, nous pouvons consi- 
dérer S»3, comme appartenant au groupe (r,); c’est la notion intro- 
duite précédemment (11, p. 352). Son correspondant général 7» 4 
a la forme 5, + HS,,, où H est un polynome arbitraire du premier 
degré. Puisque S,,,, est nul, il existera un polynome H donnant lieu 
à l'identité $,, + HS, — 0. La conclusion se tirera ensuite comme 
au n°21. | 

. Dans les cas que j'aurai à considérer, les deux hypothèses sont 
légitimes, et c’est ce qu’on va voir immédiatement. 


23. Soit une courbe gauche représentée par les équations = ®. 





il Xp RES, - 7 < 
*. Parmi l'infinité de couples (w,, w,) susceptibles de repré- 
Lo | | : 
senter la même courbe, J'en choisis un dans lequel w, ait au moëns 
le degré (d — 2), d étant le degré de ©. C’est ce qui peut toujours 
Q > 0 
être fait, et d’une infinité de manières. Je prends maintenant les trois 


9, dans cet ordre. Je complète 


polynomes ©, wo, u, pour So, Si, | 
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ensuite le premier couple par B$= — KS,, où K est un polynome 
du premier degré arbitraire. 

Ce double couple S,5, 55, 51, B, n’est pas absolument dans les condi- 
tions fixées au n° 1. La différence consiste en ce que les points de 
double intersection des courbes S,, S,, au lieu d’être des contacts, 
sont des points doubles de Sy. Par là, et à cause de B,—— KS, 
(analogue à 8, + HS,—o), la condition (1) est satisfaite dans 
chacun des points (h,), qui sont les points doubles de S,. 

On peut poser les identités (2), (3), (4) exactement comme dans 
le cas général. Les circonstances particulières qui s'offrent consistent 
en ce que y,, s évanouit aux points (h,) et que lon a r = K8£,. 
Quoi qu'il en soit, S, et 8, se déterminent comme dans le cas général, 
et le double couple S,6,, 5 3, qui n'offre plus aucune particularité, 
peut servir de point de départ à la double suite (S, 8 ).. 

Or, d’après l'hypothèse, j'ai d,2 d$-— 2. C’est donc ici le cas où, 
suivant le n° 29, la proposition du n° 21 s'applique. 

Donc, en prenant pour le degré de uw, un nombre au moins égal 
à (dy —2), nous déduisons des éléments ©, w,, uw, une double 
suite (5, 8) satisfaisant à toutes les conditions requises. 

Soient maintenant (uw, u,), (u;, uÿ), (w,, u5), .… divers couples 
équivalents au couple (u,, uw) pour la représentation de la même 
courbe, et de degré moindre que (dÿ— 2). Nous pouvons prendre 


u= vu, +w'u + UT +..., 


11 


Up = D'UG HD UG EL US +... 


où &w”, W', w, .… Seront des polynomes arbitraires ayant des degrés 
assez élevés pour donner à w, le degré (dÿ— 2). Les deux hypo- 
thèses du n° 22 se trouvent légitimes quand on prend pour point de 
départ ©, w9, w,, Comme je viens de le dire, 'et cela quels que soient 


11! 


les polynomes arbitraires w', w”, w”, .... Ces hypothèses consistent 
en l’existence d'identités. Ces identités, ayant lieu quels que soient w', 
©’, &7, .., ont lieu néeessairement quand on prend pour point de 
départ vo; 4, u,;, ou o;u,, 4, 

Donc, dans le cas où l’on prend pour point de départ S;,S;, 8 
les polynomes qui servent à représenter une courbe gauche sans 
[e] 
pi 


QU »roposition du n° 21 s appli 
Sd proposition du n s'applique 


point singulier Syo= 0, 23— 


toujours. 





Are 
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) : ; : 
En d’autres termes, pour chaque représentation d’une courbe 


3 te 
nauche sous La forme Sç—=0, 7? — 2. cette courbe a une adjointe 
L 





24. Cette haison entre une courbe et son adjointe s'offre iei à un 
point de vue algébrique, comme résultant d'opérations compliquées ; 
et cependant elle se rattache directement et d’une manière très simple 
À l’un des éléments géométriques les plus importants qui soient propres 
à caractériser les courbes. 

în premier lieu, envisageons le ‘cas tout spécial où la suite 5 s'arrête 
à S,. Ge cas est caractérisé par l'identité 6, + HS,— 0, dans laquelle H 
est un polynome du premier degré. La courbe gauche est alors dans 
le plan 3 + H — 0. Ainsi, la suite S s’arrêtant à S,, la courbe est sur 
une surface du premier degré. 

En second lieu, supposons la suite arrêtée à S2. Ge cas est carac- 
térisé par lidenuté $, + HS, = 0. 51 l’on $e reporte au chapitre ÎT, 
on reconnaît dans S, et 5, les polynomes qui, dans ce chapitre Il, avaient 
été désignés par @,, et a». L a été prouvé en cet endroit que liden- 
uté dont il s’agit exprime que la courbe est sur une éurface du second : 
degré. Ainsi, la suite S s’arrêtant à S,, la courbe est sur une surface 
du second degré. 

Ce sont là deux cas particuhers de cette proposition générale : 


Quand la suite S, déduite des éléments 55, S,, 5, qui repré- 


d 


sentent une courbe gauche Sÿ= 0, 3 — S * s'arrête à Sn, la courbe 
1 


gauche est sur une surface du degré m. 


Pour démontrer cette proposition, recourons à la notion des 
polynomes équivalents et contigus, introduite au chapitre L (p.291). 
Envisageons pour la courbe gauche un mode de représentation par 
deux polynomes quelconques &,5), u,,,, formant un système équivalent 
à 54, 81, et prenons le contigu u,5,. Ges propositions sont exprimées 
par les relations 


= SR pute) (div. So): 


Je place entre parenthèses l’indice de ces polyÿnomes #, pour éviter 
la confusion de cette suite w5,, &1), WU), ..., formée de polynomes 


à 


RS TE NE RSR ER NT TRES DO GS RS AN SR ENS ie NA EE 
EU AE nn Fra ts 3 ARRETE A NE PE 1 paul HS FAR 


Mes 


ra 
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contigus avec la-suite que l’on déduirait, par l'opération À, du 
polynome w,. L'opération nouvelle GC, qui conduit de uy, à u,x41, 
s'applique à tout polynome w,7, qui S'évanouit en tous les points (h). 
Le polynome &, appartient ainsi au groupe (74), et w,x:,, appartient 
à ce même oroupe. De plus, u,x,,, a un degré supérieur d’une unité 
à celui de w,. Cette opération C a donc une grande analogie avec 
l'opération B (8, p. 328), qui présente aussi ces deux caractères. 

Je vais maintenant montrer comment se relient ces deux opéra- 
tions B, C. 

Cette dernière G est définie seulement pour le double couple initial 
595 Pos D1 84 relativement auquel a lieu l'identité 6, + KS, — 0. 

On pourrait sans inconvénient supposer K — 0, ce qui simplifierait 
un peu; mais on ne pourrait pas alors appliquer le raisonnement à la 
courbe adjointe. Aussi laissé-je K quelconque. 

Les équations (15) et (16) transcrites en mettant 

A ct Ds = — KSo, 
deviennent ? 
ro Bi = 190 + Lo81, 


= KroDo=- 7 Ste 000 


La dernière nous”donne 


&= Kr, (div: Si). 


Quant à la première, nous pouvons l'écrire 


8 t PE 
S- = Fe (div. Ss). 


Celle-ci montre que (45, r,) est un système équivalent à (6,,S,) pour 
la représentation de la courbe gauche. 

Au lieu de r,, mettons w,0,; alors #, sera w,,,. D’autre part, en 
faisant l'opération B, nous avons par définition 


NS 


ul, = to+ Lo = uu) + Kw, (div. Si). 


Ainsi est trouvé le lien entre les deux opérations B et C. Sous forme 
d'égalité, j’écrirai 

(59) ul, = us + Kuüis, + GS. 

Le polynome G ne peut être précisé; il dépend de la manière dont on 
fait l'opération B, comme l’indique l’équivalence g, = Kr,. Il est 
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permis de prendre G = 0, ce qui d’ailleurs n’introduit aucune modi- 
fication au résultat final. 

Faisant une fois de plus l'opération B aux deux membres de (39), 

et observant que l’on a 
| (ua)= (ut), 
j'obtiens 
US) = Up, + 2K ui + Kius+ GS + GiS:, 

G, étant un polynome que, dans son degré, on peut prendre arbitrai- 
rement comme G, et supposer nul si l’on veut. Enfin, d’une manière 
générale, 
m(m — 


LP 
K? U(yn—2) 
2 


ue) por in) nt K U(m—1) 7 





MN —1)(Mm—=2)., 
ne OR K 
2E3 
ie G SORA) Gi S (2) + Go SSL, . PE GE SE 


Puma tr... mK tue Ku, 


Prenons, en particulier, pour w,, le polynome S, lui-même, et 
nous avons alors cette formule 


ss 


(40) Un + MmKU 1) + 


m(m—i1),, ; 
ee US de Rae 


—= S (7) — GS 1) — G:; SRE, ee Gr Ne 


En prenant successivement dans (40) m—0, 1, 2, ..., nous 
voyons qu’un quelconque des deux systèmes de polynomes s'exprime 
linéairement par l’autre, en la forme 


un = SU) PSU-N + PiSim-D LE + Pin, 
Sr) = Un) + Q Uim-1) FT Qiuen-o) DO me QnA U(0)- 


Par conséquent, les deux formes d’identités ci-après 


van) D on el EP ER — H, DU en EC ES Len: ma He: S: — 0 (div. So ); 


Un) + J Un —1) += J, Uyn—-9) on mi OC . + Le — 1 U0) == O (div. So) 


sont entièrement équivalentes. Or la première exprime (p. 390) que 
la suite S s'arrête à S, ; la seconde (p. 291) que la courbe est sur une 
surface du degré ». La proposition est donc prouvée, et l'on peut 
même dire que les deux propriétés consistant l’une en ce que la 
suite S s'arrête à Sn, l’autre en ce que la courbe initiale soit située 
sur une surface du degré m, sont entièrement équivalentes. 
Arrêtons maintenant la suite à S,,, et considérons l'adjoint: 
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& Be 5 % ’ ? A x 2 : 

EN É e La suite S inversée s'arrête à 5S,, et, comme la 
7 —1 


distance de S,, à S, ne diffère pas de la distance qui sépare S, et Sm, 
nous concluons ainsi : : 


p} 
By 


s — sl, elle aussi, située sur une 
In 1 


Phadionte Sao 


surface du degré m. 


25. Considérons une courbe effectivement située sur une surface 
de degré mm; et soient. =0, 2 — £ les équations de la courbe. 
Prenons la suite S qui s'arrête à S. 

Désignons par U,, la surface du degré m, par la considération de 
laquelle Ia suite se trouve ainsi limitée, et envisageons toute autre 
surface V passant par la même courbe gauche. Si le degré de V égale 
où surpasse m2, on peut, au moyen de l'équation U,,— o, rabaisser, 
dans l'équation de V, les exposants de 3 au-dessous de 27. Par consé- 
quent, on peut, dans tous les cas, prendre l'équation de V sous la 
forme 
Vos 1 Vigne HN os + Vy= 0. 


Suivant un résultat du numéro précédent, la propriété de la courbe 
consistant en ce qu'elle se trouve sur cette surface s'exprime par une 
identité telle que 


(4 1) VitSs jUn-1) ie Wicss J(n—2) — fs 
x Wm2(S50 )! ST Wet) = 6 Vo (S5) — O0 


dans laquelle les W sont composés linéairement avec les V, et V' est 
un nouveau polynome. 

Opérons maintenant, comme nous l’avons déjà fait tant de fois, en 
égalant à zéro le correspondant r,,_, du premier membre de (41), et 
‘1l viendra : 


(42) VECS nr)01—1) ar W? ( SA JUNE =?) D PO COUR Wire (Si ie 
nr Wie (Syn-1) au > SUR Vo( Sons ) AUS 


Deux identités telles que (41) et (42) ont, de la sorte, chacune leur 
correspondante dans l’autre forme. Cette identité (42) exprime, à 


dat 


x est située sur une 
D 





son tour, que la courbe adjointe S,, = 0, 3 — 


surface dont l'équation a la forme 


ja ES INR 71 , or 
Y 21 fe \° 4 SUN RES \ m—2 æ 0 mi = 0. 
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l 


Désignons cette surface par V'. Cherchons la relation entre les 
degrés 4, x’ de deux-surfaces correspondantes V, V’. 

Le polynome V, à pour degré 1 — m1, et le polynome V, 
u— m1. D'autre part, (S, (7-1 et (So) ont respectivement pour 
degrés les nombres d,-+ m — 1 et d,. Donc, d’après (41), 


u+d=n—m+i+ di 
d’où je tre 


(43) - n+u= di — di — m+t. 


! sont ensemble minima. Ainsi : à chaque 


D'après (43), u et u 
surface de degré minimum passant par une courbe correspond 
une surface de degré minimum passant par toute courbe adjointe. 
La surface du degré m, qui établit la liaison entre la courbe et son 


adjointe, est naturellement exclue. 


26. Un cas intéressant à noter est celui où la suite S se termine 
par une simple constante. L'adjointe cesse d'exister, mais les formules 
subsistent toujours, pourvu qu'on y fasse din = 0: La formule (43) 
donne, pour le minimum de u, correspondant à Ses 


‘ u = do di — m +1. 


D’après l'expression de d» (p. 324) et la condition dy — 0, on VOIL 
que d doit être divisible par m, et justement égal à um. Le nombre d, 
prend cette forme 


d=mr p—m+i=(m—s)(u —1), 





et nous pouvons ainsi résumer ces résultats : 


Quand la suite des polynomes S se terminée par une constante, 
la courbe initiale est l'intersection complète de deux surfaces. 
En second lieu, ayant égard à la signification géométrique du 


23 


nombre d,, j'ajoute : 


Une courbe de degré mu, pour laquelle les cordes issues d’un 
point arbitraire sont situées sur un cône de degré(m —1) (u—1), 
est l'intersection complète de deux surfaces ayant m et u pou 
degrés, sauf au cas où elle serait située sur une surface de degré 
moindre que le plus petit des nombres m, u. 
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Cette proposition est, en quelque sorte, la réciproque de la pro- 
position classique : les cordes issues d’un point de l'espace et 
appartenant à la courbe tntersection complète de deux sur- 
faces, ayant m et à pour degrés, sont situées sur un cône de 
LEP I'E (IN EN) (REA 

On voit de plus ici que ce degré du cône est un minimum. Car, 
si l’on pouvait prendre d, moindre que (m-—1)(uù —1), la suite S 
s’arrêterait à un rang moindre que le plus petit des nombres », 4, et 
la courbe serait sur une surface de degré moindre, ce qui est contre 
la supposition. 


27. La formule (43) est susceptible d’une interprétation remar- 
quable. J’en tre 


mu— do= ma'+(m—i)d;— md; — m(m —:1). 
Ce qui, d'après (11) (p. 324), peut être écrit 
mu—dy= mp'— dy. 


Appelons C et C la courbe et son adjointe, U et U les surfaces du 
degré m sur lesquelles ces deux courbes sont respectivement situées, 
et V, V' deux surfaces correspondantes ayant les degrés Les, Lies ECE 
intersections de U, V et de LU’, V’ sont'respectivement complétées 
par deux courbes G,, GC. La dernière relation exprime que G, et © 
sont d’un même degré. 

D’après le mode de génération de la suite S, les points de simple 
intersection de deux courbes consécutives S;, S;:, sont toujours les 
mêmes (p.319); ce sont ces points qui ont été désignés par (P) 
au:n° 1. De là un moyen très simple de compter le nombre ' des 
points doubles apparents de la courbe adjointe. Ce nombre sera lié 
à celui des points doubles apparents A de la courbe proposée, par la 
relation 

din der 29h =" di de 2h. 


D’après l'équation (11) et en tenant compte de la relation (43), on 
pourra transformer la dernière égalité en celle-ci : 


2(h—h)=(m—i)[(mp—-2d)(u —-1)—(mu—2d»)(u—1)|, 


de laquelle les quantités n, x' disparaissent si l’on fait les substitu- 
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uons. Or, d’après une formule bien connue, les deux nombres 


(m—i1)(u—1)(mu— 24) ae 





3 
2 


(im—i1)(mw—1)(mua —2d,h) 


2 


LE 





ou RARE ceux des points doubles apparents des deux courbes 
C, et C;. J'ai donc, en résumé, ces résultats : 


= Nb net 


S y1—1 
sur les surfaces correspondantes du Dore m qui les contiennent 





Détareourbes doutes 0 z CLS; 023 — ont, 


respectivement, des courbes complémentaires correspondantes, de 
telle sorte que deux complémentaires correspondantes ont un 
méme degré et un même nombre de points doubles apparents. 


En prenant pour point de départ les polynomes qui représentent 
une courbe propre, sans point singulier, il peut se faire que l’on 
parvienne à une adjointe ayant des points singuliers ou qui soit une 
courbe impropre. Mais, dans tous les cas, la théorie actuelle fait 
voir que les éléments représentant cette adjointe jouissent toujours 
des propriétés cénérales SU OEE aux doubles suites S, 5. C'est 
ainsi qu'il faut entendre ce que j'ait dit au chapitre L (p. 301): 
les courbes à points singuliers qui s’introduisent 1ei s’offrent 
d’elles-mêmes comme des cas particuliers de courbes sans points 
singuliers. 


28. Dans une théorie aussi abstraite, 1l est indispensable d'effectuer 
les calculs sur des exemples. C’est ce que je vais faire en prenant un 
exemple d’une certaine généralité, ct susceptible d’une foule d’appli- 
cations particulières (t). 

Pour point de départ, je prendrai une ligne composée de courbes 
planes, en nombre indéterminé #, et situées dans des plans différents. 
Ces courbes planes seront respectivement représentées par les équa- 


tions 
SDS. D; =; D; = 0, ET, D;= 0, 


“Ame Seite Ai PS5: ET DE meet Pire 








1) C’est ici la continuation du calcul fait dans l'appendic® du chapitre IL. 
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Les polynomes D ne contiennent que deux coordonnées +, y; 
P,, Ps, ..., P; sont des trinomes du premier degré en x, y. 

Par 0,, 0, ..., 04 je désignerai des polynomes entiers arbitraires 
en æ, y, qui pourront être réduits à de simples constantes; et, pour 
abréger l'écriture, je poserai ‘ 


is 
….) PE 


2 o 0 
Ca — = ? 2 — L] 
ù - D. à 


= 
19 


Il est visible que chacune des courbes planes vérifie l'équation 


01 is 2 Ps +. DAS 2} AL 
AE ee ER RER en re 
oi + 02 +. . FES 0x 
de la sorte Je peux prendre pour les polynomes qui servent de point 
de départ : 
Di D, D. . .Dz. 


S1—= Soit pa+... + px), 
31 = So(p1 Pi + 02Po+...+ el) 


avec fs — 0. En employant un signe de sommation E pour abréger et 
indiquer ainsi qu'on devra prendre, pour en faire la somme, tous les 
termes analogues, je trouve aisément, d’après les formules (2), (3) 
et (4) (p. 319 et 320), les résultats suivants : 


Ss = 562 

Fa = — SoEp1p2(Pi— P2}P (Pi + Poe), 

Ye 290201 0e ( Pi =P,)2( Ps; P297, 

Sg—= — Sg20102p3( Pi Pa) (Pr Ps} Pa Pi }r 

ms = : SoZpi0e(Pi— Po)? Pi Po, pr 

Br So 201 P293( Pi — P2)2(P2— P3}? CR — P,} (P: + P:+ P3), 

NÉE er So 221 02 03 (Pi — Fee P3}? (P3— P:} (Pi + Pa+ P3)?, 

Da So Zi 02 p30,(Pi— P2)2(P; — P3)2(Pi—P,)(Pa—P3)2(Po—P,)(P;—P,)?, 
T3 = So 201 09 03 Pa — Pa} (Pa P3} (Pa PP (Pi Poe PaPs+ Pal), 


CIS sel em 0 n'a tisne ete se. ls seen le ei 0 Lorie VE e a'afepielsiine ea à ele is eu, ete eo est, ve ele els sis .s 


La loi de ces termes successifs se manifeste rapidement. Le qu o- 


uent Re: a le signe — ou Îc signe + suivant que, divisé par 4, 
0 
m donne pour reste 2,3 ou 0,1. Le type des termes qui le composent 


03-..0m par le produit du carré des différences 


est le produit de o,: 


te Dies 


CLASSIFICATION DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 363 


£ aie te = qu'en ce que le terme type contient, 
0 So 


en ‘outre, le facteur (P,+P,;+...+P,). 
Ya 
=. So 
(P;+...+ P,) au carré. 
Les lois suivant lesquelles se forment les polynomes successifs r} se 








Le quotient 





Le quotient admet. en outre, dans son terme type, ce facteur 
: ; YP£6; 


trouvent facilement aussi. 
En désignant par Q,, Q:,..., Q4 des polynomes entiers, on pourra 


poser | 
av So (1 Qi + AGE en ok Qx) A So 291 Qi. 


On en conclut aisément d’abord 


Pres Dead Pt O1 æ 00 0 Où, CFA PO SE O1P7 Q, 
puis 
r'; = — S4Z01 02(P1 — Pa) (Q1 — Qù), 
l; — — Sy20102(Pi— P2)(Q1— Q2)(Pi+ Po), 


£ 1 er So 201 oe(P1 — Fe 2 ) (Q1 Ps — QG P 29: 
Pour écrire abréviativement les polynomes suivants, posons 
Q: Q> sus Qi 
PÉscpses Pis 
NT A RE 
LORS PHP me 1 > DEN , 


P Jit P’: P UD 
1 » ... 





é Î+1 
PARA te 

et nous aurons 

lo = — SoË(Pi—Po)(Pi— P3)(Po—P3)[Q1 PS PS Joipaps, 2 

b=— SoE(PiP2)(Pi— Pa) (Pa Ps) [Q: PS PSlpip2ps( Pi Po Ps), 


eat So 2 (Pi RE P>) (Pr — P3)(P: — Ps) [Q1 P35 PSlo: 05 03; 


DEEE; So>(P1— P:). APS PATYQLPS Pre PAPrer] Piper Or 
li = Le Speo CT Fi P;z1) , 

X< [ Qi RCE PE PER? Toit tee prit lirePs ee Ve PES 
Li meisoà(Pi- la). (P;—P ia) Qu PS PE A PE Pi lprpae: : DFers 
OÙ +1 pour == 0,3 (mod.4)ete; = —1 pour i=1,2 (mod.4). 


D’après l'expression de rf, on doit obtenir (4 + 25) en remplaçant, 
ADN CN 0 ban CROP QE, Pi," Ce 


résultat se vérifie aisément par les expressions précédentes. 
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Si l’on suppose Q, = Q:—=:..— Q%=1, alors r, coïncide avec 5}; 
et par suite rf, 2),..: avec S\!, S®),:... Par une vérification directe 


on peut reconnaître ainsi que la rélation 


SUN + HSUr-D + H,S-D +. EH 0o (div. Si) 


exprime que la ligne initiale est sur une surface du degré m. Nous 
avons, en effet, 
SF —= So 21 pe 


La dernière équivalence peut donc s’écrire ainsi 


Si So1( PRE HP EL H,, 2 PE) 0 (div 00). 


Comme Sy—= D,D;...D;, et 0, — —; où 0, est un polynome 


entier, on en déduit, pour tous les indices 1, 2, .:., X, l’équivalence 
RAA —- H p# ei +, . + H,5-3 P;+ H2 = O (dive D; ), 


qui exprime effecuvement que la courbe plane D;—o, 3 = P; est 
située sur la surface 


gi + H g'n—1 a . | 115582 —— HAE = 0, 


29. Pour donner un exemple de la modification des poly- 
nomes (p. 346), je vais considérer le cas où la ligne gauche initiale 
est située sur une surface du troisième degré, et arrêter la suite S 
à S3 convenablement modifié. Je présente le calcul sous forme synthé- 
tique, pour abréger. 

Considérons les quantités dont les expressions sont ci-dessus, 
Toy Th, 13 Los Sos Das Ba) T2. Elles donnent lieu à l'identité suivante. 


qui sé vérifie aisément : 





(A} 2 S0 + loT2- PB is — O. 


Pour Q,, Q:, ..., Q4% je prends maintenant les polynomes sui- 


Vants : 
Q; = Pÿ-+ AP? A'P, + A É 
Q2= Pi+ APS+ A'P, + A”, 


(B) 
0e PH APE ESA ND EPRATS 


où À, A, A” sont des polynomes entiers, De la sorte, le déterminant 





fe 4 
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type qui figure dans {, prend la forme suivante : 


CQPEPST=[PIPE PS] + A[PIPSPS] 


/ = (Pi—P:)(Pi— P3)(Po— P3)(Pi+P:+ P3+ A), 
- et il reste i, 


Si maintenant la ligne gauche initiale est située sur la surface du 
troisième degré 
33+ À 32+ A3 + A"— 0, 


alors Q,,Q:,..., Qxsont respectivement divisibles par D,, D, …., Dy; 
ainsi | 


Grece QtesD;, …..) Ok=rcrDr, 


OÙ Cys Cas +. Cx Sont des polynomes entiers. Par conséquent, en 





posant 
ro , à 
R5 ER por Qiert > 0rer, 
0 
0 
RD NE SO eh cp 
STE RE | PRES Es LR dE) 
- R!2) — a P2= 56 P2? 
l'AC —= 291 QiPi= Eb,c; PF, 
0 


on a pour R;,, R{° et R°? trois polynomes entiers, et l'identité (A) se 
change en celle-ci : 


(CT 83+ AS3 + RoTo + R0B;— RS: — O. 


En vue de simplifier le calcul, je prendrai un cas particulier, et je ES © 
supposerai R;— 0. 

Si l’on fait alors 
er G3 = S3— REPS;, 
aie (1) @ RC (2) 

: b3 = 63 + RiP 2 + (ARS — R)S2, $ 
l'identité (C) se réduit à 

Lbz = AS; = 0. 


É.. Ainsi, dans l'hypothèse où la ligne gauche envisagée est situce 
. sur la surface du troisième degré 354 A 324 A°z + A"— 60, elle 
5 ) 
a pour adjointe la courbe définie par les équations 


2 D 2 LS ae Te > 
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R\! étant le polynome suivant : 


PSN PT AP AA 
RD = S 8 Pi M 


Cette solution suppose, d’ailleurs, qu’on ait identiquement 


DS ï »'2 43 !P ce So 
HR RENE EE 2 
Hire 


- 


Cette courbe adjointe est, elle aussi, sur une surface du troisième 
degré, dont je vais calculer l'équation. 

En premier lieu, pour former un système de polynomes contigus 
équivalents, relatifs à cette adjointe, j'envisage les deux équiva- 
lences (3) et (4) en y changeant les indices; je transcris ici ces 
équivalences ainsi modifiées 

— To fo = P1S3 (div. S2), 


(Ti+ ya) Po = LS: (div. Ss). 
Les ajoutant j'obtiens, en écrivant le résultat sous forme d'égalité, 
(E) < VaBr= B3S1+ PB1S3 + QS2. 


i 


Dans le cas actuel, cette identité donne immédiatement l’éxpression 


de Q, qui sera : ù 
Q = — So 24 pa( Pr — Pa} (Pi + PI}. 


Je prends aussi l'identité (2) en y changeant les indices, et je l’écris 
AS = 193 + 2 S>. 


fl 
Fenant compte de (D), je transforme cette dernière en 


. 
“ 


D Fi Si, Pr RO) à 


et aussi l'identité (E) en celle-ci : 


(G) (re+ RS) b3Si+ Pi + Se[O + RO Bi + (RP) — ARSN)S, |]. 





Puisque b;= — A$;, on a, d’après (F\et(G), 
Pa Yerr Ro Ss SO RP CR ARS TS: CS S 
+ Bs V2 RÇOS, PSE 


“ æ 


Voici donc un système de polynomes contigus équivalents : 


Uy = Sa, Ur) = fo; us = V2 RP S4, 
‘ H x ) ‘ ! { 
uy = Q +R Bi+(RF) —AR,N)S,. À 


“ 
Vs 
4 


a A7 ne he NOT ARR RÉ UEE i c # 
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/ 


Nous devons chercher entre ces polynomes une identité ayant la 


forme 
Us, + Bu, + B'un, + B'uo = 0, 


el existant sous la condition supposée R;— 0. À cet effet, je vais 
prouver l’existence d’une identité telle’que 


(H) U3) + Bu, me B'u, + B° Uo = Ro = O, 


qui devra avoir lieu littéralement, et dans laquelle U sera un polynome 
convenablement choisi. 
Rappelons les expressions des diverses quantités figurant ICI : 


Ro= Ep Qu, Rif = Ep PQ Rÿ/= Soi PTQ:, 
D S5 221, Bi So 201 P1; 
Sa = — So pi po(P1— P,}?; B—=—So2pio (Pi Po}? (P1+ P2), 
Y2=— SoZp192(Pi1— P2) (Pi P,)2. 
Je prendrai | 


UE SSP TA B) El EE] = (A Jr 2 Y1- 


De cette manière, le premier membre de (H), qui est du second 
déerépem oc 0 manquera des termes en 5/;-0,,7,4..0/1 


Effectivement, formons le terme en 0°. 
Le terme en o° a : 


Dans u,,...,.. le coefficient : SS(PfQi+PFQ; —AP;:Q:) 

Dans Buy... » SBP:0: 

Dans B'u.... » 0. 

Dans B'u,...…. » 0 r 
Dans Ro U..... » SoP1Qi[(A—B)—2P;] : 
Dans ir) ) 0 


Déterminons maintenant B, B', B” de telle sorte que les rectangles 
manquent aussi, et l'identité (H) aura lieu. Dans (H} prenons d’abord 


/ 


les termes suivants : 
Q + By, + B'f2+ B'S;. 


Le terme en o, DS à qui en provient, a pour coefficient 
C=— So(Pi— P,P[(Pi+ P:+ B(Pi+ Pa) + B'(P;+ P;)+ B7T. 
Les autres termes de (H) sont 


RD [B+(B—A)Si] + RS: + RCA — B)B1—2yi], 





£ y 2 j M S 
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dans lesquels le coefficient de 0, 02 est 


CS Pas Pa) (OUPS aie De AS OS RS RER 





Remplacons ici Q, et Q, par leurs expressions (B); alors C se 
transforme en 
GL= SofPi— Pay) (Pa Pi) POP Pi Pa EPS) SA PIP, 
2 [CBEZ ASE AMP PSY AURA Ar 





Ari 
À j- 


Sous cette forme, il est visible que l'on aura G+C—=o si lon 


prend 
A MIRE MEN NE" PACA 


Ainsi la courbe adjointe est située sur la surface du troistème 
degré È 
2A 32+ (A+ A2)3 + AA'— A’— oo. 


Le calcul des surfaces correspondantes pour les deux courbes 
adjointes s'effectue d’une manière analogue; pour abréger, jen donne 
simplement le résultat. 


Soit Az dre N—0oûL équation d’une autre HiéFaue passant par 
Ja ligne initiale. 


Posons 
n = nPrÆp'P; 0 
CEA AE = AA | D, , 
ape Vo p aPi+anP;+ a 
1 IN î ‘ D; , 
R (2) — EN Par rue aP$+n P, 0 
SaMDi TE ed ’ 


ces quantités sont des polynomes entiers, d’après l'hypothèse. 
La courbe adjointe est située sur la surface correspondante 


Ro8 (A Ro RE))z — (ARIANE MD) — 0: 
A, À, R; sont les mêmes polynomes que précédemment. 
30. Voici un exemple d’une autre nature. Je pr ends pour point de 


départ 


So 1, Bo = 0, Dia Pi = &», 


désignant par @,, «; des polynomes arbitraires de degré y, y +1. De 


même, par 3, 4, ... je désignerai des polynomes arbitraires de 


ER) PATTES ER D 
pe Ce PE en a ad à Le 
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degrés y + 2, y +3, .... On trouve aisément 





S2= 4j — 443, Br= A2a3— aa, 

Y2 = 4ÿ— di45, 

T2 = AA, — Ai, 

S3= 4i—2@a3a, + da? + a;S), Bs= a$a;— a ai — a;f$+ a5S2, 


‘) 


RL ai En ri] 
F3 = AG(Ai A, — A3) — A Ai + AÿA; + AA, A3 — AyAŸ, 


— a; ai — 2 A2 Ar As + a? A3 — A9, 


= 


Se ai (ai — da 43) +2a|a;(aia;,— dx A3) = a,(ai— a>4a;)] 
— Aai+(ai+2aa,)ai — a az3a; + ai + a5S3, 
B, = aida, — a,a3) + a;(24a;ai — aa — aza?) 


+ 43(ai ds — 24a34,43+ aŸ) — a1$B3+ as S3, 


L'étude de la formation de ces polynomes se prêterait à bien des 
remarques curieuses dont je ne parlerai pas ici. 

On peut arrêter cette suite au rang que l’on voudra. 

Pour l’arrêter à S:, 1l faudra faire $2 — db, S2; on aura alors 


ax = biar2+ bai, 


b, et b, étant des polynomes arbitraires du premier et du second 
degré. On obtient ainsi 


S> = ai — bia;a:+ biai; 


3 . “ 2 3 > | . à 
lestéquauons S=0, : — + représentent l'intersection complète de 
Î 


Œd: 7 
la surface 3 — avec une surface du second degré. 
il 


Pour arrêter la suite à S,, on fera 3 — b,S;, ce qui donne les 
conditions suivantes : 


ay = CoQi + C3 Qi, As — Cod dy, + C3, bi = Coa, 
la Courbe o0s— Ë est l'intersection complète d’une surface du 
2 


troisième degré et d’une autre ayant pour degré le nombre (v +2), 
el ainsi de suite. 

En changeant le rang d'arrêt et le nombre y, on obtiendra de la 
sorte toutes les courbes qui sont des intersections complètes. L'opé- 
ration est donc, au fond, ici la même que celle d'éliminer une variable 
entre deux équations algébriques. 


LE 
sd 
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> à ar ii der! ae 0 A ei.) Un OP. À PO, PORC LL Er S L- vel 
PRREPINAR Er Mere 2 RTE END OS RE ROLE MES CODE Ce AR STE 

% L à o ;. Ar x + d' EL d Ce 
% En VA po, ti 5 LPe al UE ee 
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31. Ce dernier exemple doit éveiller Fattention sur un point impor- 
tant de cette théorie. On vient de voir que l'arrêt de la suite à S; peut 
être obtenu en laissant subsister dans la courbe adjointe des arbi- 
traires, tandis que le procédé employé précédemment (n° 17, 18) 
n’en laisse subsister-aucune. Sur ce point, deux observations trouvent 
ic1 leur place. | 

En premier lieu, si l’on se rapporté à l'identité (35) (p. 343), on 
remarquera qu'on peut réduire son premier membre aux deux pre- 
miers termes sans être obligé, pour ce but, de réduire séparément 
à zéro chacun des coefficients des autres termes. Il suffit de réduire 
à zéro la somme de tous ces termes, ce qui exige généralement un 
moindre” nombre de conditions (voir n° 17, chap. Ï, p. 292). Le 
procédé que J'ai choisi présente seulement cet avantage de ne laisser 
planer aucun doute sur la possibilité effecuve de là réduction. 

En second lieu, si la courbe imiiale est située sur une surface du 
degré m, renfermant des arbitraires, l'équation (35) dépend aussi de 
ces arbitraires qui doivent, en conséquence, subsister dans les équa- 
tions de la courbe adjointe. | 

Sur ce point spécial il convient de s'arrêter un instant. La courbe 
initiale étant, je suppose, située Sur une infinité de surfaces du 
degré m, le premier membre de l’équation-de la surface dépend 
linéairement de quelques constantes w, ©, &w”, ... tout à fait arbi- 
traires. Îl est visible que, de mème, le premier membre de (35) 
dépend linéairement de ces mêmes constantes. Suivons, pour effectuer 
la réduction, la méthode développée au n° 18 : on voit que le premier 
polynome inconnu À dépend linéairement de ces constantes, que en 
dépend sous une forme quadratique. Et, généralement, on voit que 
les polynomes successifs S, 8, contiennent w, w', w", ..., de telle 
sorte que ces polynomes sont. des fonctions entières et homogènes 


d ! 1 
e w, uw, O , .... 


32. Soit une courbe gauche quelconque C de degré d, dont je 
considère une représéntai0n 950,3: — e Je continue à employer 
les notations précédentes, en sorte que d, n'est autre que d, et d, est 
le degré de S,. Je suppose la courbe située sur une infinité de surfaces 
du degré m, et j'admets d’ailleurs qu’on ait 


(44)° dy — di < m, : 





PS PNR OR AN SET TA, en D MORE EE "a Lt + TIR TE 
, *. NP EE ECES dE ds LR LE Yi. J AR be LE à LA 
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condition à laquelle il est toujours possible de satisfaire par le choix 
de d,. | 

En vertu de l'hypothèse, la suite des S ne peut s'arrêter dans la 
période des degrés décroissants, sans quoi la courbe ne serait située 
que sur une seule surface du degré m. J'arrête la suite à S»: Le 
degré d, est donné par la formule (11). Je pose 


HD di — à, 
et } obuens pr 
dn= do+ m(m—È—:). 


Cedesrér dr: d'après l'hypothèse (44), est au moins égal à d,. La 
courbe adjointe Fest sur une surface de degré ». D'après la propo- 
sition du n° 27, on voit immédiatement qu'elle est sur une infinité de 
surfaces du degré (277 — à — 1). 

La courbe C élant située sur une infinité de surfaces du degré m, 
et étant censée donnée, on voit que la courbe F contient des arbi- 
traires, ainsi que je viens de l'expliquer, Est-il possible de profiter 
de ces arbitraires pour réduire F de telle sorte que, tout en étant de 
degré plus élevé, cette courbe puisse cependant servir utilement à 
définir C? 

On né le pourra pas, en général. Toute tentative, à cet égard, dont 
le but serait de fournir un moyen pour définir successivement toutes 
les courbes gauches les unes par les autres, est destinée d'avance 
à échouer. Chaque nouvel expédient qu'on imaginera pourra bien 
servir à définir quelques courbes nouvelles; 1l cessera d’être bientôt 
applicable quand on voudra poursuivre au delà des limites que le 
sujet même impose. C’est ainsi que, par quelques ætifices, je donnerai 
plus loin la définition de toutes les courbes jusqu’au treizième degré 
inclusivément, sans recourir aux méthodes qui seraient vraiment 
propres pour ce suJeL. 

Quant à ces méthodes elles-mêmes, je n’en peux donner 1c1 qu'un 
aperçu, car elles m’éloigneraient trop du but que je poursuis. Au 
chapitre V on verra que sur les surfaces d’un degré donné appa- 
raissent comme fondamentales des courbes dont le genre est linnté 
par le degré de la surface. Ges courbes étant connues, toutes les autres 
s’en déduisent. Mais on ne peut échapper à la nécessité de rechercher 
directement la définition de ces courbes fondamentales: Foutefois, et. 
c'est là ce qu'il importe le plus de remarquer, la recherche de ces 
courbes sera facilitée par ce fait, qu’en disposant arbitrairement du 


LA 
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nombre d, on peut placer les courbes adjointes sur les surfaces 
spéciales du degré envisagé. C’est ainsi que, dans le chapitre IV, je 
. ferai voir comment, pour les surfaces du troisième degré, la recherche 
est reportée sur la surface gauche de ce degré. En général, 1l sera 
toujours possible de définir les courbes sur les surfaces unicursales, 
el de passer ensuite, sans troubler la généralité, à des courbes tracées 
sur des surfaces quelconques (!). 


33. Je place ici deux propositions très simples, qui me seront utiles 
au chapitre VI. Elles n’ont aucun rapport avec le sujet que je viens 
de traiter. Je crois superflu de donner la démonstration de la première, 
qui se déduit de principes très connus. 

Soient trois courbes (a), (b), (c) ayant respectivement pour 
degrés a, bd, c, et pour nombres de leurs points doubles appa- 
rents:2; 6, y; 

Se rencontrant ainsi : (a) et (b) en C points; (b) et (c) en À 
points; (c)et (a) en B points; 

Et composant l'intersection complète de deux surfaces, de degré 
mi et mn. 

Si l’on pose 

(m—1)(m'—1) > 
2) 


on a les relations 





C=z+$—-y;y+ab—(a+b—c)u, 
AÂA=$+y—a+bc—(b+c—a)u, 
B=yYy+a—-8B+ca—(c+a—bjy. 
De là on ture ces conséquences « 
RS SA Re EL ad qi 


y=2+$—-C+ab—(a+b—c)u, 


qui donnent À et y quand on connaît #, 6, C. 


34. La seconde proposition sert à déterminer le nombre des arbi- 
traires figurant dans la définition d’un très grand nombre de eourbes ; 
son application sera fréquente au dernier chapitre. La vorci : 

Soient deux courbes (a), (b) ayant respectivement pour degrés 
aet b,et formant l'intersection complète de deux surfaces ayant 
pour degrés met m (m2£m). 








— 


(1) Voir plus loin, chapitre V, n° 15. 
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St les genres p et q de ces deux courbes sont respectivement 
inférieurs à Le et ie » et que la définition de la courbe (a) 
comporte 4a arbitraires, alors la définition de la courbe (b) 
comporte 4b arbitraires. 

De la formule qui lie les nombres de points doubles apparents des 
deux courbes, on déduit, entre leurs genres p, q, la relation 


2(p—qg)=(a—b)(m+m—4). 


J'écris, au lieu de cette dernière, celle-ci qui en diffère seulement 
dans la forme 


(45) 4a—(ma+i—-p)—(ma+i—p) 
+(mb+i-q)-(mb+i-g)—=126. 


Suivant l’hypothèse, une surface de degré m menée par (b) content 
encore (p. 299) des arbitraires au nombre 


kK= V(m)— mb—2+g; 


et de même une surface de degré m', menée par (b), contient encore 
des arbitraires, au nombre 


£'= V(m') — m'b—2—4q. 


Les propriétés supposées permettent de définir la courbe (4) de 
cette manière : 

On prend la courbe (a), ce qui amène des arbitraires au nombre 4 &; 
on fait passer par cette courbe une surface du degré m, qu’on peut 
particulariser sans changer la courbe finale (b), en lui imposant de 
passer par À points à volonté. Cette surface a donc seulement 
dm) —1— arbitraires, ou (mb+i—q). La condition de passer 
par (a) équivaut d’ailleurs à (ma +1 p) conditions. Le nombre 
des arbitraires qui restent est donc 


(mb+i—-q)—(ma+i—p). 


On fait passer par (a) une surface du degré m2, qui, par suite des 
mêmes raisons, amène des arbitraires au nombre 


CRD GMA Et D). 


D'après la formule (45), on a, au total, des arbitraires dont le 
nombre est 40. 
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Courbestracées sur les surfaces du troisième degré.— Sur la surface gauche. — Surfaccs 


passant par ces courbes. — Nombre de leurs arbitraires. 


1. J'ai montré, au chapitre IF, que toute courbe gauche, du 
, . de + 
degré d, pour laquelle le nombre n est.moindre que £(d—53),.se 
(æ d 


trouve nécessairement sur une surface du second degré. L'analyse 
qui m'a conduit à ce résultat est un cas particulier de celle que j'ai 
développée au chapitre IT. Revenons, un instant, sur ce cas paru- 
culier. | ù 

Prenant le minimum x pour le degré du dénominateur de 3, je forme 
‘une suite S, dans laquelle les degrés successifs sont | 


AUTRE ARE TN d,= 2n — d +, d;j=3n—24+6, 


d,=4n—3d+12, d;= 5n — 4 d + 920, 


à , AR #. Ro , LÉ 
On voit que d; n’est positif que sous la condition #2 <(d— 3). Si 
q Ï q L 3 
3 | 


donc 2 est moindre que cette limite, la suite s'arrête à S:, et la courbe 
est située sur une surface du second degré. C’est ce que nous apprend 
la proposition générale du chapitre HE (p. 355); c'est aussi Ce que Jai 
établi à part, dans le chapitre IT. 

Faisons le même raisonnement sur d,, et concluons ainsi : 


Toute courbe, de degré d, non située sur une surface du second 


9 
r . LE 
degré, et pour laquelle le nombre n est moindre que =(d— 4), 
ï 


est située sur une surface du troisième degré. 


2. Examinons d’abord les courbes qu'il est possible d’obtenir avec 
les moindres valeurs de », et, à cet effet, distinguons trois cas suivant 
les caractères de divisibilité de d par le nombre 3. 

1 deSdiin—=o(d 1)" On a di; =o cest iciun cardeua 
proposition du chapitre I, n° 26 (p. 359). La courbe est l’inter- 
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section. complète d’une surface du troisième degré et d'une 
surface du degré d'. On a 


k=3d'(d'—= 71). 


2 d—3d' +1; n—2d —1. Pour ce cas, d3—1. L'adjointe est 
une ligne droite. Pour cette adjointe, le nombre des points doubles 
apparents est zéro. Il n’y a, par suite, qu’une valeur de À compatible 
avec les hypothèses. On retrouve aisément cette valeur de 2, comme 
il suit. On a (p. 366) 

| dod— 2h = d,d;— 2%, 
donc ici > 
2h =(3d'+1)(2d—1)—(d'— 51) =2d'(3d — 1). 


Le nombre h est donc d'(3d'— 1). La ligne droite, qui est ici 
l’adjointe, se complète sur une surface du troisième degré par une 
conique. C'est donc aussi le cas pour la courbe initiale. 

Donc la courbe est l’intersection d’une surface du troisième 
degré et d’une surface de degré (d'+1) se coupant, en outre, 
suivant une conique. 

3° d—3d'—1; n—24d —2; d;— 2. L'adjointe peut présenter 
deux cas : elle se compose d’une conique, c’est-à-dire que le nombre 
de ses points doubles apparents est zéro. On a alors 


h—(3d'—2)(d'—:1). 


L’adjointe se complète par une ligne droite; il en est de même de la 
courbe proposée. 

Dans le second cas, l’adjointe se compose de deux droites, } surpasse 
d’une unité le nombre précédent. L’'adjointe se complète par une 
courbe du quatrième degré. Ainsi : 

Deux courbes distinctes de degré (3d'—1) répondent au 
nombre n—=2d — 5. La première, pour laquelle on à 


h=(3d'— 2)(d'—1), 


est l’intersection d’une surface du troisième degré et d’une 
Li r f ’ ’ . 
surface de degré d', complétée par une droite; la seconde, pour 
laquelle on a 
h=(3d'—2)(d'—1) +1, 


est l'intersection d'une surface du troisième degré et d’une 
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4 
surface de degré(d'+ 1), complétée par une courbe du quatrième 
degré unicursale. 


3. Pour être en mesure d'examiner les courbes qui répondent aux 
autres valeurs du nombre n, il nous faut trouver, d’une manière 
précise, le minimum de À qui correspond à ». 

Au chapitre I (n° 14), nous avons déjà obtenu une limite de ce 
minimum, donnée par la formule (16); et, dans le chapitre If, nous 
avons reconnu (p. 314) que cette limite est précise dans le cas où la 
courbe est située sur une surface du second degré. Quand ce cas 
particulier n’a pas lieu, la formule en question n’est plus précise. 
C’est ce dont on va se rendre compte immédiatement. 

Considérons, avec la suite S,, S,, S>, S3, une suite de polynomes 
correspondants T6, li, T2, Suivant la définition du chapitre Il 
(n° 6, p. 325). J'ai fait observer (p. 334) que les degrés de ces 
polynomes s’enchaïnent ainsi : r, étant du degré (d,+e), r, est du 
degré (ds + e — 1), r du degré (d34-e — 2). Le polynome 7, est un 
quelconque de ceux qui peuvent servir de dénominateur à z, puisque, 
par définition, c’est un quelconque des polynomes qui s’évanouissent 
en tous les points (h,). Si donc d, est égal au minimum », il est 
impossible que < soit moindre que zéro. Il n'existe donc aucun 
polynome r, de degré moindre que (d,—1). C'est justement en 
écrivant cette condition que nous avons trouvé l’inégalité du chapitre I. 
Mais, si maintenant la suite continue jusqu’à a nous pouvons CONSI- 
dérer lo, et dire 


Si d, est égal au minimum n, il est impossible de mener par 
es points doubles de la projection de l’adjointe S;—=o une 
courbe de degré moindre que (ds; — 2). 


Pour que cette condition soit remplie, il faut que le nombre h' des 
points doubles apparents de cette adjointe soit au moins 


(ds aa) (M3 2) 
2 
Donc : 

Une courbe, tracée sur une surface du troisième degré, a pour 
adjointe de degré minimum une courbe unicursale, ou une courbe 
impropre ayant un nombre de points doubles apparents supérieur 
à celui qui appartient aux courbes untcursales. 
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D'après la relation entre À et h', savoir 


dod;\—2h — d:d3— 2h, 


d’après les expressions de d,, d:, d3, et la condition imposée à 4, 
j'ai maintenant l'inégalité 


n(n +1) 
2 


.1) fe +(d—n—°2}), 

qui donne pour chaque valeur de nr une limite supérieure à celle qui 
était fournie par la formule du chapitre T. Il ne faut pas l'oublier, la 
formule (1) n’est valable que si la courbe n’est pas sur une surface 
du second degré. Elle n’exige pas d’ailleurs que la courbe soit sur 
une surface du troisième degré, comme le raisonnement employé le 
.ait bien voir. 

Je désignerai dans ce qui va suivre par o (7) la limite (1) 


n(n +1) De DD 


(2) Cr) 

Le minimum de (x), pour des valeurs entières de #, à justement 

lieu quand » a les valeurs considérées au n° 2, au cas du moins où d 
ÉTGE à D ES ' 

n’est pas divisible par 3. Au cas où d est divisible par 3, d = 34, la 

formule (1) ne peut pas être appliquée pour » — 2(d' — 1). Le rai- 





sonnement ci-dessus est effectivement en défaut pour d; = 0. Prenons 
la valeur suivante de n ; c’est elle aussi qui donne le minimum de s(n). 


Ce minimum est 
e 3d'(d'—1)+1, 


supérieur d’une unité au nombre À trouvé au n° 2 pour le cas 


f==19 AT: 


I est donc établi que les valeurs de h, trouvées au n° 2, sont 
les plus petites possibles. Ces trois valeurs peuvent être comprises 
dans une seule formule arithmétique, en sorte que l’on a celte propo- 
sition : 


72 Re ; . F5 
Toute courbe gauche, de degré d, sans point singulier, dont 
le nombre des points doubles apparents est moindre que l'entier 


GA in 
3 


contenu dans » est située sur une surface du second 


degré. 
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4. La question la plus intéressante est celle-ci : En rapprochant 
la dernière proposition des résultats du chapitre IT (n°6, p. 315), 





F ; x ; AsSTIe 
on a ce résultat : parmi les entiers compris entre L( ) 


2 
je [— ee 
aux nombres des points doubles apparents de courbes du degré d. 


Des lacunes de même nature existent-elles encore après la 
PER à LOS d' 0 S 
limite 2 }r 

Cette question se résout par la négative. Je vais, en effet, mon- 


» quelques-uns seulement peuvent être égaux 


trer dans ce chapitre qu'à tout nombre k compris entre 


Re + Mt, 


correspond une famille de courbes sur les surfaces du troisième 
(d—2)(d—1) 


degré. Depuis la limite | 
Fe 2 


Jusqu'à une autre limite 


que l’on trouvera au chapitre suivant, ces familles constituent des 
types généraux. Au delà, elles peuvent ne plus être que des cas 
particuliers. 

Remarquons d'abord les deux égalités suivantes : 


s(n+i)—o(n) =3n—2d+6—= dd, 
Pa(ds NE EATER TS 


— d3—1, 
2 2 


et concluons que, si l’on veut assigner successivement à les valeurs 


s(n), s(n)+Hi1, S(n)+2,  ..., o(n +1) —1, 


les valeurs correspondantes pour le nombre k' des points doubles de 
l’adjointe sont 
(d3—1)(d3— 2) Ca dEs) Re 
PRE a LS su NS RE D he 


? 


2 5) 
(M ER er Ce 
2 2 


Le dernier de ces nombres correspond à une courbe dégénérée en 
des lignes droites. Aucun de ces nombres ne paraît &« priort impos- 
sible. En ayant recours à la surface gauche du troisième degré, on 
reconnaît la possibilité d'obtenir sur cette surface au moins une 


partie des lignes composées, présentant ces nombres de points doubles 
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apparents. Je ne veux pas insister sur ce point, qui exigerait des 
détails dont nous allons nous passer; mais Je ferai remarquer que les 


calculs effectués à la fin du chapitre HE (n° 29) nous donnent expli- 


citement les équations de la plupart des courbes tracées sur les 
surfaces du troisième degré, comme il suit : 


1° En supposant que les lignes D; —o, 3 — P; (les notations sont 
ici celles de la page 361) soient des lignes droites ne se rencontrant 
pas, faisant varier le nombre Æ de ces droites, et aussi le degré des 
polynomes Ü, on a, par le caleul du n° 29, les équations de toutes les 
courbes du degré d, tracées sur les surfaces du troisième degré, et 
ayant des points doubles apparents au nombre 4 = s(n +1) —1, le 
3)et(d— 2). On 


remarquera que la surface, sur laquelle sont placées les droites, est 





nombre » étant arbitrairement choisi entre = (d 
J 


gauche, mais que la surface correspondante, sur laquelle est placée la 


courbe, ne l’est pas, comme on le. verra aisément par la formule de 
la page 368, qui donne l’équation de cette surface. | 

2% Prenant encore pour les lignes D; —0, z — P; des lignes droites 
sur une surface gauche du troisième degré, je pourrai supposer 
que (Æ — k') de ces droites partent de divers points de la directrice 


! ACTE à AE ; ; : 
double, et que les Æ autres (4 = 5h) partent de * points, pris 


parmi les précédents. En faisant varier k’ dans les limites 0, = k, et 
opérant de même que je viens de l’expliquer à l'égard de Æ et du 
degré des 0, on aura d’autres séries de-courbes, explicitement repré- 
sentées. É 

3° Prenant pour les lignes D; = o, : — P; des coniques ne se ren- 
contrant pas (et l’on peut en avoir un nombre quelconque sur une 
surface ordinaire du troisième degré), ou encore des coniques ne se 
rencontrant pas et quelques lignes droites, on obtiendra la représen- 
tation effective des courbes de degré d, ayant des points doubles appa- 
rents en nombre marqué par les formules suivantes : 


2 


(eE 


h=s(an') rnmur] 
h=cs(2n+1)+3n — d+ | 
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le nombre n, qui est 2n° ou 2n°+ 1, pouvant être choisi arbitraire- 


ment dans les limites =. (d—3)et(d— 2). 

La considération des lignes décomposées rend ainsi, & priori, très 
vraisemblable la proposition énoncée; mais une discussion, appro- 
fondie serait nécessaire pour que l’on eût de cette manière une 
démonstration complète. Pour éviter cette discussion, je vais 
employer un autre moyen, en ayant recours, d’une manière spéciale, 


à la surface gauche du troisième degré. 


5. our la surface gauche du troisième degré, considérons une 


courbe C du degré d, sans point singulier. va nous être facile de 
reconnaître que le nombre À des points doubles apparents de C 
n’est pas un entier quelconque compris entre les limites ci-dessus 
désignées. 

Soit À Ja droite, directrice double de la surface; soit B la droite, 
directrice simple. 

Je désigne par À le nombre des points où C rencontre une géné- 
ratrice reculigne G quelconque; par a le nombre des points où C 
rencontre À; par b le nombre des points où GC rencontre B. On à 


manifestement 
d'A D) 0, ass. b 


Toute corde issue d’un point de À est nécessairement sur la surface. 
La droite À, elle-même, rencontrant C en a points, compte pour une 
corde multiple. De là ce résultat : 


a(a—1) 


he + À(À — 1), 


>. 
ce que J'écris ainsi 
TL) ED 


5 


(3) h ere 


Le nombre À peut acquérir toutes les valeurs entières depuis 0 


4 x if . . . . . 
Jusqu'à sd. La formule (3) donne ainsi pour À la suite discontinue 


d(d—1) (d—1)(d—2) (d—2)(d—3) 
CR TE RE ME ES AT D 
2 ;. 2 


, . 


(d—3)(d—4) : 
; | 


À chacune de ces valeurs de À répond effectivement une courbe. 
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Par analogie avec la méthode employée par M. Chasles pour définir 
les courbes tracées sur les hyperboloïdes, je vais donner ici l'équa- 
tion générale des courbes actuelles sur la surface gauche du troi- 
fente degré. Je glisse d’ailleurs rapidement sur ce sujet, tout à fait 
Re Ê 


6. Soient 


Ty, Las L3, &, les coordonnées homogènes dans l’espace ; 

Li = Li —=0 la droite double A : 

Tir = oda droitesimple D: 

LT + lolo tl3las+ tt, —=0 un plan t de comparaison, le plan 
de l'infini si l’on veut. 


” 


Par #, 8 je désigne les points de rencontre d’une génératrice G 
avec À et B respectivement: 
ar œ, 9, les rencontres respectives de : av plan £; 
P Hole t espect le À, B avec le plan t; 
ar 7 les sommets du tétraèdre de référence, respective- 
Be TER EEE ELNAI ts du tétraèdre de référence, respective 
MÉTIE OPPOSÉS AUX PlANS 10, La 0, D — 0, da — 0: 
Je définis chaque génératrice G par les deux rapports anharmo- 


niques 
Ta 2 eV 
IV PATTES 


BI BI] 
LEE 


l'A: 





n = 





La surface est définie par une relation entre &, n de cette forme : 


É M2 Mn M" 


te 
En — = ; An 
Nr+N'n + N° DIE 


où M,..., N’ sont des constantes. 

Je définis maintenant un point arbitraire g sur G, en considérant 
sur celte génératrice G les points 4, 6, etle point 2, où elle rencontre 
le plan 4, et envisageant le rapport anharmonique 


nr 








De cette manière, n et constituent des coordonnées sur la surface 
et correspondent uniformément aux points de cette surface. Toute 
courbe sur la surface sera bien définie par une relation entre n et €: 
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mas, si l’on prend cette relation sous une forme arbitraire, on définira 
sénéralement une courbe présentant des singularités sur les direc- 
trices. Le calcul suivant montre quelle est la forme qu'il faut adopter 
pour éviter cet écueil. 

Envisageons un plan arbitraire s : 


St T1 So Sa Ta tsp Ty == 10" 


‘ En cherchant l'expression de & pour le point de rencontre de G 


\ 


avec-ce plan, on trouve 


+ Éito(n —1) s4 13 0 — 53 41 D 
Le RE PATES EPA RU TS ENT PS 
tal, (OL — 0) SL 510 


Faisons, pour abréger, 
JT — 96 = ©. 


Le facteur indépendant des arbitraires s, qui se trouve dans l’expres- 
sion de €, nous révèle la forme qu'il faut choisir. 
. En désignant généralement par o;(n) un polynome entier en", 
du degré 1, on représentera la courbe CG par l'équation 


PEUX Me Pr. \R-1 
(nf) + guet) ( - ) 


 ÛL A —1, 








V À —2 
+ gma(n) (=) TR DER CN) 2210: 
| 


Ajoutons que, sur cetie équation, il est facile de trouver le genre 
de la courbe plane engendrée par un point dont les coordonnées 
cartésiennes seraient n, €, courbe qui correspond point par point 
à la courbe gauche. On retrouverait ainsi la formule (3). Mais je ne 
veux pas insister davantage. Il me suffit d’avoir représenté effecti- 
vement toutes les courbes €, répondant à une quelconque des valeurs 
de À. 


à ] FR a 
1. Je n'aurai besoin de considérer qu'une partie seulement des 

; £ dr s 

courbes C, du degré d, celles pour lesquelles on à x < 1 + 3: J'envi- 


sage une telle courbe; ayant des point doubles apparents au nombre L, 
donné par la formule (3). 

Posant n — d — À —1, je peux écrire la formule (3) ainsi, en la 
comparant à (2), | 


n(n+i) +(d—n—1(d=n—2)=c(n)+d—n—0. 


À — 








PR OR en ET CR A RE re à res SG DATE | Me À | NES “ 
\ 
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J'ai aussi, d’après l'hypothèse À 7 Mon 
s(a+i)—h={n—3d+8>o. 


Le nombre est ainsi compris entre o(n) et o(n<+1), sans 
atteindre ces deux limites. Il atteint seulement la limite inférieure 
dans le cas À —'1, cas qui est celui d’une courbe unicursale. Il résulte 
alors de l'inégalité (1) que le nombre #7 —4d--X\—1 est effec- 
uvement le degré minimum des dénominateurs de 3 pour la repré- 
sentation de la courbe C suivant les procédés généraux de ce 
mémoire. 

L'adjointe, de degré minimum, de la courbe C est une ligne 
composée l', dont le degré est 


dinde dr NES 


et dont le nombre des points doubles apparents est 


= ed?) 2, 


2. 


J'ai donc, de la sorte, défini une série de hHgnes F, dont les éléments 
comprennent les deux entiers arbitraires d, À, ce dernier astreint 


; Bee FF ARE : È . ; 
à la condition À 1 + —; je n'ai nul besoin d'approfondir la nature 
A $ 


de ces liones FL, et je peux monter qu’elles-sont capables de servir 
5 ) J I 1 

d’adjointes à l’universalité des courbes tracces sur les surfaces 

du troisième degré. 


8. Soit à définir une courbe €, tracée sur une surface du troisième 
1 

degré non donnée, qu’on veuille que cette courbe soit du degré D, et 

qu’elle ait H points doubles apparents, ce nombre H étant d’ailleurs 


MR TR CARE ST DE) 

supérieur à la hmite | |: 
d 

En considérant la suite continuellement croissante des nombres 

°s(n), on trouvera que H est compris entre deux nombres &(N), 


s(N +1), de cette manière. 


S(N)EH <o(N +1), 
et l’on posera 

HE ON ur. 
(4) 


3N—2D+6—d—3À+3. 
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0 


Ces deux équations (4) déterminent deux nombres entiers d, }, 
qui sont positifs, et satisfont, en outre, à la condition À < 1 + 3 1h 


car cette condition, d’après (4), devient 


4[H— 5(N)] <3N—2D +6+3[H—5S(N)], 
H—o(N) <3N—2D +6, 


ce qui est précisément l'hypothèse H < SN +1). 

Considérons maintenant la courbe C du numéro précédent, définie 
par ces deux nombres d, À, et son adjointe l. Le degré d, de 
cette adjointe est précisément le même que celui de ladjointe 
de la courbe €, le nombre ! est aussi le même pour les deux 
adjointes. ; 

Nous pouvons laisser de côté le cas où N serait égal à D — 2, cas 
qui correspond uniquement à une courbe unicursale. Pour tout autre 
cas, nous avons N £D — 3, et de là résulte 


2N—2D+22(3N—2D +6) —1. 
Or, dans la suite des polynomes 55, Si, S2, S3, les nombres 
2N—2D+3, 3N—92D +6 


sont Justement les degrés de S, et S,. Cette imégalité se traduit donc 
ainsi EE 
da 2 di I. 


Or, au chapitre I (p. 304), on a vu que toute ligne composée est 
toujours susceptible d’une représentation dans laquelle 3 a un déno- 
minateur de degré au plus égal au degré de cette ligne, diminué d’une 
unité. Donc la ligne l, adjointe de GC, pourra toujours être repré- 


sentée par 3 — He avec un polynome S, du degré (2N — 2D +). 
2 * 


Dans ce mode de représentation, l’adjointe de F sera une courbe du 
degré D, située sur une surface du troisième degré, ayant H points 
doubles apparents. La courbe € est donc ainsi définie, et son 
existence est prouvée. 


ON peut même faire disparaître l’intermédiaire de la courbe F 
et passer directement d’une courbe C à une courbe €, l’une étant 
l’adjointe de l’autre. Voici comment : 


Q 
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Représentons la courbe C, non plus par un monoïde de degré 
(d— À), mais par un monoïde de degré supérieur (d—X+e), 
étant un nombre positif. Dans ce mode de représentation, prenons 


l’adjointe de C, et appelons € cette adjointe. Le degré D de € sera 
D=d—31+3(e +1). 


En calculant le nombre H des points doubles apparents de €, 
comme on l’a déjà fait maintes fois, on trouve 


DR NE Gel) (di SN eue) 
2 











H RS À 1 1e2, 


Si l'on pose 
N=d—3k+2:+r. 


On à 
DIN ne 


el, par suite, 
H = 5(N)+X 7. 


; é KES d + : ne 
En vertu de l'hypothèse À Si; on voit aisément que le 
4 


nombre N est effectivement le minimum du degré des dénominateurs 
de z pour la représentation de la courbe €. 

Dans le mode de représentation actuel, le polynome S: à pour 
degré (d-—-2}+2:),ce qu'on peut encore exprimer par 


N+(Ài-—9e—i)+os=N+À—7r. 


La courbe € est ainsi représentée par un polynome 5, de degré supé- 
rieur au minimum. 

Réciproquement, on voit qu’en représentant une courbe € par un 
monoïde de degré N +H--S(N)+1, représentation qui entraine 
des arbitraires, on pourra profiter de ces arbitraires pour que 
l’adjointe soit une courbe GC, située sur la surface gauche du troi- 
sième degré. À 

Ainsi se trouve mise hors de doute la proposition énoncée 


au n° 4. 


10. Je veux maintenant examiner les questions qui concernent les 
surfaces menées par ces courbes. 
La question est immédiatement résolue pour les courbes du 
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premier groupe, c'est-à-dire celles pour lesquelles on a 


/ Re Fame + 


PA] 
s 


J'ai effectivement LéONbre (p: 259) que la condiuon de passer par 


une telle courbe équivaut toujours, pour une surface du degré m, 


à RAS I ip) conditions. | 
[s'agit ici de cas particuliers de ces courbes. Par la courbe passe 
exceptionnellement une surface du troisième degré A;,. Pour qu'une 
_surface, passant par la courbe, ne dégénère pas en A,, il faut qu'il lui 
reste au moins d(m) — (mm -—3)—1 arbitraires. Or on a 
Er 5m(m—+i 
LEm)— dm 3) —1 = ———— ( ), - 
: 2 
Il existera donc des surfaces du re mn, si le PÉÈTE & Ci- après 


est positif : 
Le $ nm. ne 


3) 


= 


La ligne, complémentaire de la courbe sur la surface À,, contient 


-alors w us De là les résultats suivants, où par m Je désigne 
le degré minimum des surfaces : 


1 d—=3d.. ae à 
I D 0, | M0 W= 3d'—1 
: IT DEA; m—2d—1 D = pri 
D EEE El LE 
I ro. mm =°24,, = d'—1+p; 


16:22 204% "res QUE w = pdd, 
EE Me ot La LCR 


e PATES ARE TT MES CIO © = 2d'— 9 + p: 
DEC RD APTE Mm—=2d—2, = p—d'. 


D 


* y * . 2 3 < no" 


11. Les adjointes de degré mimimum des courbes précédentes. 
reproduisent la totalité des adjointes de degré minimum de toutes les 


‘courbes tracées sur les surfaces du troisième degré. Mieux encore, si 
l'on se passe de l'intermédiaire de ces adjointes de degré minimum, 















Li à 
t 





1 





Lai : tie St ré ka neh 5 Mr 4 C D'ONT D MONET 
x dl Er DE Lie : ‘ 


LS 
Ra en 
pa 


TT NS E 


il est visible que toute courbe correspondant aux nombres d, à donne 
heu à une adjointe appartenant au premier groupe, si l'on emploie, 
pour la représenter, un monoïde de degré (n +1). 1l est donc aisé de 
transformer les résultats que nous venons d'obtenir en résultats 
relatifs à toutes les courbes. : 

- Ces résultats peuvent être formulés comme il suit : 

DO ed. | | À ; 

La courbe dont le nombre des points doubles apparents est 
R—co(n)+o, au moins égal à s(n), inférieur à s(n +1), est 
complétée par une ligne dont lé degré est 3(n — 2d'+ 2), admet- 

tant des arbitraires au nombre w —3n —2d+45—3. 


De la sorte, à parur du minimum de h inclusivement, il y a : 


Mr valeur.-deh; = 3d'{d' 1) répondant à n = 2(d'—1) et à 71 = d', 0) 


(LE 


Il 


valeurs de À, h=3d'(d'—1)+ ; | répondantàn =2d'—1 etàm=d+x vw 


|} \ 


Il 
ND 
à 


répondant à 7 


— 6d'+ 6 valeurs de k, À = s(n) + | he répondant à n, m=n—d +2, 6 —1\ 
EE _3n—0d'+5 Î 
E __ Le dernier de ces groupes correspond à n = 3 d'— 3, et comprend 


. - (3d'— 53) familles, dont la dernière est caractérisée par 


OMR OS d'a 


Re =" — x, 4 
£ À ‘ 
La courbe unicursale se trouve seule dans le groupe suivant, que 
É complètent les courbes impropres. 
4 Re a eo dl HET: | 
72 Les groupements suivant les valeurs de à t celles de » ne se 





correspondent pas comme dans le cas précédent. 
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La courbe dont le nombre des points doubles apparents est 
= s(n)+p. au moins égal à sn), inférieur à s(n +1), est 
complétée ainsi : 


fans le cas où 5 n — 2d'; par une courbe de degré 
3(n—2d' +1) —:1, 


ayant (nr —2d — 0) arbitraires; 
Dans le cas où 5 => n— 2d'; par une courbe de degré 


3(n—92d' +1) +0, 
ayant 4(n+1—2d)+1— 0 arbitraires. 
Il y à ainsi successivement : 


1 Valeur de, h — d'(3d'—:1) répondant à 7 —=2d'—1 


= 


2 
4 valeurs de , h = d'(3d'— 1) + 3 répondant à 7 — 24 
1 
5 
6 
7 
7 valeurs de À, h = d'(3d'— 1) + 8 ) répondant à ñ —=2d'+1 
9 
10 
\ II 
0 
2 valeurs de À, h — d'(3d'— 1) + : répondant-à m = d'+i, wo = à 
2 4 
| 3 | 3 
5 valeurs de À, h = d'(3d'— 1) + 4 } répondant à » = d'+2, w = « » 
» I 
6 re) 
ua a 
8 6 
\ 9 ) 
8 valeurs de 2, = d'(3d'— 1) + 5 répondant à m» = d'+3, w — 3 
- 
| 12 7a 
13 t 
\r4 \ 


et ainsi de suite. 


_, dy fs se CCR ESS 
2. + 
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REC =HOd ET - 


a) 


La courbe dont le nombre des points doubles apparents est 
h—5s(n)+o, au moins égal à sn), in érieur à .s(n +1), est 


complétée ainst : 
Dans le cas où o £2(n— 2d'+ 52); par une ligne de degré 
3(n—2d'+2)+1, 
ayant 2(n—2d +2) — 09 arbitraires; 
Dans le cas où gp = 2{n—2d +02); par une ligne de degré 
3(n—2d' +2) +1, 
ayant 5(n— 2d'+2)—1— 0 arbitraires. 
Il y a ainsi successivement : 


He nt 


2 valeurs de L, h—(3d'—2)(d—1)+; , { pour PSN ISS LAS 


pour A =2d'— 1: 


O1 Æ os vw 


5 valeurs de L, h=(3d'—2)(d'—:) + 


me 
So) 


8 valeurs de L, h = (3d'-—2)(d'—1) + 


Ë 
©. OÙ <1 


| 
/ pOur nr. = 


1 valeur de L, h=(3d'—2)(d'—:) pour md, (CIE PA, 
I on: 

! valeurs de le, seen 3 pour nm = d'+1, w — | 
us pour m = dd), vw | 


7 valeurs de À, A —(3d'—2)(&—:1) + 


el ainsi de suite. 


390 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


12. Il est extrêmement facile de faire le compte des arbitraires 
figurant dans la définition de toutes ces courbes. En premier lieu, 
d’après la définition de celles qui répondent aux moindres valeurs 
de }, on a ces résultats : 

{ Les arbitraires sont au nombre 
5d'(d'+1) _., 


2 y 


RTE EE her Je — 3d'(d'— 1) 
É sauf au cas d'= 3, où elles sont seule- 

ment au nombre 36, inférieur d'une 

unité à celui que donne cette formule. 


Les arbitraires sont au nombre 


l'+ DA 
(a 1)(34 Sa 


Sad ere AIO dima: UE, 2 Fu 


sauf au cas d'—2, où le nombre est 
inférieur de 2 unités, soit 28. 


Les arbitraires sont au nombre 


(d'Æ1)(3d'—») 


+ d=3d—1, h={(5d'—2)(d— x). 2 + 19; 


sauf au cas d'=— 3, où le nombre est 
seulement 32. 


Sont exclus de ces résultats les cas où d'a des valeurs moindres. 
Les courbes sont alors sur des surfaces du second degré; il faut 
recourir aux résultats du chapitre I. 

D'autre part, pour les courbes du-premier groupe, celles dont le 
(d—1)(d— 2) 


nombre des points doubles apparents est compris entre 
2 


% (d = 3)(d— 5) Es 


2 


2 


1, le compte des arbitraires est immédiat. Les 


courbes générales de ce groupe admettent des arbitraires au 
nombre Ad. La condition relative à une surface du troisième 
degré donnée équivaut à (3d+1—)p) conditions simples. La 
surface amène d’ailleurs 19 arbitraires. Le nombre total est donc 
(d + p +18). 

on employant, comme au numéro précédent, pour chacune des 
autres courbes, une adjointe appartenant au premier groupe, on 
étend facilement ce résultat à toutes les courbes. Ainsi : 


Chacune de ces courbes admet, par sa définition, d -- p +18 
(d—1)(d— 2) 
d= Da D y 


arbitraires. On a d'ailleurs p — 2 





« 





+ 
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Je ne suis entré dans aucun détail sur les courbes complémen- 
; taires. Ce sont, comme on le voit immédiatement, des lignes composées 
et dont, en beaucoup de cas, des parties sont multiples. L'étude en 
serait intéressante, mais elle sortirait du cadre que FoRne-suis ic 
 { tracé. Ce n’est pas, en effet, la classification des courbes sur les” 
% F surfaces, mais la classification générale des courbes qui fait l'objet 
D 1 dece-mémoire + S + 4 | 


* 


Tr 
i 


VAT: NUE TUNS 


TES 


Le 
1 


a 


st. 4 


x 
{ 


D à are Er te CNE RU 
4 
\ 


7 
i 


Yi a 
+ à 
LL 
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CHAPITRE: V. 


Courbes tracées sur les surfaces du quatrième degré. — Courbes tracées sur les 
surfaces du cinquième degré. — Principes généraux de la classification. 


1. Les principes qui viennent d’être appliqués dans le chapitre IV 
peuvent être employés pour les courbes tracées sur les surfaces de 
tous les degrés. Avant de m'occuper de l'application générale, je vais 
encore examiner successivement, et sous une forme très abrégce, le 
cas des surfaces du quatrième et du cinquième degré. 

Soit une courbe par laquelle ne passe aucune surface du second 
degré, ni du troisième degré: Soient 5, 24/02 05, Ds 0,0les 
polynomes qui dérivent de la représentation de cette courbe, et ayant 
les degrés | 


PET À di = n, dy = 2n — d + 2, d3=3n —24 +6, 
d;= in —3d+i, ds; = 5n — { d + 20, 


A 
è 4 3 2 
Sulonians ee d), la courbe est située sur une surface 
du quatrième degré. Effectivement la suite S s'arrête forcément 
à S, d’après les hypothèses. 


2. Les moindres valeurs de 7 sont (p. 354) données par la condi- 
D) É 


, “he ‘ à : 
uon n2=(d — 4). Elles conduisent aux conséquences suivantes : 
A 


Courbes 
Surfaces. complémentaires. 
RE TAE LR RSR LD EE CALE ji \,, A y Intersection com- 
de: \ plète. 
| 0. A,, Ay,, une conique. 
; à D À,, À : TÉ, avé 
A —4d +2, R—=8d'2T, h =6d? SRE ER PONS VE Re PUS désre ane 
DA | 1 7 points doubles 
F2; 
apparents. 
SA = Er, h=Sd =); h=3d(2d'— 71). ) ; 
AE A,, Ay,, une cubique plane. 
| 0  A,,Ay,, une droite. 
4. d=ÿd' +3, °n=3d", h=3d'(2d'+1)+ ; ; 
Hs | ; À, A3 due: degré. 
J 
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Les quatre moindres valeurs de k, données ici, sont comprises dans 
(d— 92} | 


la formule arithmétique 3 | : 


L 


3. En suivant le raisonnement du chapitre IV (n° 3, p. 376), on 
peut dire : Si la suite S ne s’arrête pas avant S,, il faut, pour que x 
soit effectivement minimum, que les points (,), intersections 
doubles des courbes S3—0o et S;— 0 ne soient pas situés sur une 
courbe de degré inférieur à (d, — 3). 

Si maintenant la suite S s’arrête effectivement à S,;, la courbe 


=. doit être telle qu'on ne 
3 





adjointe, représentée par S;=0, 3 — 
puisse mener par les points doubles de S,— 0 aucune courbe de 
degré inférieur à (d,— 3). Or la condition pour qu'il en soit ainsi 


est (chap. [, p. 290) 





(hi a)(de=3) 


h32 
É à 


En conséquence, loule courbe tracée sur une surface du qua- 
trième degré a pour adjointe une courbe appartenant au premier 
groupe, ou une courbe impropre. 

Cette condition pour A; se transforme en une condition pour #, 
d’après la relation 

do di — 2h = da, — 2 3 ; 
elle devient ainsi 


(1) RÉ PR rat res 2 to Lee hi à c 


2 2 





Il y a toutefois lieu de remarquer une exception au raisonnement 
suivant. Cette exception se produit dans le cas où S, est d’un degré 
moindre que (4, — 3). Dans ce cas, en effet, la courbe adjointe se 
trouve représentée par un monoïde de degré moindre que (d;,--2). 
Mais le polynome S;, ne permet pas le raisonnement employé. Ce 
cas d'exception est distingué par la condition d;£d, 





4, qui se 
change en nZ2d-—2, et ne joue, en conséquence, aucun rôle 
effectivement l’hypothèse #2 — d — 2 ne conduit pas à une suite S 
s’arrêtant forcément à S,. Pour ce cas, il faudra prendre 


te AIR 
2 


En exceptant la valeur minima de »#, pour laquelle l'examen des 


à RCR 7 ESS. 


394 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 
divers cas vient d’être fait, nous voyons que, 2 décroissant depuis 
(d — 3) jusqu'au minimum, le second membre de (1) décroît toujours. 
Par conséquent : 

Toute courbe gauche, du degré d, dont le nombre des points 
(d—2} 


à | est située sur une 


doubles apparents est motndre que 3 | 


surface du troistème ou du second degré. 


4. Soit r(n) le second membre de (1); cette fonction +(72) a pour 
différence première 
r(R+Ii)—T(n)=4n— 3d +i0o= d,— 2. 
On obtient donc pour À tous les nombres (x), z(n)+r, 


r(n)+2, ..., Ts(n<+1)—1, en prenant successivement pour 3 


les nombres 


(d, 





s 
ie ) HI, OÙ +2, +3, ..., +(d,—2). 
Le dernier de ces nombres est, comme on voit, Le er 

Les autres valeurs de À que l’on obtiendra, avec la même valeur 
de », et en donnant à k, les valeurs suivantes, pourront être obtenues 
aussi avec la valeur immédiatement supérieure prise pour le nombre ». 
La première manière doit évidemment être considérée comme un cas 
parüculier de la seconde. : 

Nous rencontrons ainsi, pour la première fois, cette circonstance 
qui ne s’était pas encore offerte : une famille de courbes pour laquelle 
le nombre x est susceptible de deux valeurs. 

Cette circonstance sera d’ailleurs considérée comme tout à fait 
secondaire, et nous n’aurons pas à nous en occuper. Prenant seule- 
ment le type le plus général de chaque famille, nous voyons qu'il 
nous suffira de donner à , les valeurs ci-dessus, comprises entre les 
deux limites 


Vars Nr RES 
(d, UE Rare Le 


2 


(d,—2)(d,—1) 


2 


inclusivement. Ces valeurs de L, correspondent à des courbes connues, 
celles du premier groupe. 

Nous sommes ainsi en mesure de définir et de représenter effecti- 
vement toutes les courbes existant sur les surfaces du quatrième 








Ê 
- 
4 
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degré. Leur classification, suivant les principes employés au ehapitre. 
précédent, n'offre dès lors aucune difficulté. Jen présente ici les 
résultats. ; 

Au point de vue des valeurs de 7», nous avons d’abord la classifica- 
tion suivante : 


AUS dr RE 


1 valeur de A, hi O dde Dr en Re Erépondant à 72 3(d'-21), 
Une lacune de 1 urité dans les valeurs de h. 
2 
2 valeurs de , h=6d'(d'—1) +) : .,.. répondant à n = 3d'— 2, 
6 valeurs suivantes, À = 6d'(d'—1) +4%...+9,. répondant à 7 = 3d'— 1, 
10 valeurs suivantes,...... ES EE ARS Aa ne .. répondant à n —=3d7, 


VALUE ECS 2 ei D DES S SNLe ae FREE répondant à n—3d'—1(V./Nota). 
; 
9 
4 valeurs de », k —6d°? + 3 for. répondantà n2—=3d", 
PE 
DE VOLEUISHINAINTES Der nee Laine répondant à n—3d'+7r, 
12 valeurs suivantes,.!........ ere . répondant à n2—5d'+, 
NITRERS A d'A SE MES a ARTE RATS ses ee GS à ee mn 


Nota.— La seconde valeur de 2 signalée au n° 2 appartient à un cas particulier, le 
cas géuéral répondant à la valeur suivante de 7. (Remarque de la page précédente.) 


oasis: 


1 Valeurede ht, = ÉUi(2d ti), 20 2: . répondantà n—5d'—), 
| I 
3 suivantes, A—3d'(2d'—1)+£{ 2 | répondantàa n7—3d'—:1, 
ls] 
A VAE P Sn a ete pe ne proc A RATE MATéepondant de Es 0, 
11 suivantes ,...°. ADR NA de Re RTS répondant à n=3d'+1, 


ÉTEINT ES A 


€ 4 0 , L. y là 
2 valeurs de L, h=3d'(2d' +1) + HS répondantà 7—=535d", 
valetrs de:/à Suivants remets répondantà n—=3d'+1x, 
DSUIVARECS, 22e Cv ER Sd PT es ‘répondant à n—3d' +0, 
KOSSILEV A RUES SEA P'SNNAde, --srépondant ann = 34d"+3; 


Au point de vue des valeurs de 7», minimum du degré de la surface 
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passant par la courbe, la classification est plus simple. Elle n’exige là 
distinction que de deux cas : | 


1° d—20. La courbe dont le nombre des points doubles appa- 
rents h est compris entre 5(n) et =(n +1), cette dernière limite 
exclue, est sur une surface dont le degré est m—2n—30+56; 
da courbe complémentaire admet encore des arbitraires au 





nombre 7(n - 1) TE 
2° d—20+1. La courbe dont le nombre des points doubles 
apparents h est compris entre 


NL) ONCE O0 0m CL TC Er a US NE DU Te 
(n) 


celte dernière limite exclue, est sur une surface dont le degré m 
est m—2n— 30 +4; la courbe complémentaire admet des arbi- 
sraires au nombre z(n+1)—2(n+41)-—30-— 3-1. 

Les courbes complémentaires appartiennent toutes au premier 
groupe. 


Par là on démontre sans peine que toutes ces courbes admettent, 
dans leur définition, des arbitraires au nombre p+33, sauf 
l'intersection complète, répondant à dd", n—3(d'--1), qui 
contient une arbitraire de plus que n'indique cette formule, le cas 
1 qexceplé. 

À l'égard des valeurs de m, les courbes précédentes peuvent offrir 
aussi des cas particuliers, dont je n’ai pas à tenir compte dans ma 
classification. Pour prendre un seul exemple, dans le cas d = 4 d' +2 
la courbe L — 6d?+1 est généralement complétée par une courbe 
du sixième degré à 7 points doubles apparents. Cette dernière peut 
dégénérer en une courbe plane du quatrième degré et deux droites la 
rencontrant. La courbe proposée est alors complétée par deux lignes 
droites. 


9. En poursuivant l’application des mêmes principes, nous trou- 
vOns que : 

Une courbe du degré d qui n'est situce nt sur une surface 
du second, ni du troisième, ni du quatrième degré, et pour 
laquelle n est inférieur à = (d — 6), est située sur une surface 
du cinquième degré. 


Les moindres valeurs de nr conduisent aux résultats suivants : 


D : à 


5 d=5d'+2, n=4d' —)2, h= 2d'(5d'—1)+ 


d=5d'+5, n=4d —:, h= 2d'(5d' +1) + 


o\m—d'+1 cubique plane. 


I 


| 


/ 


( 
0 m=d'+1 une conique. 
à Medibes dure desre st — | 


l m=d'+1 une droite. 


Lacune. 
2 
- Le Le m—=d'+2 du 6° degré Me 
RES dE An, h= ad'(5d'+3)+1{3( 42 sp 
f 
11 et ea 
à m=d +3 du 11° degré, = le 
MES 


Nous voyons 1ci apparaître nettement la nécessité qu'il y avait 
de dire quelques mots des courbes impropres, comme je lai fait à la 
fin du chapitre 1. En considérant le dernier cas, celui- qui se 
rapporte à d—5d +74, nous avons pour adjointe une courbe du 
quatrième degré. IT y aura autant de valeurs pour 2 que l’on en pourra 
considérer pour le nombre analogue, relatif à cette adjointe. Or les 
courbes propres du quatrième degré n’ont que zéro,2 ou 3 points. 
doubles apparents. Les courbes impropres amènent aussi, comme om 
le sait, les nombres 4, 3, 6. Mais le nombre 1 ne peut en aucune 
facon être obtenu; c'est ce qui résulte de la proposition démontrée 
au chapitre [. Il ne peut l’être non plus au moyen de courbes à 
points singuliers. Effectivement, la courbe adjointe s'offre ici comme 
représentée par des polynomes possédant, dans tous les cas, les 
propriétés qui leur appartiennent pour les courbes sans point singu- 
lier. Cette adjointe, si elle a des points singuliers, doit donc être 
envisagée comme un cas particulier de courbe sans point singulier, 
comme je lai dit au chapitre L (p. 301). L'observation que je viens 
de faire ici trouvera son application à tous les autres exemples que je 


prendrai; 1] me sera inutile de la répéter. 


6. Considérons les deux limites 


(2) n>%(R +1) _(d=n—r(d—n—<.02) 
: DATES, CN CNE AE AMEN UE 





(3) h n(n +1) 
; d 2 


/ 


Éne 


RL LS # - » 7 al NE { D , sn > r : 
nl 4 « à) + . Lars 
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Degré Courbe 
de la 2° surface. complémentaire. 
ds Of, n—=4{(d —1), h=10d'( d'—1), md: Intersection complete. 
dep d ET, 1443; h= 2d'(5d'—3), m=d +1 plane du {4° degré. 


1/m=d +2 du 8 degré (k—13)}- 
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trouvées, la première au chapitre [ (p. 290), la seconde au cha- 
pitre IV (p. 357). La première, avons-nous dit, n’est rigoureuse que 
si la courbe est située sur une surface du second degré, en sorte que, 
dans le cas où la courben'’est pas sur une telle surface, on doit préférer 
la seconde limite. Prenons ces deux limites pour 7 — d — 4; elles 
deviennent respectivement 





#2 


(2 bis) h 


[IA 


? e 


.(d—3)(d— 1) 
= 


2 


(3-0ts) 


EN 





Envisageons maintenant une courbe quelconque de degré d, située 
sur une surface du cinquième degré, ét non sur une surface de 
“degré moindre. Soit n le degré minimum du dénominateur de 2, 
SOIT So 91 Dos 935 939 © 5 la suite déduite de la représentation de la 
courbe. En employant le même raisonnement que plus haut (p.355). 
nous avons pour condition de minimum celle-ci : Les points doubles 
de la courbe S;— 0 ne doivent pas être situés sur une courbe de 
degré moindre que (ds — 4). 

Sauf pour les moindres valeurs de n, déjà étudiées, d; est supé- 
rieur à », en sorte que la courbe S;—o ne peut être plane, étant 
située sur une surface du cinquième degré. La condition que Je 
viens de trouver s'exprime donc par les inégalités (2 bis) ou (3 bts) 
entre d; et h,;. é | 

La condition (2 bis) n’aura son application que si l’adjointe peut 
être effectivement sur une surface du second degré. Ceci exige qu’on 
ait d;<o, car le cas d;—10 doit être écarté : l’adjointe étant une 
intersection complète sur la surface du cinquième degré, la courbe le 
serait aussi, et ce cas est déjà envisagé. 

Comme on le voit, cette circonstance se présente pour la valeur 
de 7 immédiatement supérieure au minimum, et ne se présente plus 
pour aucune autre valeur. Ainsi, pour la première valeur de À après 
le minimum, nous devons adopter la limite (2 bis), en ayant soin de 
ne pas oublier la condition qu’elle entraîne pour l’adjointe, d’être 
située sur une surface du second degré. Pour les autres valeurs, il 
faut prendre la limite (3 bis). En vertu de la relation 


dody— 2h = d;d,—0h, 








7 & 
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nous avons ainsi pour À ces deux limites : 


n(n +1) 
2 


. 3 dans le premfer cas 
CE CS NOTE a : L 
{ 4 dans tous les autres. 


(4) A2 


Suivant une remarque analogue à celle que J'ai faite au n° 3 
(p- 393), on ne doit pas pousser l’usage de cette limite (4) au delà 
de »a—d—14. Pour # = d—3, il faut prendre la même limite 
que dans le cas des courbes tracées sur les surfaces du quatrième 
degré. Pour » — d — 2, on retrouve toujours le seul cas de la courbe 
unicursale. 


À l'égard de la première des deux limites (4), il y a encore lieu, 


dans le cas particulier où d est divisible par à, d'introduire une. 


modification. Pour la valeur de » immédiatement supérieure au mini- 
mum, l’adjointe est du cinquième degré. Elle peut-être une courbe 
impropre, dégénérée en une courbe plane du quatrième degré et une 
droite qui rencontre cette dernière, et avoir ainsi 3 points doubles 
apparents seulement, au lieu de 4. Or c’est avec ce dernier nombre 4, 
minimum du nombre des points doubles apparents d’une courbe 
propre du cinquième degré, qu'a été ‘construite la formule. Done, 
dans ce cas spécial, il faut ajouter Le nombre 2, au lieu du nombre 3, 
dans le second membre de l'inégalité (4). On voit aisément que cette 
modification ne trouve pas sa place dans les autres cas. 
Le 
la valeur de r immédiatement supérieure au minimum : 

Led din Ad 3 h=r0d (d 1) +3;:4;9,6, 7:38; 0,10. 


Ces valeurs présentent une lacune de deux unités pour faire suite à 


D’après cette discussion, voici les valeurs de À qui répondent à 





la valeur de À trouvée précédemment. 

Sd=dd' Finn —4d'=5,h—=2d'(5d—3)#H2;3,....1rt; 
valeurs présentant une lacune de 1 unité avec celle ci-dessus. 

DRASS nid erih=ssdi(0d 1} Er ;2, 22, 19 
pas de lacune. Il est important de remarquer que les deux manières 
d'obtenir k — 2d'(5d'—1)+1 ne peuvent être confondues. Effec- 
üvement ici la courbe complémentaire est une cubique gauche, 
courbe plus simple que dans le cas précédent; mais'le nombre » est 
plus élevé. 

4 d=5d' 43, n=4d", h=2d'(5d'+i)+i1, 2, .:., 16; pas 
de. lacune. Même remarque : le nombre L—2d'(5d +1) +: 
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s'obtient de deux manières différentes : 1° na —4d'—1, m=d'+); 
2" n—= Ad, m— d'+41. Dans ce dernier cas, la ligne complémen- 
lire se compose de deux droites. 

dd = Sidi, nr=4d4br, h=rd (dE S) ES; 29;- 
Ici une autre remarque : la formule (4), avec le nombre complémen- 
taire 3, donnerait k — 2d'(5d'+3) +2. Mais.ce nombre est impos- 
sible : il correspond, en effet, à une adjointe du neuvième degré, 
située sur une surface du second degré et des surfaces du sixième, ce 
qui ne répond pas à la question. 


8. Considérons maintenant les autres valeurs de n. En appelant v(n) 
la fonction qui figure au second membre de (4), on a 


p(n+i)—vo(n)=5n—4{d+15 = d;—5. 


On obuent donc la série complète des valeurs de À en prenant pour 


Dee 4) A 


l’adjointe, de degré d;, les valeurs de 2; depuis 


$ Cds 0) CA es : 
jusqu'à GE ERrSe +1, les deux limites comprises. 
La foncuon P(n) est d’ailleurs croissante avec n, les valeurs 


ci-dessus de » étant exclues; donc : 


Toute courbe du degré d qui n'est située sur aucune surface 


du second ou du troisième degré, et pour laquelle le nombre des 
d(d—5) 
RAS, 


| pour Les 


points doubles apparents est inférieur à la limite 2 0 
(d—2)(d—3) 


autres cas, est située sur une surface du quatrième degré. 


cas d=0 (mod. 5), ou à la limite | 


Comme on le voit, on trouvera sur les surfaces du cinquième degré 
la série complète des valeurs de , sauf les lacunes indiquées plus 
haut. Mais l'étude de ces courbes devient plus difficile. Ge ne sont 
plus les courbes du premier groupe qui servent à la définition de 
toutes les autres. Je ne veux pas entrer dans plus de détails sur ce 
sujet particulier, et j'arrive maintenant à la généralisation complète. 
Nous y sommes maintenant suffisamment préparés. 


p 2 æ, G 
9. Je suppose une courbe représentée par S, = 0, 3 = À, le poly- 
| é Si 
nome S, ayant le degré minimum 7. Je suppose, en outre, que la 
suite S ne s'arrête pas avant 5. Ainsi tous les nombres d:, ds, di, ..., 
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dm_1, dm Sont positifs, c’est-à-dire 
En—(i—i)d+i(i—1)20 RENE UE LP CR 


Nous avons. en premier lieu, à considérer le cas où le nombre d,, 

serait négatif, c’est-à-dire le cas où lon à 

nt 

DL ——(d — mm —1). 
HREREERR 
S'il en est ainsi, la suite s'arrête forcément à S». L'adjointe pour 

la plus petite valeur de n, suivant les caractères de divisibilité de 4 
par mn, est de degré o, 1, 2, .., ou (m—1). Posons 

d 

hit É +5 = md +p, 

nt 
o élant ainsi le reste de la division de d par m. Le plus petitnombre » 
ést A (Mr) (d' 1) + o. La courbe adjointe est du degré p. 
La plus petite valeur de L, pour cette valeur de n, s’obuent en 
supposant l» 0, c'est-à-dire en supposant plane la courbe 
adjointe. Sur une surface de degré 77, cette adjointe à pour complé- 
mentaire une courbe plane, de degré (mr — 0); 1l en est de même de 
la courbe proposée. Ainsi pour la valeur minima de n, on obtient 
le minimum de h, en considérant l'intersection d’une surface de 
degré m avec une surface de degré d', au cas où & —0; avec une 
surface de degré d' +1 dans les autres cas; la courbe complèmen- 
taire est alors plane et du degré (m — 0). La valeur correspon- 
dante de h est 


PS WE nr =) dd 26 no) (me 1) 
; te 21 es 2 É 


Cette valeur de A est la seule qu’on trouve dans les cas o — 0, o — 1. 
Mais, pour o —2, on a une autre valeur résultant de lhypothèse 
que l’adjointe se compose de deux droites. Pour p—3, on peut 
supposer que celte adjointe à 0, 1, 2, 3 points doubles apparents, 
ce qui donne 4 valeurs de k. Pour 9 — 4, on a de même la valeur 
ci-dessus de À, ou cette valeur augmentée de 0|2,3, 4,5, 6, avec une 
lacune. 

Pour so = 5, on‘peut augmenter À de o}3, 4, 5, ..., 10. 

Pour chaque valeur de 6, on peut augmenter À de tous les nombres 
qui peuvent être ceux des points doubles apparents d’une courbe 
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propre ou impropre du degré 0. Nous n'avons pas étudié ces nombres, 
ce qui constitue un défaut de cette théorie, défaut d’ailleurs inévi- 
table. Nous savons toutefois (p-. 303) que les valeurs présentent au 


moins la lacune suivante : o]6 — 2, 5-1, .... 


10. I faut maintenant généraliser le raisonnement employé au n°6. 
À cet effet, laissant complètement de côté la question de la recherche 
des courbes tracées sur les surfaces du °° degré, j’aborde une 
question qui semble bien différente, au premier abord ; mais, dans le 
fond, elle revient au même. 

J’envisage l’ensemble des courbes gauches qui ont le degré d 
et le nombre caractéristique n, et je cherche quel est le minimum 
possible du nombre de leurs points doubles apparents h. 


Déjà nous avons résolu des cas de ce problème, par les formules 





1 RTS 
(a) Re El 4 Si 2e MES 
(b) je SUEDE sHbayt = ds 3: 
(d—3)(d— 4) 5 ; | et si la courbe est sur une 
BR ——%© #3, ss n—=d—-, se , 
2) surface du 2° degré; 
(ce) h> (d—3)(d—1\) y Et ce To et sila courbe n’est pas sur 


} , 
ï { une surface du 2° degré. 


: Comme on le voit par ce dernier exemple, la limite cherchée dépend 
du degré minimum des surfaces qui passent par la courbe. Cette 
dépendance va devenir de plus en plus frappante quand nous allons 
poursuivre. J’admettrai comme évident le principe que la limite 
inférieure de h ne peut décroître quand le degré minimum des 
surfaces augmente. 


Soit m un nombre au plus égal à (d--n). Je suppose que la 
Ï 8 PI q 


courbe envisagée soit située sur une surface du degré m, et ne soit 
située sur aucune surface de degré moindre. La suite S déduite des 
polynomes S,, Si, qui ont les degrés di, — d, d; = n, s'arrête au 
rang M». La condition que d, soil égal au minimum À exige que 
par les points (h»_,) ne passe aucune courbe de degré inférieur 
à dm—(m—1). C’est cette condition dont nous allons urer la 
solution du problème. 
D'après l'hypothèse »<d — n et la relation 


Unes —= din RE RS 2(Mm — g À 





Per 
RL ae D de it 
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on conclut dy—(m—1)< d» ,. En eonséquence, les courbes 
Sm_1» 8m et celles qu'on en déduit par l’opération B sont de degré 
supérieur au degré d, (m1) que l’on considère ei, et lon n’a 
pas à en tenir compte. | 

Pour que les points (»_,) ne soient sur aucune courbe de degré 
inférieur à dy — (m — 1), la condition 


E (dn— Mm+1)(dm— mm +) 
(5) Rp 2 En EP 


est nécessaire. Elle se transforme aisément en unt condition néces- 
saire pour h, d’après la relation nd—2h=—d;_,dm— 2h» 1. Si 
l’on pose | 


(6) * OR le me PR), 


2) 


la condition (5) donne celle-ci 


n(n +1) 


2 


7) h= +o(d—n—,m). 

Mais cette dernière relation (5) montre que la condition (5) n’est pas 
suffisante. Effectivement, pour la courbe adjointe, les nombres 
analogues à d, n sont d,, et dy — (m — 1). Soit m, le degré minimum 
des surfaces passant par cette adjointe. D’après (5), la condition (35) 
devra être remplacée par cette autre 


 (dn—m+1)(dyn-- m 9) 


JR ee SR Re Pa ns der TD 
Ce qui amènera, au lieu de (5), cette autre : 


à © L n(R +1) 
(7 bis) RÉ 


Hoi r-2,m)ES{Nn 3; Mr) 


Le même raisonnement peut être poursuivi, ete le poursuivrai dans 


un instant en prenant successivement n = d —5,d—6,d:7,.... 
La loi cherchée apparaîtra très nettement de la sorte, Mais je dois 
faire observer que la généralité de cette loi doit nécessairement subir 
des interruptions à parür d'une certaine limite du nombre À, quand 
le nombre & est numériquement donné. Ce fait tient manifestement 
au nombre 72, qui figure dans la formule (> bis). On a déjà vu (p.359) 
qu'à toute surface de degré mn’, passant par la courbe proposée, cor- 
respond une surface de degré [m2 +-m"— (d — n)—1|, passant par 
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l’adjointe. De la sorte, si mn! est le degré minimum des surfaces, autres 
que la surface de degré m considérée d’abord, et qui passent par la 
courbe proposée, le nombre m, est égal au plus peut des deux 
nombres m ou [m<+m—{(d—n)—1]. Dans l'analyse qui va 
suivre, Je SUpposer ai m, supérieur à (m—3), et je réserverai Les 
autres cas. Îl est, dès à présent, facile de prévoir quels seront ces 
derniers cas. Effectivement, l'hypothèse que Je viens d’énoncer cesse 
d’avoir heu sous les conditions 


NL IN; m'Ed— n — 5. 


D'ailleurs le produit mm est nécessairement supérieur à d, et, par 
suite, m' supérieur à W/d. Ainsi les cas dont il s’agit ne pourront 
s'offrir que lorsqu'on aura 


(8) ART RER MTV 

11. Donnons à (d-— x) les valeurs numériques successives 5,6,5,...; 

Je suppose d assez grand pour que l'inégalité (8) n'ait pas lieu, et c’est 

dans cette hypothèse que je raisonne. Je prends pour point de départ 

les résultats rappelés au commencement du n° 10, et je raisonne pour 
PI AGE Ï 

le cas d — n — 5, comme je viens de l'indiquer. 





Si la courbe est sur une surface du second degré, nous aurons 


ha —_ n(n +1) DES 2) = sa à 0: 


2 ! 


Si la courbe est sur une surface du troisième degré, nous aurons 


LS 


. n(n +1) Lo(3:3)> (d—)(d—5) re 


2 3 2 


Si la courbe est sur une surface du quatrième degré, nous devons 


appliquer à ladjointe, non la condition (5), mais la condition 
analogue à (b), ce qui augmente la limite d’une unité, et donne 


RUE 0) À Ce PACS Dr 


2 +96, 4) 0. 


2 


Si la courbe est sur une surface du cinquième degré, nous devons 
appliquer à ladjointe, non la condition (5), mais la condition analogue 
à (c), ce qui donne 


Se 7 ft 
(d) > CE Rp DE COR ER te 


CE 


L 4 & * dr { - < È 


, 
4 
ee 
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Nous ne pouvons pousser le raisonnement au delà, puisqu'il faudrait 


“alors se servir de résultats non établis encore, et c’estici qu'intervient 


le principe énoncé au n° 10. D'après ce principe, la formule (d)a heu 
pour les courbes situées sur des surfaces dont le degré minimum n’est 
pas moindre que 5. 

Prenons maintenant d — n — 6, et nous aurons, si la courbe est 
sur une surface du second degré : 


PRE RE CREER +10 


? 
2 2, 


si la courbe est sur une surface du troisième degré : 


RS n(n +1) ue et) Fu 


À. 16; 

pm) 
si la courbe est sur une surface du quatrième degré [en appliquant a 
l’adjornte la relation (b)] : 


D ed Dir à 


«) » 


si la courbe est sur une surface du cinquième degré [en appliquant 
la relation (c)] ; 
, R(R HI) CE EE A0) 


RO PE TL A D Me 
Z 5 o(4,5) A 5 


DO 


si la courbe est sur une surface du sixième degré [en appliquant la 


formule (d)] : 


.n(n+i) 


Fe A A D 20 


+ p(4, 6) +102 0. 


2 


D) 


Nous avons maintenant cette formule 


<(d—5)(d—6) 
Re 2" — 
2 


(e) + 20 
pour le cas » — d— 6, et si la courbe n'est pas sur une surface de 
degré moindre que 5. 

Le raisonnement se poursuit sans obstacle, et la loi se manifeste 


aiDSI : 


Net e LY 
rt AS 


ARENA, QE AREAS POP RS CRU) 


æ 


* 
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(u+1)(u +2)(u +3) 


S'oil d ( u.) — 5 


» la formule générale est 





2 





2 > u)(d—3—1) 


» , 


(9) + VC), 


valable pour ñn—=d—-3—u, sous la condition que la courbe ne 
soit située sur aucune surface dont le degré soit inférieur 
à (nu +2). 

Si la courbe est située sur une surface dont le degré m sort 
inférieur à p + 2, la condition (9) est remplacée par celle-ci : 


à ATEN THE 


(9 bis) hi ai + YO) — bu = ne +). 


> 


Je rappelle que la formule (0 bis) est subordonnée à la condi- 
tion p+1£Vd. Quant à la formule (9), elle n’est pas subordonnée 
à cette condition. 

Il n’y à aucune utilité à traiter dans leur généralité les cas réservés 
à la fin du n° 10; les applications suffiront à montrer ce qui convient 
à ces cas. Qu'il nous suffise d'observer que la formule (9) ne cesse 
pas d’être valable. 


42. Il reste encore à étudier les circonstances relatives à un 
nombre » pour lequel cette analyse soit inapplicable. Elle est fondée 
sur la considération d’une suite de polynomes correspondants 6, F1, 
las ..., lmie Nous avons établi la condition de minimum du 
nombre »#, en disant : un polynome 7, de degré (d,—1) est impos- 
sible ; donc aussi sont impossibles des polynomes r, de degré (43 — 2), 
r, de degré (ds — 3), ..., 1, de degré (d»—m). 

Ce raisonnement tombe en défaut siles nombres d,— 1, do —2,..., 
dm-— m ne sont pas tous positifs. 

Si une courbe du degré d correspond au nombre 7, si elle est 
située sur une surface de degré minimum "», et que l’un des nom- 


bres d,—1, ds —2,..., dy m soit négatif, 1l est manifeste que 7 


est effectivement minimum. Î n’y a donc aucune condition à fonder 
sur la propriété du minimum, La limite inférieure de L provient 
d'une autre source. 

Les circonstances dont il s’agit peuvent s'offrir dans deux cas : 
1° Ja suite S s'arrête d'elle-même, les degrés d; devenant nuls ou 
négatifs; 2° la suite S ne s’arrête pas de cette manière. 
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Examinons d’abord ce deuxième cas. Soit m le premier des nom- 
bres 1, 2, ... pour lesquels (4, — m) soit négatif. Ainsi 


dy —(m—1)20, dn—m <o. 


D'après la formule générale 
dm=d+m—(d—n+rm, 
ces deux inégalités donnent 


d 


NULS 





| d 

d—m+2——>n2d—mE+3— . 
Fit 

Soit donc 7x tel que cette double inégalité soit satisfaite. Posons, 

comme précédemment, d — md'+5, en désignant par p le reste de 


GES d 
la division + La plus grande valeur de n est 


(10) n=d—m+i— d". 


L 


Si nous prenons pour 7 la valeur immédiatement inféñeure n° 
n'=d— m—d", 


nous aurons dans la suite S correspondante, d» — d — m(d'+ 1), 
nombre essentiellement négatif. Donc la suite S, relative au nombre n’, 
s'arrête avant S». Par hypothèse, d'ailleurs, la suite S, relative au 
nombre 7, ne présente pas cette circonstance que les degrés d; 
deviennent négatifs. Donc le nombre n est supérieur d’une unité 
au plus grand des nombres n', relativement auxquels la suite des 
nombres d; contient des nombres ÉACUe 

Il n’y à donc, pour chaque degré d, qu'un seul nombre # don 
lieu au cas que nous examinons. Pour certains degrés d, il n’y 
même aucun tel nombre n. C'est ce qui se produit quand dans ke 
suite S, relative à un nombre n’, un tel degré d,, devient nul, sans 
que le Sen dns SOI négatif. Gette circonstance, on le voit aisé- 
ment et les apphcations vont le mettre en évidence, se présente quand 
le nombre d est un carré. | 

Ce nombre x étant supposé exister, examinons les courbes qu'il 
caractérise. La question ne se pose qu’à l'égard de celles qui ne sont 
situées sur aucune surface de degré inférieur à m. Soit donc m 2m 
le minimum du degré de la surface. Chacune des courbes se trouvera 
au moyen de son adjointe de rang m/. Cette adjointe devra être 
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choisie parmi celles qui ne sont situées sur aucune surface de degré 
inférieur à 2m»%'— (d-— n)--1. On trouvera ainsi tous les cas possibles 
en prenant m7 depuis m4 Jusqu'à (d— n+1). La limite inférieure 
de A, trouvée avec la dernière valeur de #7’, sera appliquée ensuite 
aux valeurs supérieures de m'. C’est la conséquence du principe 
invoqué au n° 10. On verra par les applications que, dans le cas dont 
il s’agit, la suite S peut toujours être arrêtée à un rang tel que 
l’adjointe soit de degré inférieur à d. 


43. Un mot maintenant sur le premier cas. Par hypothèse, la suite 
des degrés d; devient nulle ou négative. Soit d,, le dernier de ces 
nombres, nul ou positif. On a déjà vu (9) comment se trouvent les 
valeurs de À pour le cas où la suite S ne s'arrête pas avant S,. I reste 
à examiner les courbes situées sur des surfaces dont le degré soit 
inférieur à m. Cet examen se fait par les mêmes procédés que dans 
les autres cas. On peut seulement observer que, pour chaque degré de 
il n'existe jamais qu'une seule valeur de 7, pour laquelle la suite d; 
présente des nombres nuls ou négatifs, et pour laquelle en même 
temps l’un des nombres d;-- 5, le dernier excepté, devienne négatif. 
C’est ce qu'on peut facilement démontrer et ce qu'on apercevra sur 
les exemples ci-après. Un tel nombre 7 n'existe pas toujours; mais, 
quand :1l existe, c’est nécessairement le plus grand de ceux pour 
lesquels les nombres d; deviennent nuls ou négatifs. Dans un tel cas, 
et pour le nombre £ donnant d;— i < 0, la discussion et le résultat 
sont précisément les mêmes qu'au n° 9. 


14. Il est malaisé de saisir bien exactement la portée de cette 
discussion autrement que sur les exemples. Aussi vais-je maintenant 
y procéder. Je présenterai dans le chapitre suivant la classification 
des courbes, de proche en proche, jusqu’au degré 20. Mais bien des 
circonstances de cette discussion ne se présentent que fort tard. Pour 
celte raison, Je vais terminer ce chapitre par un premier aperçu 


concernant les courbes d’un degré très élevé. L’uuhité des considéra- 


Lions précédentes sera mise ainsi en pleine lumière. 

Je prends l'exemple d — 120. Le nombre 7 peut recevoir toutes 
les valeurs entières depuis le minimum 72=—59 jusqu'au maxi- 
mum 2 —118. 


Le nombre 7» — 09 est le plus grand de ceux pour lesquels la 


4.2: 2 
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suite d; comprenne des nombres nuls où négatifs. Pour chacun des 
nombres » <09, le degré de l’adjointe est moindre que celui de la 
proposée. Les courbes correspondantes peuvent donc être facilement 
obtenues, au moyen des courbes de degré inférieur; on peut les 
omettre dans un premier aperçu. 

Pour les autres nombres n 2100, je calculerai la dernière, la plus 
élevée des limites d’après les principes exposés précédemment. 

Je forme d’abord le tableau des valeurs de la fonction qui figure 
au second membre de l'inégalité (9) 


n(n +1) 


Win) — + d(d— n—3), 


et J'y Joins deux séries de nombres dont l'utilité va être visible. 


l : 
n. Cor (Let 607. -n(n+i). S(d—n—3). w(n). 
DS resta à ‘ 3 7080 7021 0 7021 
PIONEER NS ; 7020 6905 I 6904 
TORRES J 6960 6786 4 6790 
LOS see ne 6 6900 6670 10 6680 
PEAR ee : ANS 6840 6555 20 6559 
4 A CRE Re 8 6780 G441 52 6476 
SE NMAENS er 2 9 6720 65238 56 6584 
LE CR EEE à 10 6660 6216 84 6300 
FLO Cite 11 6600 6105 120 6225 
TOME SES 12 6540 5995 165 6160 
HER Titi ; 15 6480 5886 220 6106 
ÉOE Se v 14 6420 57978 286 6064 
TOGRERNS ' 15 6360 5671 364 6039 
FOR PRE -16 6300 5565 455 6020 
TOURAINE, D RES GRR 6240 5460 560 6020 
RAT ET NERT 15 6180 5356 680 6036 
TOME ES 19 6120 5253 S 10 6069 : 
TO LR ER 8 3 20 6060 roi 969 6120 


Avant d'examiner les autres nombres 7, nous pouvons observer que 
ce tableau donne des indications incomplètes pour #2 £r104. 

En premier lieu, pour nr —io1, la limite W(n) est supérieure 
à 6on. Or le polynome S,, dénominateur de 3, doit s’évanouir aux 
points doubles de la courbe S,—= 0. Donc 607% est une limite supé- 
rieure de h. W(n) est une limite inférieure. Donc, pour r — 101, 
la suite S s'arrête forcément avant le rang qui donne la limite W(n), 
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c'est-à-dire avant le rang 18. Comme la formule (9 bis) n’est pas 
applicable ici à d’autres valeurs que m—18, une discussion ulté- 
rieure sera nécessaire pour examiner la limite de h. Mais, pour cette 
discussion sommaire, nous devons seulement retenir ce résultat : 

Pour n — 101, les adjointes sont de degré moindre que 120. 

Pour x — 102, 103, 104, c’est la proposition du chapitre [ (p. 299) 
qui va nous donner des indications supplémentaires. 

Formons le tableau suivant, que je commence seulement à m=— 16, 
d’après la condition nécessaire Ÿ(m) 2 re - 

7021 +%(m) 


mt. v(m). 120 m + 2. d (mm) — 120 m — 72. — 1920 m—72. 
1022 969 1922 —953 6068 

IDE 2 1140 2042 —0902 6119 

Lo te 1330 2162 — 832 6189 

19. 1540 2282 742 6279 

20. 1797 2402 —631 EU e NE 
> 2024 2592 — 498 + _ 6523 
DER TES DO 2642 —342 6679 

29 ee 20 2000 2762 — 162 6859 
LAB TE AOULS 2882 + 43 » 


D’après ce tableau, toute courbe du degré 120 qui a moins de 
6120 points doubles apparents est située sur une surface dont le degré 
ne dépasse pas 15, et ainsi des autres indications du tableau. 

Donc, pour n —104, nous concluons que, si h <6068, la courbe 


est située sur une surface de degré au plus 16. Si donc nous indi-. 


quons seulement le minimum de X relatif à des courbes dont 
l’adjointe n'est pas de degré moindre que 120, nous mettrons, 


pour 7 — 104, 

li = 6069; 
de même, pour n — 103, 

h =6G120. 


Pour ñn — 102, il faudrait mettre 26190; mais cette limite, étant 


supérieure à 6on, est impossible. / 
Donc : pour n—102, l’adjointe est de degré moindre que 120. 
Calculons maintenant la limite extrême qu’indique la théorie pour 
n—100 (n° 12, p. 408). On a ici: dy—120, n — 100, dsÿ— 100. 
Nous aurons la limite cherchée en prenant pour #,, la moindre valeur 
possible pour une courbe de degré 100 située sur une surface de 


degré minimum 19. 





CON" UNE te. MP 
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Pour ce but, servons-nous encore de la proposition du cha- 
pitre E (p. 299). Nous avons 
CN CAE > 


LA et d'=106, 4851, 
D) 
U(IS)— 18 d'— 2 = 47, HAUTE Rio 2 4851 — 4712 4380. 
Dans la suite S, on a ici 
Dre 92, Re 100. 


Donc à 
; [00 X 120 — 2h — 82 X 100 — 2h59; 
d'où résulte 
; h = 6280. 


Mais la limite Gon est inférieure à 6280. Donc la suite S ne peut 
aller aussi loin. Done encore, pour nr —100, l’adfjointe est de 
degré moindre que 100. 

Quant aux autres valeurs de », elles donnent lieu, comme on Pa 
observé plus haut, à des suités S s’arrêtant forcément, de telle sorte 
que l’adjointe soit de degré inférieur. Donc, en conclusion : 


Toutes les courbes du degré 120 qui ont moins de 6o20 points 
doubles apparents se trouveront directement au moyen de leurs 
adyjointes, qui sont de degré inférieur à 120. 


Les courbes qui ont de 6904 à 5021 points doubles apparents sont 
définies comme composant le premier groupe. Il restera donc à former 
les courbes pour lesquelles 


6903 = À 2 6020. 


Ces courbes devront être définies par des moyens directs. La repré- 
sentation effective de chacune d’elles constitue un problème inévi- 
table, mais dont aussi la solution n’exige théoriquement lemploi 
d'aucun principe nouveau. 


15. La même circonstance se produit à tous les degrés; elle com- 
mence seulement au onzième degré. Elle n’arrêtera pas d’ailleurs la 
classification, comme on le verra. 

Voici l’un des moyens théoriquement les plus simples pour parvenir, 
dans tous les cas, à concevoir la possibilité de représenter une quel- 
conque des courbes qu’on rencontrera de la sorte. 

Ayant reconnu que la courbe, de degré d, avec À points doubles 
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apparents, est située sur une surface de degré m, on supposera une 
représentation de celte courbe 3— £ avec un dénominateur de 


degré d, supérieur au minimum 7%. On envisagera l’adjointe de 
rang m. Cette dernière sera située sur une surface du degré m». Gette 
seconde surface, sauf le seul cas m» — 2 déjà complètement traité, 
varie avec le polynome S,. En prenant d, assez grand, on pourra 
toujours réduire cette seconde surface à toute autre de son degré, 
ainsi que je l’ai déjà fait observer, et, par exemple, à m plans. 
L'adjointe sera ainsi une courbe impropre dont la construction 
pourra toujours être conçue. De cette adjointe on passera ensuite à 
la courbe demandée. 

J'indiquerai un exemple pour le degré 11: mais je reconnais qu’un 
examen plus approfondi serait assurément nécessaire. Si je ne l’entre- 
prends pas ici, c’est qu'on peut s’en passer pour la classification 
sommaire que J'ai en vue. On va le reconnaître dans le chapitre 
suivant, nous sommes en possession de moyens suffisants pour 
répartir en familles bien distinctes toutes les courbes de chaque degré 
successivement. 

Quant à la méthode qui me parait la mieux fondée pour définir les 
courbes, non plus de proche en proche suivant les degrés, mais 
directement, ce me paraît être celle qui découle directement de la 
considération des doubles suites S, B. Grâce à cette considération, 
en effet, on peut prendre pour point de départ, non pas seulément 
les polynomes qui représentent une courbe gauche, mais aussi tout 
couple de polynomes intermédiaires. De cette manière. le problème 
æst toujours ramené à ce problème de géométrie plane : Trouver 
«deux courbes, dedegrés donnés, se touchant en des points dont le 
nombre est donné. 

Ce dernier problème offre, on le sait, de grandes difficultés en 
général, et aussi un très grand intérêt. Dans beaucoup de cas cepen- 
dant la solution en est immédiate, et peut servir sans embarras à la 
définition des courbes gauches. C'est ce que je ferai voir au chapitre 
suivant. 


CLASSIFICATION DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 413 


CHAPITRE VI. 


Classification des courbes jusqu’au vingtième degré. — Lois générales. 
Courbes du degré 120. 


4. Dans ce chapitre, j'effectue la classification des courbes jusqu'au 
degré 20. Pour chaque degré, la classification résulte de deux 
tableaux, dont l’un est simplement celui qui sert à appliquer la 

. L2 . E / ] à L e. ; 
proposition du chapitre L (p. 299); lautre imdique, pour chaque 
nombre x et chaque degré minimum des surfaces passant par la 
courbe, la limite inférieure du nombre 2. Un troisième tableau 


résume la classification. 


Il est entendu que je mentionne seulement le type le plus 
général de chaque famille, laissant de côté les cas particuliers. 


Par exemple : 

0) h = 5; lé type généralest l'intersection de surfaces du 
troisième fu Dee un système linéaire à 3 arbitraires. Sur 
deux de ces surfaces, la courbe complémentaire est une cubique 
vauche. 

Cette famille comprend comme cas particulier l'intersection d’ une 
- surface du second degré et d’une surface du quatrième degré, com- 
plétée par deux lignes droites. 

Que la seconde courbe soit cas parüculier de la première, cela est 
évident, cette famille appartenant au premier groupe. 

Cette seconde courbe ne sera pas mentionnée dans la classification 
ci-après. ù 

Dans le premie r tableau, le nombre placé au-dessus de chaque 
colonne est le degré minimum des surfaces passant par la courbe. 

Dans le second tableau, A désigne la différence 


A=d(m)— md —. 





RES PNR En 
EC [ ANT MA 





—» 
= 
Fe 


OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


2. Courbes du cinquième degré. 








m dm). [om +72 A 6.+ A 5 
I 4 7 —3 3 

2 10 (5 —2 Â 

3 20 15 +3 


» 


Toutes les courbes sont du premier groupe. On peul cependant les 
définir aussi comme intersections de surfaces. 





Nombre 
Courbe des arbitraires 
Ja 1. Surfaces. complémentaire. de la courbe. 
4 2 A: À; 1 droite 20 
5 2 A3Â3 . 1quartiquegauche (d=i,h=—5) 20 
6 3 A3 À; 2 coniques 20 
3. Courbes du sixième degré. 

mn. Y(m). {6m + 72. A. 10 + A. 

j 10 14 — / 

3 >0 0 O 10 

4 3) 6 +9 





Nous avons 1c1 le premier exemple de la suite S s’arrêtant à cause 
de d;= 0. C’est pour #7 — 2 que ce fait arrive. Le nombre des arbi- 
traires de la courbe est 24 d’après la proposition relative aux courbes 
du premier groupe, sauf pour = 6. Pour ce dernier, on a encore 24 

- d’après le résultat de la page.315 : 


| Nombre 
Courbe des arbitraires 
he. n. Surfaces. complémentaire. dé Ja courbe. 
6 2 A À 3 ({ntersection complète) 0 \ 
7 3 A3 À3 cubique gauche 43; } 4 | 
5 3 À; À3 1 droite, r coniqué d—=3, h= «1 24 
9 5 A3 A3 3 droites dei he 


10 4 NA SAS d'—=06,;h=10 
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D 


et 


4. Courbes du septième degré. 
Nous avons ici un exemple du cas signalé au dernier chapitre (n°12). 


Pour la valeur minima de n, nr — 3, les degrés sont : 


Hi 47 di: 


709 


d,=1 d=1, d,=3. 


3 


S1 la suite s'arrête à S, ou à 53, le résultat est évident. Examinons 


si la suite, dans certains cas, se prolonge nécessairement au delà. 


Pour qu’on fût obligé de la prolonger jusqu'à S;, 11 faudrait, si 


elle pouvait être arrêtée à ce polynome, que l’adjointe ne fût pas sur 


une surface de degré moindre que 3. Or toute ligne du troisième 


degré est sur une surface du second degré. Cette circonstance est 


done impossible. D'autre part, d’après- le deuxième tableau, la 


courbe est située sur des surfaces dont le degré minimum ne peut 


dépasser 4. Donc larrêt a lieu nécessairement à S, ou à S3. 





h. 


10 


II 
12 
13 
14 
E 


IT. 


3 


© 


Courbe 
complémen- 
Surfaces. taire. 


A, A4 1 droite 
A3 A3 1 conique 


A,A3 2 droites 
A3A, de de Le 


A, A4 d=9 3 (0 


Nombre 
des 
arbitraires 
de la 
courbe. 
Le nombre des arbitraires est 28 
d'après la page 315. 
Le nombre des arbitraires es 
d’après la page 389. 
28 


\ 
| 1°" groupe. 


L 


5. Courbe du huitième degré. 


ll y à une discussion à faire pour À — 4. Les degrés successifs 


sont : 


do = 8, dy = 4, 


d, —= 2, d; = 9, — LA . 


L'arrêt à S; donne un résultat étudié (p. 356). L'arrêt à S, exige 


(1) Les courbes sont définies comme formant le premier groupe. 
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que l’adjointe, du quatrième degré, ne soit pas sur une surface de 
degré inférieur à 3. Donc k, 24, ce qui donne 2216. C’est d’ailleurs 
aussi la limite supérieure de. A. 

Ce cas k —16 doit être supprimé, comme cas particulier de la 
courbe du premier groupe. L'arrêt ne peut être plus éloigné, le 
deuxième tableau montrant que le ‘degré minimum des surfaces 
est au plus égal à 4. Donc l'arrêt a lieu à S3. 





m. W(m). |8m +? A 21 + À 
D) 10 18 —$8 13 
5 20 26 ==6 15 
A 35 34 St 








Ici le premier exemple d’une fanulle de courbes de degré d, définie 
par plus de 4d arbitraires. 


Nombre 

Courbe des arbitraires 
le. n. Surfaces. complémentaire. de la courbe. 
12 % A3 A4 s 0) 35 (pr619 ): 
r, 4 Ac A3 2 droites | 32 (P. 219): 
14 4 A, A3 1 droite (p: 381). 
15 À AA, DRE 0 (p. 390). 
16 J 
U ; 8 : Se 
Le ? LAS courbes définies comme 1‘ groupe. 
LA à composant le 1" groupe. 
2 6 


On remarquera une application très nette de [a proposition du 
chapitre I (p.209) pour ds MES Te nu. 
La formule N,— md—+1— p donne N,, — 8; elle indiquerait un 


faisceau de surfaces du second degré passant par la courbe, ce qui 

: ; JR 2 md +1 

estsimpossible. Mais 1l faut remarquer que la condition p << ——— 
; ; 2 


md+ 1 ; 
—— — 8,5. La formule n’est donc 


n'est pas salisfaite ; car p — 9, 
< = 2 + ® r j Se ’ x 5 . 7% 
pas suscepüuble d’être appliquée. Le théorème précité nous donne 


- md +2 ‘ , share 
NS nr N£9. On voit qu'on a précisément N — 9. 


PAU 2 PER D br EEE PAGE an 1 


+ 





” 
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Nous avons ici rencontré le premier exemple d'une courbe de 
degré d, définie par plus de 44 arbitraires. Nous allons maintenant 
trouver au neuvième degré le premier exemple de deux circonstances 
tout aussi intéressantes : d'abord l’existence de deux familles distinctes 
répondant au même nombre X, ensuite l'existence de lacunes dans les 
valeurs possibles pour le nombre k. 


6. Courbes du neuvième degré. 
La discussion relative à n — 5 se fait ainsi : les degrés sont : 


dj 9, tee), HER e de — Fe re 5. 


L'arrêt, supposé avoir lieu à S,, exige la condition h,25, qui 
donne LZ20. On peut d’ailleurs avoir les nombres 20, 21, 22. 
Ce dernier donne un cas particulier de la dernière famille du premier 
croupe. 





Nombre 
Courbe des arbitraires 
he. n. Surfaces. complémentaire. de la courbe, 
16 A A, À; 1 droite 38 CDS HOT 
17 n'existe pas. 
Ù , : 
PE 5' 0 ASIE 3 droites CDS 132 
PAS PA AS cubique gauche (p: 390). 
20 5 
TE D (proposition 
De . ? + m€ s À . 
| 22 2 YIAYAE. coùrbes du 7° degré 36 des.p. 372 et 
23 PE 
JT 
24 
1° GROUPE. / 25 | 6 A,A; courbe du 11° degré 
26 | : 
où A;AÀ3  courbesdu16*degré | 
\ 28 FPS, / 
ŒUVRES D'HALPHEN, TOME HI. 27 
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7. Courbes du dixième degré. 
Discussion relative à n — 5 : 


do = 10, He: Ta D d: = 1, dy =2, = D. 


Maximum de h = 25. Si l'arrêt a lieu à S;, l’adjointe doit se composer 
de deux droites; ce qui donne h — 25, L'arrêt ne peut avoir lieu 
plus loin; il exigerait, en effet, une valeur supérieure de h, qui est 
impossible. Le cas où L — 25 doit être envisagé comme un cas parti- 


culier de la famille générale où # — 6. 





Um). [10m +2. A. 306 + A. 
20 32 — 12 24 
35 42 — 7 29 
56 52 + 4 
Nombre 
* Courbe des arbitraires 
fre n. Surfaces. complémentaire. de la courbe. 
20 4 A À; 0 44 
21 5 A A6 2 droites 43 
À | n'existent pas 
FA des 
4. à A;A, 1 conique 
6 A A7 4 droites 
25 6 | | 
26 6 
A,A; ÿ* degré 
6 , A4 6° degré 
28 6 
2 A, As - 10° degré | 
9 5 ,À 5 o° degré \ Fe 
30 LA | 
31 7 
1% GROUPE e 7 
DR Pa f) 7 A; A3 15° degré 
34 7 
35 7 | 
36 8 , À 
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Jusqu'à présent, toutes les courbes ont été déduites directement, 
soit de leur propriété d’appartenir au premier groupe, soit de courbes 
complémentaires, soit de leurs adjointes, qui se sont trouvées de 
degré inférieur. Pour le onzième degré, nous-allons voir maintenant 
apparaître la difficulté nouvelle, qui provient de courbes n’apparte- 
nant à aucun de ces cas. La difficulté serait résolue suivant la méthode 
expliquée au chapitre V (n° 15). Mais des artifices particuliers 
s'appliquent à ce cas. | 


8. Courbes du onzième degré. 
La discussion relative à 2 — 6 offre un intérêt particuher : 


Tps LT: RARES do = 3 


) li; ap 2 


Maximum de h — 33. 
L’arrèt ne peut être reculé à S; ; car 1l exigerait À 2 35. 


L'arrêt, reculé à S;, donne, pour l’adjointe, A,Z1, et, pour la 
courbe, hZ31r. 


L'arrêt à S; donne À 2 30, correspondant à h,— 0. Mais on peut 
avoir aussi A, —1, À — 31, C’est ce qui donne lieu à une nouvelle 
courbe. Gette courbe n’est pas distincte de la première; elle 
admet seulement 43 arbitraires (p. 390). C’est un cas particulier de 
la précédente. La même circonstance $e reproduira aux degrés 


suivants : 
n 2 o. 4 V(m). [{lm+2,. 
9 45 
8 37 
7 31 32 
6 27 30 31 
5 25 
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Courbe Nombre 
le. 1. Surfaces. <complémentaire. desarbitraires. 
2) 5 A» Â6 1 droite é 50 
26 n'existe pas. 

27 6 A, À - 3 droites 18 
28 | é 
existent pas. 
29 | | 
30 6 AA; 1 droite { 
31 \ 6 A;A, LS, h = | 
Een A, Ag 5 droites 
9 
22 7 | ; ; } 
; RAGE 5° degré 
33 DEA) À 5 
SPA 7 A,A3 9° degré 
35 7 
36 7 âi 
| 37 8 : 
Ÿ A: A; 14° degré 
1% GROUPE... ; ; 
13 8 | 
44 8 \sA6 19° degré 
15 9 A6Â6 25° degré 


Les deux familles À — 35 et 36 n’ont encore aucune définition. La 
courbe complémentaire est de degré plus élevé, 14; l'adjointe est du. 
degré 11. Nous savons toutefois, par la proposition de MM. Nôüther 





ct Brill (note de la page 255), que ces courbes ont 44 arbitraires. Car 
c’est effectivement pour 235 que s'applique cette proposition. 
Ces courbes sont fondamentales sur les surfaces du cinquième 
degré. A | É 
On peut cependant les définir de diverses manières, sans recourir 
aux procédés généraux. 


Première solution. — Fondée sur lPemploi des formules de la 
page 372 et s'appliquant aussi à L — 33. 

Prenez une courbe (c) du dixième degré, ayant 25, 26 ou 25 points 
doubles apparents; 8 points arbitraires sur cette courbe, et faites 
passer par ces 8 points une biquadratique (b) (d = 4%, h— 2). Par 





.les courbes (b) et (c), on peut mener une infinité de surfaces du 
cinquième degré. L'intersection de deux quelconques de ces surfaces 
est complétée par une courbe (a) du onzième degré, ayant des points 
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doubles apparents au nombre 35, 56 ou 33. C’est la plus générale 
des courbes du onzième degré, ayant ce nombre de points doubles 
apparents. 


Deuxième solution. — La courbe complémentaire, du degré 14, 
admet des arbitraires dont on peut disposer de manière que cette 
courbe soit dans un cas particulier que l’on verra plus loin, aux 
courbes de degré 14. Ce cas particulier est caractérisé par le 
nombre 7 —0Q. La courbe du quatorzième degré a alors pour 
adjointe une courbe du neuvième degré, qui sert à la définir. De là, 
on passe à la courbe du onzième degré. 

Quant au procédé théorique indiqué page 411, il conduit ici à 


‘ représenter la courbe au moyen d’un dénominateur du dixième 


degré. On a alors d;— 26. I faut chercher cinq courbes, placées 
dans cinq plans, dont l’ensemble constitue une ligne du vinet- 
sixième degré, avec 209 ou 210 points doubles apparents. En outre, 
ayant di = 19, on doit pouvoir représenter celte adjointe au moyen 
d'un dénominateur propre de degré 19. Cest à quoi l'on parvient 
ainsi : | | 

Prenons arbitrairement 5 plans, dans 4 d’entre eux des courbes du 
cinquième degré, dans le cinquième une courbe du sixième degré, 
de telle sorte que les courbes du cinquième degré se coupent toutes 
deux à deux en 4 points, et que la courbe du sixième degré coupe 
en 4 points une ou deux des précédentes (suivant que À est 35 ou 36), 
en à points chacune des autres. L'ensemble de ces courbes donne 
bien une ligne du sixième degré ayant le nombre des points doubles 
apparents exigé. Mais maintenant les cordes de cette ligne, passant 
par un point arbitraire, doivent être sur un cône du dix-neuvième 
degré. Pour le cas  — 35, ces cordes sont au nombre 209 et sont 
toujours sur un tel cône. Le problème est dès lors résolu. Au 
contraire, pour le cas L — 36, leur nombre est 210, et les données 
doivent te e à une condition. 

Voici maintenant comment s ÉD REUES ici la méthode dont j'ai parlé. 


‘page 412, en dernier lieu. 


Les degrés successifs dans la suite S sont : 
Ag = ÉT, dy ET, di»; d3=10; à 


Prenons le cas  — 35. Les points de contact de S, et S, sont au 
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A I C2 Æ | A 
nombre 35 — = Tri :5) = 9: Il faut donc tout d'abord trouver 


deux courbes du cinquième degré se touchant en 9 points. Or. ceci 
ne souffre aucune difficulté, attendu qu’une courbe du cinquième 
degré est déterminée par %0 points arbitraires. On peut done se 
donner Q points arbitraires avec Q droites passant par ces points, et 
trouver des courbes du cinquième degré, touchant les 9 droites 
respectivement en les 6 points. S, et S, se trouvent ainsi déterminés. 
Les polynomes 5,, 8; seront ensuite astreints à s'évanouir en les points 
communs à S2 et 53, au nombre 16, et, en outre, à satisfaire en 
chacun des points communs à S:, S3, où ces courbes ne se touchent 
pas, à la condition fondamentale |8:, S3|4[63, S:] = 0. Ges condi- 
tions pourront être satisfaites, et l’on n'aura à résoudre que des 
équations linéaires. 

Ceci fait, je dis qu’en prolongeant la suite S:, S, dans un quelconque 
des deux sens, dans le sens rétrograde, par exemple, on pourra 
l'arrêter à S,, de manière à obtenir la courbe demandée. Effective- 
ment, l'analyse du n° 18 (chap. 1) s'applique sans modification si 
l'on y remplace © par S, et &4, Ui, Us, ... par 5: et les polynomes 
D 99 »-.. qu'on en déduit par l’opération B. En conséquence et 
d’après la proposition de la page 3/9, on peut calculer Le rang minimum 
d'arrêt de la suite S, au moyen de la formule suivante, analogue 
à celle qui est employée pour calculer le degré minimum des surfaces 
passant par une courbe : 


U(m)zmd+ 2 — 


ROME + h + F(d' + m). 


D) 


Dans cette formule, d sera le degré d’un des polynomes S, ei S;; 
d' le degré du polynome contigu, ici S:; À le nombre des contacts, 
et m la distance du rang d’arrêt à l’origine. La formule (20) de la 
page 294, que J’emploie ici, contient un terme de plus; mais ce terme 
sera toujours nul, quand on supposera, comme je le fais maintenant, 
choisis pour les polynomes S ceux qui sont du moindre degré dans Ia 
suite que l’on considère. 

Dans le cas actuel, les 16 poiits communs aux courbes S, et S; 
sont iadépendants pour tous les degrés supérieurs à 5. Le terme 
F(d'+ m) est nul, et la formule est exactement la même que s'il 


s'agissait de la recherche du degré minimum d’une surface passant 


AE: 


| a 


DS RE ET NEUF a M 2 Lg PE Vs Dr SE 2 DEA UE à NE RSS EH CEE LS na ES 0 
de Dar Pr Ve. x MÈTRES Paie Pas RAT CEE NS QUE US LES 
: \ F 3 " ÿ rx “ 2 d 


“ rl 7 
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par ue courbe du cinquième degré à 9 points doubles apparents. 

* Le minimum est m — 3. Donc la suite peut être arrêtée à So. Donc 
la courbe d—11, h—35 peut étre construite par le moyen 
d'équations linéaires. C'est le résultat que nous venons d'obtenir 
par la précédente méthode. 

IL en est autrement pour le cas = 36. Le problème consiste à 
trouver deux courbes du cinquième degré tangentes en 10 points. 
Il y a des solutions spéciales, faciles à trouver, qui ne conviennent 
pas ici. Pour l’une, les 10 points sont sur une conique; mais alors 
le nombre 7 — 5 ne serait pas minimum, et l’on n'aurait qu'un cas 
particulier. Pour lautre, les 10 points sont les intersections de 
» lignes droites entre elles; mais alors la courbe seraît sur une 
surface du troisième degré. Je laisse de côté la solution de ce pro- 
blème. 


9. Courbes du douzième degré. 
Pour nr — ", on a : 
—— 1 Le . 
5-12: HT; dre dy= “+ == di 
/° 


La suite peut être arrêtée à S,, ce qui donne les cas h — 3=, 38, 30: 


La suite arrêtée à S, fournit les cas 4 — 38, 39, 40, 41, 42. En 
l’arrêtant à S;, on a À — 41, 42. Il est aisé de voir qu'après rejet des 
cas particuliers 1l reste 161 trois familles seulement. 





n. | r d: 4. m. dm). [12m+92. A. 99 + À, 








9 | 46 

8 39 49 
| 34 | 37 | 38 
| ‘ 
ae 


Gr 


=. 
D 
— 
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Courbe Nombre 
. n. Surfaces. complémentaire. des arbitraires. 
50 5 A A6 re) 57 
31 6 2e 2 droites 56 
k 
3 { 7 2,0 4 droites 53 
* 
36 6 3,4 0 49 
DE 7 339 3° degré 
38 5 4,4 4° degré 
oui / nl “À 
39 ; 1,4 4° degré 
8 2,9 6 droites 
10 8 4,5 8° degré 
41 8 | 
42 Ô 
15 8 
L/ 8 
44 - , 
/ 5 13° degré 
45 8 2 
16 
nee 9 
47 9 
18 DS 
49 9 556 18° degré 
/=2 À 
1.50 ( 
{°° GROUPE... ! J 
91 ) 
92 9 Lie : 
es ) 6,6 24° degré 
29 9 
21 9 | 
55 10 | 


Nota. — Le signe * indique les lacunes dans la suite des nombres }. 


Les familles À — 41, 42, 43, 44, 49 ne se trouvent pas définies. 
Les courbes complémentaires sont de degré supérieur, les adjointes 


aie A2; 


du douzième degré. I faut cependant remarquer que, pour k — 
on a des cas particuliers définis, comme il a été dit plus haut. 

La construction de ces courbes peut se faire ainsi : 

Prenez une courbe (c) du dixième degré, ayant 29, 26, 25, 
28 ou 29 points doubles apparents. Prenez G points sur cette 
courbe, et dans un même plan. Par ces 6 points, menez une cubique 
plane (b). 

Par les courbes (c) et (b) on peut mener une infinité de surfaces 
du cinquième degré. L’intersection de deux de ces surfaces est la 
courbe (a) du douzième degré, pour laquelle L à lPune des cinq 


- TPE 
Re 


A à Se dt 


27 


" ” MAL e., ROIS * ” "d M, AOC T ER er LS 2% "4 sb ‘4 
Ne RC USE PAT Re STE ee EL OT ED N0 PP Re RG E VA LL er ve 


be PA : > 
# 
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valeurs 41, 42, 43, 44, 49. C'est ce que l’on voit par les formules de 
la page 372. On démontre aisément que l’on obtient ainsi les types 
généraux des familles demandées. 

Le nombre des arbitraires, 48, se trouve établi d’après le théorème 
de MM. Bill et Nôther pour 2243. Par la construction précédente, 
on peut voir qu'il s'applique aussi pour k — 41, 42. 

Les courbes L = 41, 42, 43 se trouvent facilement aussi, et par 
des équations linéaires, au moyen de la méthode dont j'ai donné un 
exemple p. 421 et 422. On n’a qu'à déterminer deux courbes du 
sixième degré ayant entre elles 11, 12 ou 13 contacts, ce que l’on 
pourra faire en se donnant arbitrairement les points et les tangentes. 
De même, on aura sans embarras les polynomes $. Quant au rang 
d'arrêt de la suite S, on voit, par le même moyen que précédemment, 
le résultat suivant : en laissant S:S3 6: 53 quelconques, satisfaisant 
d’ailleurs aux conditions exigées, le rang d'arrêt minimum est égal 
à 4, dans les deux-sens de la suite. Arrêtons alors la suite, dans le 
sens posiif, à ce rang 4. Nous aurons une courbe du dix-huitième 
degré avec 101, 102 ou 103 points doubles apparents. Or la formule 
de la page 299, la même, en somme, que celle qui est employée 1e1, 
fait voir que cette courbe du dix-huitième degré est sur une surface 
du sixième degré. Donc, ex modifiant S, et $:, on pourra arrêter la 
suite, dans le sens rétrograde, à S$. Donc la courbe cherchée se 
trouve déterminée. 

Quant aux cas h — 44, 49, ils conduisent au problème : 7rouver 
deux courbes du sixième degré ayantentre elles 14 ou 19 contacts, 
dont je n'examinerai pas la solution directe. 


10. Courbes du treizième degré. 
La loi générale (p. 406) s'applique jusqu’à #2 = 38 inclusivement. 


‘Pour #7 = 5, la discussion est très simple. L'arrêt ne peut avoir lieu 


au delà de S;, et les nombres L que l’on trouve pour les cas d’arrèt 
à S:, 93 ou S, ne sont pas des limites, mais des nombres précis. On 
a ici le premier exemple de deux familles, répondant au même 
nombre }, sans que, dans aucune des deux familles, les courbes 
soient sur des surfaces du second degré. , 


NS 
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| 
n. E 3. 4. Le dm). [13m +2 A: g6 +. | 








k 35 54 | —19 | 47 | 
26 56 07. 11 Lie 
6 84 80 + 4 
46 | 
Le 
| } 

Courbe Nombre 
hr. n. Surfaces. complémentaire. des arbitraires. 
36 6 2,7 y droite G{ 

% £ L 
38 # 2,8 3 droites 62 
# 
42 8 2,9 5 droites 58 
x , 
À 4 F 30 I conique 53 
FE SEX NN 4,4 cubique plane ! 
3) Pre : 
| HSE A0 ss 2 droites 
) 8 LATE: cubique gauche 
47 8 4,5 7° degré 
18 8 5,9 19° degré 
$ 9 2,10 7 droites 
49 Ÿ | 
20 9 | 
on ( 
? 58 12° degré | ! 
5e () / 52 
Fa Q) | 
54 9 
55 9 0 17° degré 
56 {) | | 
GROUPE... CT RATE ‘ose degré 
65 ‘ | 
66 10 


La courbe sénérale h— 55 seule ne se trouve pas définie : sa 
complémentaire est du dix-septième degré; son adjointe est du. 
treizième degré. Voici la manière la plus simple de la définir. 
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D'après le second tableau, sa courbe complémentaire admet encore, 
sur la surface du cinquième degré, 11 arbitraires. Les points doubles 
apparents de cette complémentaire sont au nombre de 05 ; on pourra 
disposer des arbitraires de telle sorte que cette courbe du dix-septième 
degré soit dans le cas particulier 7 —12 (voyez le tableau des 
courbes du dix-septième degré). Elle à alors une adjointe du 
douzième degré. La solution est donc celle-ei : 


Prenez une courbe du douzième degré avec 45 points doubles 
o ee 

apparents, puis son adjointe de degré 15. Par cette dernière passe une 

surface du cinquième degré et une infinité de surfaces du sixième 

degré. Le complément de l'intersection de ces surfaces est la courbe 

5 Ï 
demandée. 

Par le procédé direct, la détermination de cette courbe revient à la 
solution de ce problème : Trouver deux courbes du septième degré 
qui se touchent en 21 points. Ges points doivent d’ailleurs n’être pas 
situés sur une courbe de degré inférieur à 5, ni se confondre avec les 

O ) 
intersections de 7 droites deux à deux. 

D’après l'observation faite page 290, pour les courbes dont cette 
dernière est un cas, J'ai ce résultat curieux :_ 


En général, le problème qui consiste à trouver une courbe du 
: d—2){d—3) À RES ; 
degré d ayant ONE a) points doubles situés sur une même 


> 
courbe de degré (d — A) concorde avec le problème suivant 
Trouver deux courbes de degré (d—6) qui se touchent en 
CONTE 


/ 





PR e Lee sé 
à points. Ges derniers" points ne doivent pas d’ailleurs 


être situés sur une courbe de degré inférieur à (4-8), ni se confondre 
avec les intersections de (4 — 6) droites deux à deux. 


11. Courbes du quatorzième degré. 


. FR x | ; CS s « , 2: + ; a DRE 
La loi générale de la page 406 s'applique jusqu'à » — 9 imclusive- 

ment. Pour 25, l'arrêt à S; donne lieu aux cas À — 52, 53; l’arrêt 

4 9, aux Cas 2 — 54,09, dont lé dernier est un. eas particulier, 


L'arrêt ne peut être reculé plus loin. 





125 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 
{ 
n. à 3. { mi dm). [14m +2. A. . | 18+A. 
î = 
12 73 f ho 58 — 23 55 
II 67 5 56 ge — 16 62 
10 | 58 59 6 S1 86 — 9 76 
9 51 54 ve) 7 120 100 20 
8 46 52 54 = 
LUS 
6 42 
Courbe Nombre: 
k LE Le Surfaces. complémentaire. des arbitraires. 
42 6 D (3 Ha 
45 7. 2,8 2 droites 71 
46 TO 2,9 4 droites 68 
* 
at 9 2,10 6 droites 65 
0 ol D 1 droite 58 
13 8 36 4° degré 57 
È ns ol h,4 1 conique | 
s 9 3,0 2 coniques 
55 9 4,5 * degré 
56 9 | 
57 9 ES 11° degré 
58 J EE 
PE 1 Ka) DA TO 8 droites 
: 
(1) 2) 10 | + < : 
60 10 | 515 11° degré 
Gi 10 
G2 10 >,6 16° degré 
63 Foi 56 
64 10 ; 
65 10 
66 10 
63 Il ESeD D 22° degré 
6 
L'EGROUPE É 
TD 11 | 
76 II 6,7 28° degré | 
| 
| 
77 IT { o*e , | 
} 7 35° degré 
78 12 \ 7:27 © 








(') Ce sont ces deux courbes qui servent à la seconde définition des courbes 
Le 39, 36 du onzième degré, par leurs cas particuliers, n — 9. Ces cas sont carac- 
térisés, l’un par cinq, l’autre par six conditions. ' : 
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Les fanulles 2 — 62, 63, 64, 65, 66 n’ont ici aucune définition. 
Pour À — 62, l’adjointe est du quatorzième degré; pour les autres 
valeurs de k, l’adjointe est du vingtième degré. 

Pour la première À — 62, voici la définition la plus simple : prenez 
une courbe du onzième degré avec 38 points doubles apparents, 
réprésentez-la avec un dénominateur de degré 8, et prenez son 
adjointe S;, qui est du seizième degré. 

Par cette dernière passe une surface du cinquième degré et une 
infinité de surfaces du sixième degré. Le complément de lintersection 
de la surface du cinquième degré et d’une surface du sixième est la 
courbe demandée. | 

Le même moyen donne encore des courbes du quatorzième degré 
ayant le nombre À — 63, 64, ..., mais ces courbes sont des cas parti- 
culiers. 

Le théorème de MM. Brill et Nôther détermine le nombre des arbi- 
traires, 56 pour 2264. Pour À — 62, 65, J’admets ici ce même nombre, 
mais sans démonstration. La preuve effective se trouvera, à la fin de 
ce chapitre, comme un cas d’un théorème général. 

La même observation s'applique dans la suite; je ne la répéterai 
pas. Je me contenterai d'indiquer par une double étoile *” la valeur 
minima de À à laquelle s'applique la proposition rappelée. 

Le problème de géométrie plane auquel on est ramené consiste à 
trouver deux courbes du huitième degré qui se touchent en 21. 
25, 26, 27 ou 28 points. 


12. Courbes du quinzième degré. 
La discussion pour 7 — 9 est, de tout point, semblable aux précé- 


dentes. 
| 

n è 3 4 6) mn Y(m). [15m +2 A 91 + A 
13 | 91 i 35 62 —27 6 
12 | 59 5 56 75 —2.1 70 
11 | 69 | 70 6 51 92 —..8 83 
10 | 61 | 64 | 65 cs 120 107 +15 
LATE OI 2630) 
Sr 5€ 160 





1 GROUPE...{‘ 84 


90 
LE 


Familles non définies 
Pour les trouver, 1l faut résoudre ce problème 


Aa 


A = 
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n. Surfaces, 
7 2,8 
8 2,9 
9 2,10 
re Do 
9 3,6 
10 >. 11 
9 3,6 
9 5,6 
9 4,4 
9 4,5 
10 3,7 
10 
1G 
10 250 
TO 
10 
J1 2,12 
11 5,6 
11 | 
11 | 
11 
II Le 
11 
11 age 
II 
11 
12 
12 
pe 
LL 
12 Le: 
12 

73,7 
12 
13 

RE 50,9 


HALPHEN, 


Courbe 
complémentaire. 


1 droite 


F) 


3 droites 
5 droites 


( 
cubique gauche 
7 droites 


1 droite, 1 conique 


3 droites 
1 droite 
5° degré 


6° degré 


9 droites . 
15° degré 


€ rt A 
27° degré 


34° degré 





eo ——— — 


LT TS NEO 


Nombre 
des arbitraires. 
80 


6o 


70, 


To 
4 


A 
LREUE | 


Trouver deux 


courbes du neuvième degré se touchant en 28, 29, ....ou 


36 points. 


RÉ ie 


13. Courbes du seizième degré. 
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n 22 

14 | 109 
I54Pa 02 
1251 OL 
LEN72 
101269 
960 
EN Re 
Te [MO 


AT GROUPE... 


76 
74 


LT me 


13 
14 


V(m) |{6m+2. 


Surfaces. 


DO 
2,9 


- 


D 


OO ON OO or oO On Oro QE & CON CE OS CD 
D Om OO OO Oo ONI Or OINI NI] NI EE ® D 


. 2 D L] = ss - = 2 *2 - - 2 + s Ê"] 


77 


39 66 
56 82 
84 98 
120 114 
Courbe 
complémentaire. 
0 


2 droites 
4 droites 
:6 droites 


1 conique 
> droites 


0 
5° degré 
8 droites 
5° degré 
5° degré 
biquadrat., 2 = 2 
9° degré 
desreé 


9° degré 
14° degré 


20° degré 
10 droites 


20° degré 


26° degré 


33° degré 


. Nombre 
des arbitraires. 
80 
98 
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Familles non définies : L — 80, 81, ..., 91. 

Pour L — 80, 81, trouver deux courbes des degrés 5 et 8 quise 
touchent en 20 ou 21 points. 

Pour h — 82, ..,, 91, trouver deux courbes du dixième degré 
qui se touchent en 36,..., 49 points. 


14. Courbes du dix-septième degré. , 
Les formules générales (p. 406) s'appliquent jusqu’à # — 11 inclu- 
sivement. La discussion pour # — 10 est très simple, et analogue aux 





précédentes. 
ne Sete A RER Es à mr. Y(m). [1Tm+7?. À 4 120+ 04. 
15 | 120 5 56 87 —31 89 
14 | 106 6 84 104 — 20 100 
13 | :94 | 9) 7 120 121. — I 119 
12 1| 87 | 88 8 165 138 +27 
1126707262 > | 86 
10 | 70! 80 | 84 | 85 TAEINEE SO 
9 | 66 
8 | 64 
Courbe Nombre 
h. n. Surfaces. complémentaire. des arbitraires. 
6; 8 2,9 1 droite 98 
# 
66 9 2,10 3 droites 96 
* 
70 10 DAS NE 5 droites 92 
x 
76 ét D, U2 7 droites 86 
80 10 330 1 droite 7 
81 10 527 quartique 74 
82 II Ja 4° degré 73 
83 F1 S 07 4° degré 72 
{ 10 fn cubique plane 69 
84 PAL Jr 4 droites 71 
[19 213 9 droites 78 
10 5,5 8° degré 68 
85 11 3,8 7° degré 50 
| il AD cubique gauche 68 
86 [1 3,8 7° degre 69 
ÉOPATA 5,5 8° degré 68 
(a 5,5 8° degré 68 
87 : de 
12 SMS 7° degré 68 


L'ÉCROUPE-T 


\ 


Courbes non définies : 
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l. 
83 


89 


118 
119 


12057 


nm. 


13 
13 





a © 





15. Courbes du dix-huitième degré. 


n. 2 

16. | 136 
19-191 
14 |108|1 
iS<t 97/4 
12 | 88 
11 SI 
10 | 76 

9 | 73 
8*|.72 
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di LAS 

04 

00 | 101 
94! 97 
91| 96 
90 


433 
Courbe Nombre 
Surfaces. complémentaire. des arbitraires. 
540 SAUBATÉ 
20 13° (icsré 
6,6 19° degré 
2,14 11 droites 
6,6 19° degré 
(D 25° degré 
SA s2rdècré 
7,0 39° degré 
8,5 47° degré 
PR OO Or IDD: 
m. d(m).|18m +7? A 136 + A 
5 56 92 —36 100 
6 84 [10 — 9260 110 
Fi 120 128 — 8 128 
8 165 140 +19 
28 


IL, 


134 OEUVRES 

L. n. 
92 8 
73 9 
76 10 
SI II 

k 
88 12 

* 

L] 

90 10 
OI {I 
92 TI 
03 Il 
94 HT 2 
99 12 
s { Fo 

06 
J lACSTS 
1 
(a 
97 15 
II 
( 12 
BAR ne 
9 l 12 
SEE No 
; | F2 
o 
[00 Re 
l 10) 
101 19 
102 13 
103 15 
104 15 
105 13 
106 13 
107 13 
] 
108 D 
N | 1 4 
109 11 
[10 11 
cal 14 

210 

5 "4 
120 14 
121 15 
127 19 
128 15 
1 GROUPE... 

129 15 
135 1) 
130 16 


DE G.-H. 


Surfaces. 


2,9 
210 


= 
—* 


C9 OUCS Or CS Or OU ES CSN EN O9. 09 05 O2 Où O5 US 
SO NP NI ER NS en SUIS DÉS MS SU DT SR US 
CE ® Or OO Or Or D OH Cr D HO MINI] 

es 


em 
—— 


NI 


HALPHEN. 


Courbe 
complémentaire. 


O 
2 droites 


4 droites 
6 droites 
8 droites 


0 
cubique gauche 
1 droite, 1 conique 
3 droites 
6° degré 
6° degré 
6° degré 
1 conique 
10 droites 
6° degré 
-6° degré 
PAHèSTreE 
7° degré 
6° degré 
7° degré 
6° degré 
12° degré 
ONderret 


18° degré - 


12 droites 
18° degré 
2° degré 


Courbes non définies : À — 101, 102, ..., 120. 





Nombre 
des arbitraires. 


108 
107 


(1) Cas particulier à remarquer : Surfaces 4,5. PARUS complémentaire, 2 


D: Ov Co ©CS > 


SN 


SES TT TT OS TEST I 
ND DCS RES 


droites. 





ANS PONS M PR FORD. ie 
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— 
ex 
St 


16. Courbes du dix-neuvième degré. 


mn. dm). (9m +2. A 193 + A. 





5 56 97 mn À: 112 
6 S4 116 — 32 121 
7 120 139 19 135 
8 165 154 +11 
Courbe Nombre 
on n. Surfaces. complémentaire. : des arbitraires. 
81 9 2NTO 1 droite 118 
LS 
83 10 AT 3 droites 116 
’ 
8 IT FA) 5 droites Lr2 
* 
93 12 PS) 7 droites 100 
*x 
IOI 13 TIT4 9 droites 98 
102 11 DT 1 conique 88 
103 [> sy 2 droites 87 
104 12 359 5° degré 86 
10) 12 3,8 »° degré 85 
106 12 20 SAttenhé 81 
107 13 4378 Pacgre Us 
15 D. 5° degré 82 
108 è & 
; 12 AL O 1 droite 78 
: ; 19: 3,9 8° degré SI 
109 : Do 
12 4,6 5° degré 77 
| 15 3.0 8° degré 80 
110 15 4,6 5° degré 76. 
| 12 55 6° degré 76 
LE LT NL 11 droites 88 
III | 15 3,0 8° degré 59 
13 520 6° degré 76 
13 3,9 8° degré 7 
ES ; 15 5,6 11° degré FD 
3 13 3,9 8° degré 77 
es ; 13 6,6 17° degré 76 
de 4 NOM EU 3,9 8° degré 76 
ee ARTS 6,6 17° degré 76 
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Courbe Nombre 
0e n. Surfaces. complémentaire. des arbitraires. 
119 14 
$ 6,6 17° degré 76 
120 14 
121 14 67 23° degré 
pas 14 77 30° degré 
fa ir 14 CT 30° degré 

OS ee 2,16 13 droites 
12/ 15 
k x ,: 
132 ’ ; 
7,7 30° degré 
nas 6 
130 1 e 
187 16 
138 16 FAR) 37° degré 
139 16 
1" GROUPE... 
8,8 15° degré 
192 16 | 
153 17 


Courbes non définies : À — 121, 122, ..., 130. 
Leéscourbes = TI 1410, 0%, 160/ne/serpnt définies =qHapres 
celles dudegré 17 avec = 00,912" 05" 


17. Courbes du vingtième degré. 


NÉE R MAUET MAEATADEES Ge m. V(m).|20m+2.| A. 174 + A. 





14-15 12 241425 
13 |106|116 | 122 | 123 | 126 
12-|- 99 [114 | 120 





126 


LAC 


128 


129 


o 


nm. 


é, 
10 


IT 


[12 


Surfaces. 


2,10 
2 Li 


D) © D Co 
2 


© 


MN ECRNOEAS 202 


ss 


Où = © = © 


au 


ss 


D D OO DS © ww bb Crew EE 


Ee] 


Lo 


S D 


. 


7 


ss 


ET 


2 es 
PROMO COMMIOtO 


T 


s 


s 


D 


D en 


ET 


Le 


SO — 


2 


2 


_ 


D 


9 


St GO Œ D CO OO mm I 


= 


(Sa 


mn. Cù © 


D — 


Oo + 


© = 


Qt 


© © © 


© 


© 
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Courbe 


y 
Â37 


Nombre 


complémentaire. des arbitraires. 


O 


droites 


(er) 


© 


Î 
[A 


1 droite 


10 droites 
4° degré 


DAdCSre 
redesre 
biquadratique 
7° degré 
quartique 
5° degré 
CBTÉ 
> coniques 
5° degré 
7° degré 
10° degré 
12 droites 
10° degré 
16° degré 
10° degré 
16° degré 
10° degré 
16° degré 
10° degré 
16° degré 


129 
128 


54 
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Courbe À Nombre 
/L. n Surfaces, complémentaire. des arbitraires. 
130 19 6,6 16° degré 
131 1 6,6 16° degré 
132 15 6,6 16° degré | 
133 15 6,7 29° degré 
134 15 | 
1e 4 n,7 29° degré ë 
138 15 | | 
19 
15 4 
9 (8016 Dh 14 droites 
140 16 
; ; 80 
JE si PASS: 29° degré 
145 16 
+140 16 7,00 36° degré 
150 10 \ 
153 10 | 
| 154 ÉTAT 44% degré 
1° GROUPE... 2 
170 15 
171 18 l 


Courbes non définies. : h — 133, 134, ..., 155. 
Les courbes } — 130, 151, 132 ne seront définies qu'après les 
courbes du 16° degré ayant 80, 81, 82 points doubles apparents. 


18. Déjà, dans les derniers tableaux que Je viens de construire, 
les lois se mamifestent avec une assez grande netteté. Mais on les 
verra plus clairement apparaître encore dans celui que je vais main- 
tenant donner. Je vais construire le tableau des courbes du degré 120, 
au sujet desquelles un prenuer aperçu figure à la fin du chapitre 
précédent. De cet aperçu résultat cette conséquence. Toutes les 
courbes de degré 120, qui ont moins de 6020 points doubles appa- 
rents, se déduisent des courbes de degré moindre. La manière de les 
déduire ressortira de la construction même. 

Quelques explications sur la construction du tableau. 

La loi générale de la page 406 s'applique tant que l'inégalité (8) 
{p. 404) n’est pas satisfaite. L'inégalité opposée nr > d— 2 a 
donne ici r Z 108. Ainsi, jusqu à n = 108 inclusivement, les nombres 
qu'il faut inscrire sont ceux que fournit la formule générale. 


RS, 
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Pour chaque valeur de n £105, voyons jusqu’à quelle colonne nous 
devons prendre les nombres fournis encore par cette loi. Si m est le 
numéro de cette colonne, m' le degré moindre des surfaces, autres 
que celle du degré m, passant par la courbe, la Loi se continue (p. 404) 
si l’on a 


m+m—(d—n)—1> m—3 ou m'>d—n—o. 


Ayant d’ailleurs m' => mo Je Vois que la loi sera continuée tant 


que l’on aura 
d d 


—2d—n—2 ou ME ———— ; 
m d—n—2 


ce qui nous donne les résultats suivants : 


FOUEME=--107./ 106 109, 104, *103,1102, 101) 100,00, :08;-97%: :90 09, 94; 93e 08) 
2 LUS ONTARIO DIU 10 boire 0e 100 0 300, 10 D 400, 4, vie 


Pour chaque valeur de 7, on prolonge ainsi le tableau suivant la 
même loi dans les colonnes portant des numéros qui ne dépassent 
pas la limite de » indiquée. 

Il s’agit ensuite de trouver les nombres qu'il faut inscrire dans 
les autres colonnes. Chacun de ces nombres doit être une limite 
inférieure précise; le calcul même indiquera comment s’atteint cette 
limite. 

Suivant les cas, le moyen le plus rapide est, ou bien de chercher 
la modification qu'il faut faire subir au nombre que fournirait la 1o1 
sénérale; ou bien de chercher le nombre directement. Je ne détail- 
lerai pas 1c1 tous les calculs, ce qui serait aussi inutile que fastidieux ; 
je donnerai seulement quelques exemples des deux procédés. Il sera 
facile au lecteur de vérifier par les mêmes méthodes tous les nombres 
que J'ai calculés. 


Exemples du premier procédé, — Calcul des nombres qui 
répondent aux colonnes 10, 11, 12, 13 dans la ligne #7 —105. On 
AL 107: 

di 110, dyt09: CAE di = 57, do = 60, 
Lit=208: dia" 72, 3 = 81. 


: Si l'arrêt a lieu à S,o, la condition de minimum exige que les 
points doubles (4) ne soient pas sur une courbe de degré moindre 
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que dis — 9. Pour l’adjointe, on a ainsi : 


= 09; Do, d'Un- 0 ee ide 


On peut donc lui appliquer la loi générale. Mais cette adjointe est 
simplement astreinte à n'être pas située sur une surface de degré 
moindre que 7. La formule (9 bis) (p. 406) donne donc 

51702 


lo = 





| TRES 
MR ONCE 


tandis que la loi générale est basée sur la supposilion 


51.52 
h32 





+46). 


\ 


Donc il faut déëminuer d’une unité le nombre que fourmirait la loi 
générale. Ce nombre serait 6000; il faut mettre 5999. La courbe de 
degré 120 correspondante est alors intersection de deux surfaces des 
degrés 10 et 13; la courbe complémentaire, du dixième degré, doit 
avoir alors 59 points doubles apparents, ce qui ne se peut. Donc 
l'hypothèse que l’adjointe soit sur une surface du septième degré est 
impossible. Elle est donc, au moins, sur une surface du huitième 
degré. Donc aucune modification ne doit être faite au nombre que 
donne la loi générale. 

Si l'arrêt a lieu à Sÿ,, on a de même une modification de 4 unités 
au nombre de la loi générale. Ici la modification est possible, et Pon 
a une courbe de degré 120, intersection de deux surfaces des 
degrés 11 et 12, se coupant en outre suivant 12 droites qui ne se 
rencontrent pas. Le nombre est égal à 6006. 

S1 l'arrêt a lieu à S;s, on a aussi une modification de 4 unités, 
répondant à une courbe située sur deux surfaces du douzième degré : 


h — Gor2. 


Si l'arrêt a lieu à S,3, modification de 1 unité, répondant à une 
courbe située sur deux surfaces du treizième degré : 


h = 6o18. 
Exemples du second procédé : n — 101; colonnes 16 et 15 : 
dj =T92p, dir Or, DAS des = 56, dis = 69. 


Si l'arrêt est reculé jusqu’à S;5, l’adjointe de degré 56 ne peut pas 





GREATEST TE ES ET 
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ètre sur une surface de degré moindre orale: On peut calculer une 
limite inférieure de X,; par le théorème de la page 299 : 


“ 


MÉLI) ==5 0 56.11+ 2 — 618, A = — 951, 


AO 





— 254 — 1231. 


Donc h,,21232. D’après la formule d,d,— 2h—d;,;d;;—2h;;, 
ceci donne = 6032. C’est le nombre cherché. 
Un calcul tout pareil pour la supposition de l'arrêt reculé jusqu’à S,; 


donne pour À une limite supérieure à = dyd,, ce qui ne se peut. Donc, 


pour 7» — 101, la courbe ne peut pas être sur une surface de degré 
minimum supérieur à 16. 
De même, pour #7 — 100, le minimum du degré des surfaces ne 


dépasse pas 15; il n’y a qu’une famille dans ce cas : 


h — 6000. 


es explications suffisent. je pense, pour faire comprendre commen 
C licat flisent, je p ii L prend fs 
les nombres sont calculés (!). 


19. Je ne procéderai pas à un dépouillement immédiat des résultats 
que fournit ce tableau, comme je l'ai fait pour les tableaux précé- 
dents. Je m'en servirai pour donner, d’une manière bien nette, les 
exemples numériques des lois générales qu'il est temps d'établir et 
dont l’application eût été trop incomplète si je m'étais borné à de 
petites valeurs de degré d. 

Soit H(m) le nombre inférieur, inscrit dans la colonne portant 
le n° m; soit aussi Ÿ) (m) le nombre supérieur, inscrit dans la même 
colonne. Considérons, en premier lieu, tous les nombres m pour 
chacun desquels la fonction H (#2) a une valeur numérique inférieure 
au minimum de la fonction Ÿ; c’est-à-dire, dans l'exemple ci-contre, 
considérons pour » les valeurs 2, 3, ...; 19. Nous avons d’abord 
cette proposition : St h est inférieur à H(m), la courbe est située 
sur une surface de degré moindre que m. 

S1 À est égal à H(m), il existe une famille de courbes pour 
lesquelles le degré minimum des surfaces passant par ces courbes est 
égal à m. Il en est de même à l’égard des valeurs de L supérieures 
à H(m),le cas m— 2 étant réservé, et sauf aussi quelques lacunes 
dans les premières valeurs de L immédiatement supérieures à H(m) 





(!) [ Le tableau ainsi construit se trouve à la page suivante.] 








Premier tableau pour les courbes du degré 120. 


DAT C8 AA 5.56 PACS PORC TAPANT ETAT M RTE 7: 


7021 
6904 
78916790 
6 70 679 6680 























565 71| 57416575 

456! 466! 4721 4551647 

349! 364! 574| 38ol 38316384 

244] 265! 280| 290! 296! 299[6300 

141} 169! 190! 205) 215] 2921] 224[6225 

040! 076! 104! 125| 140! 150! 156| 1596160 
2394115986! 022| 050| o71| 086| 096| 102| 105/6106 

84nl 899/5944/3980| 008! 029! 044! 054| 060! 06316064 

749! 815] 870! 91515951 9979 000! o15| 025| 030] 033/6035 

6506! 734| 800! 855| 900! 95615964/5985| 000! 006! o12| 018|6020 

265! 656! 734] 800! 855| 900! 936! 963/5987 5990 5999! ,008| 014/6020| . 
476! 281] 672! 750! 816! 871] 916| 948] 970! 981! 99»! 006! or1| 018|6036 
359] 509! 614| 705] 783| 8/49| 903| 039 064 978] 99215999] 000! 012] 03316069 
304| 440] 560! 665! 556! 834] 896! 935 ga 976! 988] 996! 000! 010|6052 
221| 574] 510] 630| 735] 825| 894| 935 95e 5990/5976|15979|2985 [6000 

140| 311! 464! 6oo| 720! 821| 886/5928/5940 

061! 251| 422] 575] 711] 81815880 

419841 194! 384] 555] 075814 

909! 140] 350| 540! 704 

530| o89| 320| 5330/5700 

765! o41| 294| 524 

6906/4996! 252! 593 

629! 954! 25415520 





069! 699 Second tableau (déjà donné p. 410). 


ee 4680 m. v(m), |[120m+2. À, 7021 + A. 





20/2 — 02 * 6119 
709 15 1330 21062 —832 6189 
68 19 1540 2289 —742 6279 
661 20 1751 2402 —631 6390 
240 FF: 2024 2929 — 498 6523 
621 Pb. 2300 2642 —3/2 6679 
Go 23 2600 2762 162 6859 
289 2! 2929 2882 + 43 
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(p. 401). Désignons par C une quelconque de ces courbes, prise 
dans toute sa généralité. Il s’agit de reconnaître si effectivement C,, 
est le type d’une fanulle distincte ou si, au contraire, c’est un cas 
particulier d’une famille plus générale. S'il en est ainsi, C» devra 
ètre cas parüculier d’une famille C,,,, le nombre m' étant essentielle- 
ment supérieur à mn. 

Exceptons encore, pour un instant, le dernier, le plus grand des 
nombres envisagés en ce moment; dans l'exemple actuel, le nombre 15. 
Je vais prouver : 1° que Ch est effectivement un type de fanulle 
distincte tant que À reste inférieur à ÿ (m +1), sans atteindre cette 
limite; 2° que ce n'est plus qu'un cas particulier quand } atteint 
cette limite. Je vais même déterminer le nombre des arbitraires que 
renferme, dans sa définition, la famille C,. La démonstration, 
pour être plus claire, sera d’abord présentée pour les nombres 
successifs 71 — 3, 4, .... 





20. Soit, en premier lieu, » — 3; et supposons, pour commencer, 
h = #)(4) —:1; dans l'exemple ei-contre : À — 6659. La courbe C; 
est située sur une surface du troisième degré, et le nombre caracté- 
ristique 7 est égal à d— 5, ici 119. Pour toute autre courbe (ar 
C5, ..., ayant le même nombre } de points doubles apparents, le 
nombre n° sera nécessairement plus petit que n. Il est donc certain 
que C3 n’est pas un cas particulier de G,, G;, .... Ainsi G, est bien 
une famille distincte. Nous connaissons le nombre de ses arbitraires. 
J'ai effectivement indiqué (p. 390) que, pour les courbes situées 
sur les surfaces du troisième degré, le nombre des arbitraires 
est (d+ p +18). Ce résultat est une conséquence facile de ce fait 
que l’on peut prendre pour adjointe une courbe du premiér groupe. 
Pour l'appliquer, observons que, d’après les hypothèses, nous avons 


ti (Are 53: 
RE En 2 
Cdt 0 (des 2 RC 4} =#5;) 


2 


P = : — 9 = 34 —18, 


d'où résulte 
d+ p+18 = 4d. 


Le nombre des arbitraires est donc 4 d. 


21. Considérons encore, pour m — 3, une valeur de ! supérieure 
à la linute # (4) — 1, et d’abord une valeur supérieure ou égale 


EX 
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à #(3). Soit C, une courbe correspondante. Je dis que c’est un cas 


particulier d’une famille plus générale. Considérons, en effet, une 


courbe, la plus générale possible, pour laquelle le nombre A ait la 
valeur supposée, et le nombre 7» soit au moins (d— 4). On voit 
aisément que, pour appliquer la formule (20) de la page 294, on 
devra égaler à zéro les deux termes complémentaires de cette formule 
aussitôt que » égalera ou surpassera le nombre 3. Par conséquent, 
la supposition que la courbe soit située sur une surface du troisième 
degré n’entraîne aucune condition parüculière pour la conformation 
du groupe des points doubles apparents. Elle exige seulement entre 
les polynomes S, et $, des conditions traduites par des équations 
linéaires, dont la formule (20) nous donne le nombre. Ce nombre 
est ainsi 3d—+1—p, la surface du troisième degré étant supposée 
donnée. Si cette surface reste ad libitum, le nombre des conditions 
devient (3d—:18 — p). En conséquence, la courbe C; est un cas 
particulier d’une famille générale, dans la définition de laquelle 
figurent des arbitraires en nombre supérieur de (3d—18 —p) 
celui des arbitraires qu’admet la définition de C;. Or C, admet, dans 
sa définition, te + p +18) arbitraires. Donc : la famille générale 
de courbes C®) pour lesquelles on a hZ?$(3) est HRIqUe et renferme 
dans sa définition 4 d arbitraires. 

Il ne faut pas perdre de vue que cette famille C®? peut aussi être 
définie comme correspondant au nombre r — d - 4. C’est un résultat 
qui va être utilisé dans un instant. 


22. Pour les courbes tracées sur les surfaces du quatrième degré, 
jai indiqué aussi (p. 396) que le nombre de leurs arbitraires est, 
d'une manière générale, p+33. La démonstration peut se faire 
grâce à cette circonstance que les adjointes appartiennent encore au 
premier groupe. Considérons une courbe C; avec la supposition 
h2Z#Ÿ(4), nr —=d—5.En répétant exactement le même raisonnement 
que nous venons de faire au n° 21, nous établirons que C est un cas 
particulier d’une famille plus générale C(®, admettant des arbitraires 
dont le nombre surpasse de (44 — p—33) celui des arbitraires 
qu’admet C;. Donc encore la famille générale de courbes CW 
pour lesquelles on a h? #(4), et qui sont situées sur des surfaces 
dont le degré n'est pas moindre que 4, sata te dans sa défini- 
tion 4 d arbitraires. 
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23. Revenons maintenant aux courbes tracées sur les surfaces du 
troisième degré, et correspondant à une valeur de A supérieure 
à #(4)—1, comme je l'ai dit au n° 21; mais prenons maintenant 
celles pour lesquelles À est inférieur à #(3) : n est dès lors égal 
à (d—5). En examinant encore les conditions sous lesquelles la 
formule (20) de la page 294 s'applique ici dans l'hypothèse m = 3, 
nous reconnaîtrons que ces courbes sont des cas particuliers des 
familles C(. Je n'insiste pas sur la démonstration qui va tout à 
l'heure être présentée sous une forme générale. 

Il se trouve ainsi établi que les courbes situées sur les surfaces du 
troisième degré, et pour lesquelles À est‘supérieur à #2 (4) — 1, sont 
des cas particuliers. 

Quant aux courbes C;, pour lesquelles À est inférieur à DER) x, 
il n’est pas encore prouvé qu’elles soient des types distincts. Ce fait 
n’est établi encore que pour À — #j(4) — 1. La suite du raisonnement 
va combler cette lacune. 


24. Dans le chapitre V, je n’ai pas parlé du nombre des arbi- 


traires que comportent, dans leur définition, les courbes tracées sur 


les surfaces du cinquième degré, ainsi que je l'avais fait pour les 
autres courbes tracées sur les surfaces du troisième et du quatrième 
degré. C’est qu’effectivement les adjointes des courbes C; sont des 
courbes appartenant au type général que j'ai désigné tout à l’heure 
par CG). On.ne connaissait pas alors le nombre des arbitraires que 
comporte la définition des courbes de cette espèce C®%?. Ce nombre 
est maintenant connu, d’après le n° 21; il est encore égal à 4d. Au 
moyen de ce résultat, il sera aisé d’établir que (sauf quelques 
exccptions relatives aux valeurs minima de h, analogues à l'exception 
signalée page 306) les courbes CG; admettent des arbitraires au 
nombre (p— d+54). Par là, et en raisonnant comme au n° 21, on 
démontrera que les courbes C;, répondant aux nombres ñn — d — 6, 
h>#)(5) sont des cas particuliers d’une famille plus générale C5 
admettant encore dans sa définition 44 arbitraires. Ainsi cl existe 
une famille générale de courbes Cf, qui ne sont situées sur 
aucune surface de degré moindre que 9, pour lesquelles on 
a h=#@(5), n —d 6, et qui comportent 4d arbitraires. 


25. Les courbes C3 correspondant aussi à » — d — 6 sont, on le 
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voit maintenant, distinctes des courbes C5), En effet, le nombre des 
arbitraires des courbes C; augmente avec le genre p, suivant la 
forme (d + p +18). Or on a trouvé le nombre 44 pour celui des 
arbitraires de la famille C; qui correspond à h — ÿ (4) — 1, On a 
donc plus de 4d arbitraires pour les courbes GC, dont il s’agit mainte- 
nant, et qui correspondent à ! € #) (4) — 17. - 

Mais ce n’est pas encore tout ce qu’on doit conclure de la consi- 
dération du nombre 7 — d — 6. En raisonnant comme au n° 20, nous 
concluons aussi que les courbes C,;, pour lesquelles  — DEEE, 
forment une famille distincte, admettant 4d arbitraires. 

On doit, dès à présent, comprendre comment ce raisonnement se 
continue et donne une succession ininterrompue de résultats relatifs 
à des Æamilles C,5:C57 Ci, er OC, CE PAS Tel vais Marre ce 
raisonnement dans sa généralité. 


26. Considérons, pour n, la valeur 7 — d'u. -1, et envisageons 
la courbe la plus générale, située sur une surface de degré au moins 
égal à (u —1), pour laquelle enfin A soit au moins égal à # (nu). 


Cette courbe est définie par les éléments de $a représentation 9 — 0, 
7 ; 

Der Le groupe des points communs aux courbes & = 0, u—0 
ne doit pas être supposé doué de propriétés autres que celles exigées 
par la définition même. Par conséquent, pour appliquer la formule (20) 
de la page 294, nous devons attribuer à la fonction F la valeur numé- 
rique qui résulte de ce fait : les courbes de moindre degré qui 
passent par ces points sont wo — 0, ty — 0. Parmu les points com- 
muns à ces deux courbes, 1l en est qui n’appartiennent pas au groupe 
considéré; le nombre de ces points est nn +1) — n7d+h. Si donc 
ce nombre est supérieur à la limite de F(n+ m), assignée page 201, 
les points du groupe devront être considérés comme indépendants, 
pour le degré (nr + m). Or la condition 

(R—m)(n—m —1) 


n(n+i)—nd+hz 
2 


que nous trouvons ainsi, si nous l’appliquons au cas actuel 
n=d—n—1 


el en supposant m —u—1, donne précisément pour limite inférieure 
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de À le nombre inscrit à la colonne 2 dans le tableau, pour la ligne 
qui correspond à la valeur de 7 envisagée. 

Ainsi, en supposant m—u-—1,eta fortiori m2, nous aurons 
zéro pour le premier terme complémentaire F(n+m) de la 
formule (20). Quant au second terme complémentaire, la condition 
pour qu'il soit nul est précisément mZu—1. En conséquence, la 


formule 
Nn=md+i-p 


s'applique à la courbe pour toute valeur de m égale ou supérieure 
à (4 —1), et ne s'applique pas pour les valeurs moindres. 


Prenons m égal à u, et concluons que, pour la courbe C# dont il 
s’agit, la condition d’être située sur une surface de degré 1 non donnée 





lui impose des conditions au nombre [-— p+ud+otd(u)l] 
Supposons démontré précédemment que la courbe générale C2), 
d’un degré quelconque d', admet dans sa définition 4 d° arbitraires, 
Les adjointes des courbes C,, situées sur des surfaces de degré u, 
sont des courbes C#—2 de degré. d,, différent de d, comme on le 
voit en appliquant encore un raisonnement déjà employé plusieurs 
fois. Par l’intermédiaire de cette adjointe, dont on connait le nombre 
des arbitraires, on pourra aisément trouver le nombre des arbitraires 
de toute courbe C4, située sur une surface du degré à. Ce nombre 


n’est autre que 
d=p-{vuA)d Ed), 


dont les cas particuliers u — 2, 3, 4 ont déjà été employés. Par suite, 
la courbe C,, qu’on vient d'envisager, est un cas particulier d’une 
courbe CF qui admet, des arbitraires dont le nombre se trouve en 
faisant la somme du nombre «a et du nombre des conditions précitées. 
Cette somme est 4d. La proposition est donc prouvée pour les 
courbes C(b) quand on la suppose exacte pour les courbes C2), 
Elle est donc prouvée dans sa généralité : 


La courbe générale CU), qui n'est située sur aucune surface 
de degré moindre que x, comprend dans sa définition 4d arbr- 
tr'atres. 


Et. par les mêmes raisons que dans les cas particuliers précédem- 
; ( 
ment envisagés ; 


Toute courbe GC, située sur une surface de degré » et pour 
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laquelle le nombre h est au moins égal à # (y), est un cas parli- 
culier de la courbe Cl ou de la courbe CE-1), où Clu2), .,.. 
Toute courbe C, située sur une surface de degré , et pour 
laquelle le nombre h est moindre que # (y), est le type d’une 
famille distincte, dans la définition de laquelle figurent des 


arbitraires au nombre 


Ag=p—(pr—4)d+vŸ(n) — 2. 


Le 
On remarquera que pour la valeur maxima de h, savoir 
h=#(n)—1, 


le nombre À, devient 4d. C'est ce qui résulte de la valeur de # (x) 
donnée par la formule (9) de la page 406. (Le nombre w de cette 
formule n’est pas le même qu'ici; 1l en diffère d’une unité.) Pour les 
autres valeurs de h, le nombre À, est supérieur à Ad. 


27. Ces propositions sont établies en supposant le nombre 4 limité 
comme Je l’ai dit au n° 19. Au delà de la limite assignée, les faits se 
compliquent comme le montre le tableau, mais les raisonnements 
employés ne cessent pas d'être exacts. Nous avons donc : 1° une série 
de courbes C,;, situées sur les surfaces du quinzième degré, et qui 
forment des familles ‘distinctes tant que le nombre ne dépasse 
pas (16) —1— 6035; 2» une série de courbes C4 formant des 
fanulles distinctes pour 6033 £ ! £ 6068. 

En même temps, nous avons les familles générales C(12), CU, 
CU9, C5), C6, pour lesquelles les nombres À ont les limites infé- 
rieures respectives 6064, 6035, 6020, 6020, 6036, et qui doivent 
naturellement être confondues entre elles pour toute valeur commune 


de À. 7 


28. Pour les nombres m auxquels ne correspond aucune colonne 
dans le tableau, ainsi que pour celui auquel correspond la dernière 
colonne, la limite inférieure est donnée par le second tableau. A cet 
effet, 11 faut prendre pour H(m), ainsi que l'indique le théorème de 
la page 209, le nombre qui, dans le second tableau, correspond 
à (m-—1), et l’augmenter d’une unité. On ne manquera pas d’observer 
que, pour mn —17, cette même limite H(15) — 6069 est également 
donnée par le premier tableau. Cette coïncidence constitue une 
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vérification bien importante à cause de l’extrème différence entre les 
deux méthodes fournissant cette limite, l’une, celle de la page 40», 
fondée uniquement sur la considération de la courbe adjointe, l’autre 
résultant du théorème de M. Eduard Weyr, fondé sur des considéra- 
tions directes (p. 299). Gette coïncidence se retrouvera dans tous les 
exemples que l’on voudra former, et il est bien aisé par les formules 
de s’en rendre compte. 

Dans le second tableau, le nombre qui figure à la dernière colonne, 
pour la ligne m', est, par construction, 
PSE (d—1)(d— 0) 


Ù 


+ L(m')— m'd—). 


2 


Nous aurons la limite H(m) en prenant le nombre 1, pour 
M = M—I. 
Ceci donne 
(d—1)(d—) 
2 
(d— m)(d— m—1) 


DA 


HAS — (m—i)d—1+vd(m—1) 





+ L(m—o). 


Cette formule, comme on voit, ne diffère pas de celle qui repré- 
sente Ÿ (m F 

Ceci mène à une conséquence curieuse : si l’on prolonge le second 
tableau ex dessus, en l’étendant aux valeurs de mn, pour lesquelles le 
théorème de la page 299 cesse de s'appliquer, les nombres de ce 
tableau fournissent cependant des renseignements utiles. Chacun 
d’eux indique alors le maximum du nombre des points doubles 
apparents des courbes C,,, formant des familles distinctes, et situées 
sur des surfaces de degré mn. 


29. Résumant tous ces résultats, je les énonce dans la proposition 
que voici : 

Soit m un nombre entier, égal ou inférieur au plus petit 
entier M pour lequel est satisfaite la condition 


(ME DM) M9) ge 3 


Chi 


d 


A ce nombre m correspond un autre nombre H(m), fonction 
toujours croissante avec m (dont on verra plus loin la détermi- 
nation), jouissant de la propriété suivante : 
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Toute courbe du degré d qui a moins de H(m) points doubles 
apparents est située sur une surface de degré moindre que m. 

Pour tout nombre m,, supérieur à M, il existe pareillement 
une semblable fonction H,(m,), donnant lieu à la méme pro- 
priété; cette fonction a l'expression suivante : 


(d— m)(d— m;—:1) < mi(mi— »e 


H, (m1) = = 6 


A tout nombre h égal ou supérieur à H(m) correspond une 
famille de courbes du degré d, ayant h points doubles apparénts, 
et situées sur des surfaces de degré minimum m (sauf quelques 
lacunes dans les plus petites valeurs de h). Tant que le nombre h 
reste inférieur à une autre limite # (m 1), SANS ATTEINDRE CETTE 
LIMITE, les courbes dont il s’agit forment des familles distinetes. 
Chacune de ces familles comporte dans sa définition des arbt- 
traires dont le nombre est Ad pour celle qui a le plus grand 


nombre possible de points doubles apparents (na Er. et 


pour toute autre [4d+ #(m +) —1—h|], nombre supérieur 
à Ad (sauf encore quelques exceptions dans les plus petites valeurs 
de A). 

La limite #)(m +1) est donnée par une formule semblable à 
celle qui donne H,, savorr : 


HG De LUN PEER CA RE SERA 


2 6 


Quand le nombre h atteint ou dépasse la limite #(m +1), 
chacune des courbes précédentes n'est plus qu'un cas particulier 
d’une famille plus générale, entièrement caractérisée par les 
nombres d, h, et dans la définition de laquelle figurent des arbi- 
traires au nombre À d. | 

Les courbes situées sur des surfaces du second degré offrent 
une exception : les nombres h qui sy rapportent forment, à 


partir du minimum 
d—1\? 
H = 
lier 


p(3P INT PGA 


2 





Jusqu'au maximum 


1) 


une suite discontinue. 
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Pour les nombres m, il n'existe aucune limite analogue à #;: 
ou, pour mieux dire, cette limite se confond avec H,(m;, +1). 
Les courbes correspondantes forment des familles distinctes dans 


la définition de chacune desquelles figurent des arbitraires, au 
nombre Ad. 
Voici maintenant, pour compléter cet énoncé, la détermination de 


la fonction H(m). La fonction H(m) a les valeurs suivantes : 


HER? FR a 
LOUE | (° >? ) | entier contenu dans (=) [ 


H(3) = LR 





) 
J 


.[(d— 2» 
H (= |; 
F4) : ñ ? 
HT xSOoU 
A 
RACE) = . au cas où d'est divisible par 3; 


et généralement, s étant le plus petit nombre non négatif qui 
rende (d+c) divisible par m, et (d+5) étant alors égal à my, 
on aura 

(d—s)(m—1)(n —1) 

EE AR SR 


HGm)—= = 


sous la condition ExXbREsse 2m, et, par conséquent, tant 
que (m°?— m) sera inférieur à d: 


m?— mm € d. 


La courbe CG, qur a H(m) points doubles apparents est l'inter- 
section de deux surfaces des degrés m et u; cette intersection est 
complétée par une courbe rranr de degré 5. Elle est une inter- 
section complète AU CUS OÙ — 0. 

Dans le cas 5 —0, la première lacune des valeurs de h pour les 
courbes situées sur les surfaces du degré m est 


Hum) * H(m)+m—o; 
dans les autres cas, la première valeur possible pour h, au-dessus 
de H{m), est le plus petit des deux nombres 


H(m) + o—, I() + m — 0 —0. 
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(Ce résultat, établi pour » — 4 et 5, est facile à prouver en suivant 
l'analyse employée pour ces cas particuliers, et considérant la valeur 
de » immédiatement supérieure au minimum.) 

Pour tout autre nombre m', tel qu'on ait 


Mm?2— m2, 


La fonction H(m') suit une autre loi qu'il n’est pas possible 
d'exprimer par une formule unique. Cette lot s'obtient, dans 
chaque cas, suivant les règles expliquées au GRApiuré V (p. 407 
et 408). Mais il faut avoir soin d'observer qu'à l’égard TA 
nombres m' pour lesquels H(m!) est supérieure au mintmum 
de #, La fonction H(m') perd une de ses propriétés. Elle cesse 
de marquer la limite inférieure des nombres h, au-dessous 
desquels les courbes sont situées sur des surfaces de degré moindre 
que m. C’est ce qui arrive pour m — 106, dans le cas d = 120. 


30. Pour lexemple choisi d—120, les valeurs numériques 


de H(m') sont les suivantes : 


Hé) =25970: H(13)2=5070; H(x4) = 5985, 
H(15)= 6000,  H(16) = 603». 


On peut donner une définition de la limite H(7»') fondée sur les 
considérations suivantes, qui seraient insuffisantes &@ priori, mais 
suffisent quand on connaît l’existence de cette limite. 

Soit une courbe CG, située sur deux surfaces À — 0, B — 0, toutes 
deux de degré #»/. Soit | la courbe qui complète l'intersection. 
Envisageons une surface A’— 0, différente de À et B et de toute 
surface de leur faisceau, et qui passe par F; soit [la courbe qui 
complète l'intersection de À et de A’. Prenons enfin une autre 
surface, distincte du faisceau (A, A’) et passant par [”, Soit B— 0 
cette surface. On aura immédiatement une identité de la forme 


suivante : 
B'B = PA + QA’, 


dans laquelle Q —o représentera une surface passant par C. Soient #, 8 
les degrés de À’ et de B’. La surface Q sera du degré (m +5 — a). 
Si donc par la courbe C ne doit passer aucune surface de degré infé- 


rieur à »', on devra avoir 8 Z 4. Cette condition sera d’ailleurs suffi- 


# 
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sante si l’on prend pour et 5 toutes les valeurs possibles. De là cette 
définition de H(7n') : 


Que l’on prenne une courbe T, de degré (m'?— d), astreinte 
aux conditions suivantes : 

1° doit être sur une infinité de surfaces de degré m'; 

2° Aucune courbe T', complémentaire de T sur les surfaces de 
degré m', ne doit être située sur une surface de degré moindre 
que la surface sur laquelle T' et T composent une intersection 
complète; 

3° F dort avoir le moindre nombre de points doubles apparents 
qu'il sera possible, eu égard à ces deux conditions. Soit alors h Le 
nombre des points doubles apparents de TV; on aura 


H(m')= h + = (24— m?)(m'—1}. 


Comme on voit, cette définition pourra servir à trouver H{(7') 
dans beaucoup de cas, notamment ceux où m'? est inférieur à 24; 
car alors T est de degré moindre que d. Mais, en réalité, cette défini- 
uon ne présente pas d'avantage sur celle qui résulte des méthodes 
exposées précédemment; elle est même d’un emploi moins facile. 
Appliquons les deux méthodes à la détermination de H(i2) dans 
l'exemple d — 120. 

La courbe F est du vingt-quatrième degré; d’après la seconde 
condition, elle ne peut être sur une surface de degré moindre que 3. 
On aura le minimum de L en supposant F l'intersection complète de 
deux surfaces A;, A4. Les conditions requises seront satisfaites; car 
la courbe T”, intersection de A, et de A, ne sera pas sur une surface 
de degré moindre que 4, A3 étant exceptée. On a | 


BR = 168, d’où résulte Hfi2i=5056, 


comme l'indique le tableau. 
La méthode employée en formant le tableau procédait dinsi vo 
considère la suite S dont les premiers polynomes ont les degrés 


dÿ=120, di = 100, d'où résulte Ar = LOT d ir = V2. 


adjointe, de degré 12, est astreinte à n'être située sur aucune 
surface de degré inférieur à 2 XX 12 — (d, — di) —1—3, et à avoir 
le moindre nombre de points doubles apparents possible. On doit 


454 ; OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


donc prendre pour cette adjointe l'intersection de deux surfaces À ;, À, ; 
ce qui donne pour le nombre de ses points doubles apparents ,, — 55, 
et, par la formule | 
dodi—2h;= dn-1dn— 2m 1, 





lo — 5956. Cette adjointe remplace ici la courbe F’. Effectivement, 
celte adjointe a pour complémentaire de degré minimum, sur une 
surface du douzième degré, une courbe du degré 24, intersection de 
deux surfaces A3, A4. D'après le théorème de la page 361, 1k en va 
de même pour la courbe C elle-même. On retrouve ainsi la même 
courbe T que précédemment. 


31. Il serait maintenant aussi long qu'inutile de faire l’énuméra- 
uon des diverses familles de courbes du degré 120. Je me contenterai 
de donner trois exemples qui mettent en évidence le mode d’applica- 
üon de la proposition générale dans les cas principaux. 


. — Courbes du degré 120, avec 6565 points doubles apparents. 
Degré minimum Nombre 

A: des surfaces. des arbitraires 
HÉATTAULE S rRR EL 114 > To 
AS Dole SOIN RE 113 3 994 
5 SAR PRE QE EN TS 113 4 489 
4° Re ET 113 < 21 480 

IT. — Courbes du degré 120, avec 6000 points doubles apparents. 
Dane Rec NBI 0 3 1159 
2e D te SRE Le mr. 107 | 4 1054 
3° TO RTE ET AR 107 5 959 
4° De MIRE MR EEE 106 6 : 863 
ei DAMES EL SEA 106 3 779 

où DIT EN NE MT ENe 106 Ô | To 

a RTE re 105 9 630 
&° DS RP NE ie ie 10) 10 585 
LS NUE TAN he 182 EALN DER II 5:43 
te LE RE. TER 104 12 514 
LS ARE PS Ernie A 102 13 499 
42° DD UT Pie 102 1{ 499 
19° Ds SR OL TRS 100 15 63 
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… 


IT, — Courbes du degré 120, avec 5880 points doubles apparents, 
Degré minimum Nombre 
n. des surfaces. des arbitraires. 
LÉ AMC ET AE: 100 3 1279 
2 » "RSC ELPES 06 4 1174 
a DRTON rdtes ne FA 109 5 3075 
° DR me ect à si 104 6 983 
1 DÉS ie lee t QUI 103 # 899 
6° DR net en de 98 8 859 


Ces exemples doivent suffire à faire voir que les propositions 
du n° 29 résolvent véritablement le problème général de la classifica- 
on des courbes gauches d’un degré donné. 


ses 0 — 





3 





SUR QUELQUES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


DU QUATRIÈME ORDRE. 





Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 97, 1883, p. 247. 


{ # 
{ t\ 


Dans une note récente (!), M. Goursat a indiqué la possibilité de 
réduire au second ordre les équations linéaires du quatrième ordre, 
dont les intégrales sont liées par une relation quadratique. Je me 
propose de donner ici le moyen de reconnaître cette propriété sur 
équation et d'effectuer la réduction. Ce problème présente plusièurs 
cas, et j'ai donné la solution pour deux d’entre eux dans un mémoire 
couronné par l’Académie (?). La distinction de ces cas semble plus 
nette si l’on emploie la notion de la courbe attachée à l'équation, 
introduite dans le mémoire que je viens de rappeler. 

Considérant quatre intégrales comme Îles coordonnées homogènes 
d’un point dans l’espace, et la variable indépendante comme un para- 
mètre qui fait varier ce point, on a pour lieu de ce point une courbe : 
c’est celle dont je parle. Par le moyen de cette courbe, on reconnait 
l'identité entre les invariants des équations linéaires du quatrième 
ordre ct les invariants des courbes gauches. En particulier, le pro- 
blème de reconnaître sur l’équation si une relation quadratique 
existe entre les intégrales est le même que ceux-ci : 


1. Trouver l’équation différentielle des courbes tracces sur les 


hyperboloïides ; 


Il. Trouver l'équation différentielle des courbes tracces sur 
les cônes du second degré; 


l 


= 
( 


) Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XCVIT, 1885, p. 3r. 
?) [Œuvres d’Halphen, t. I, p. r|. 
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II. Trouver les équations différentielles des courbes biquadra- 
tiques; 


IV. Trouver les équations différentielles des cubiques gauches. 


Introduisons, pour les équations du quatrième ordre, les invartants 
aflciés de coefficients : numériques choisis de telle sorte que Pon 
reproduise exactement ainsi les invariants déjà employés dans mon 
mémoire Sur les ineartants ‘di fférentiels des courbes gauches 
(Journal de l'École Polytechnique, XLVIE cahier) (!). Vorcileurs 
expressions, en supposant, ÉQUES Ja ÉnteUs, Léquation privée de 
son second terme : 


| Fine 
D sr (3Dr 2 Ps 


Si l'on exprime les coefficients en fonction des intégrales, 6 con- 
tient, jusqu'au sixième ordre, les dérivées de ces intégrales. Pour les 
autres invariants, un indice rappelle l’ordre auquel ils contiennent ces 
dérivées. Le suivant est k 


19 


I à Oro 81 \ 
HE 7 Phare DE apres 


4.2 
‘Où en déduit une série d’autres, ainsi 
! DR Ge 4 0 I di 8 ’ | 
PET PS7 SP Srir Len = | PSS ep ssh: 6 
€ d Æ 9 \ d 


1! y a, en outre, un autre invariant du septième ordre, distinct de s;, 
qu'on obtient par l'intermédiaire d’un second invariant à, du 
huitième ordre, ainsi 


Ô > po” 2 (A p? 
Ma = 2 — 3 3 4 
6 36 P2 
RCE ’ 
LE —=0 — —S UN SE Set 
ee 0 1 
On en déduit une seconde série d’invariants 


ARR ne ne 1 ET AE 1? p'£ 
TA S Î 3 Î ? eo Æ. 3 d:} L SE eUSRE 


(!) [Œuvres d’Falphen,t. "A, p. 355 ]. 
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Dans le cas particulier où e est nul identiquement, ce système est 


“ 


ea défaut; s; subsiste et remplace ©; on lui adjoint cet autre 


me 
me » 9 } 1] 49 13 
Gps si Sr 


et l’on forme une suite d’invariants dont le premier est 


Enfin, sis ets, sont nuls tous deux, il n’y a plus d’invariants. 
Voici maintenant la solution des problèmes proposés. Composons 
les invariants suivants : 


M TS ENT LE + & 53: D — M?25-— MNs;, + N?, 
) 
À 3 
N = 1$+ =s;t; — —p, Y = + 4M3Np*. 
J D 


I. Pour que la courbe attachée soit sur une surface du second 
degré, la condition s'exprime abréviativement ainsi : 


d La 2 N 


[ S7 
og — 
4 dx 7-15 M 

: k 


(9 


CINI 


Quand cette condition est satisfaite, on prend les deux équations 
du second ordre, comprises dans la formule ambiguë 


7 0! 7 S ; N ; 5 D me 0 V y 
Bt —— D —— 5 = ——— 3. 
Sp po M 2 p2M°? 


Sotent 4 et 3 une solution de chacune d’elles; on aura, pour la 


proposée, 


Re 
= (eM)2 Fab. 
Pour type, on peut prendre 
Ur st ice 1 lue Cm E 


qui conduit à ces équations du second ordre, 


Si » estnul, la solution est différente. La condition consiste alors 


\ 
’) 

\ 
De 
Fr 
3 

; 
Fe 
A 
à 
# 
É 
“15 
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en ce qué 7°: 5 soit une constante. À chaque racine de l'équation 


5 

7 

Hbicarrée 3 

EURE 

QT ENS - — Q 
2 A € 1400 S 
E V42 S7 | 7 


3 1 
: = fs: dx 
correspond une intégrale y —5, “e* 


vu 











IT. Pour que la courbe soit sur un cône du second degré, la con- 
dition est W — 0. En ce cas, on envisage l’équation 


! _ 
(2 S- N ; 5 P 
(5-75 ae 
J 


pe _ vM 202 M2 ° 


Soient 3, et z: deux intégrales, on a la solution 


1 Sr N 1: 
rer [GLS Sée _9 RER ES: 
Mure (C3$+C31232+ c35). 
Pour type de ce cas, on peut prendre 
(| 
YY— 2g y'— S'y — s'y — 0, js So 


IT. Pour que la courbe soit biquadratique, les conditions sont 


NE NE" 0 


Hn ce cas, les intégrales dèpendent algébriquement des coefficients, 
€t l’on peut les représenter ainsi par les fonctions elliptiques. vel 

Comme conséquence de M = N — », si l’on pose à la fois, en em- 
ployant des combinaisons déjà utilisées ailleurs (!), 


QE LP (6%) ge Sir _ H(4u) Ht(u) 


ps = HSQou) PES A TS (Eh 
le module est une constante, et uw une nouvelle variable. En fonction 
de cette variable, l'intégrale y s'exprime ainsi : 


“a 
2 


1 snè # 

cn u dnu\? 2 
Y p Sn u u u 
cn — dn — 
2 2 


à uw nr: u 2 - + 7 es 
x je+een(s +iK!) + een (£ + ik) + e"an (5 +ik)| 
2 5) 2 


(1) [Œuvres d’Halphen, LED riel 
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pe 


ve Bt les équations qui caractérisent la cubique gauche sont 


+ 


Ve 0 


#2 


LS 


_Encecas, on prend l'équation 
Ai | : #4 % 


7 Aa LE sul à 
Ses PRET 


psc GL.2? ac Frs 733: 


7 
(14 





RE 


AS 


ie 





SUR LES INVARIANTS 


j 


DES EÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
DU QUATRIÈME ORDRE. 


Acta mathematica, t. ETF, 1883-1884, p. 325. 


Je me propose d'étudier ici la théorie détullée des invariants pour 
les équations du quatrième ordre, et d'identifier cette théorie avec 
celle des invariants différentiels pour les courbes gauches. Une partie 
de cette étude se trouve déjà dans mon mémoire Sur la réduction 
des équations linéaires aux formes intégrables ('); mais je ne 
renverrai pas le lecteur à ce mémoire, et l’on trouvera ici une expo- 
siion complète, suivie d'applications. 


1. Soit une équation linéaire du quatrième ordre 


diY dY ÆY dY 
Rip Be ADN VUe 
® RU COLE BRAVIA L PT GET nd 





où les lettres P désignent des fonctions de X. En CÉRS GOT par uetu 
deux fonctions de X, posant 


(2) HT = Lips el = Uuÿ, 


et, prenant +, y pour nouvelles variables, on obtient une transformée 


dy di d?y d 
(3) Te + Pi De + 6 Pa SE + (Pa RE + Pay = 0. 


a ———_—_—_—_—…—…—…—…—…—…—…—…—…—"—…_—_—_—_—_——_————— “———“— "—— — — —_—_————— —"— — ——-—"———"——  ——————_."————— — 


(:) Mémoires présentés par divers savants à l’Académie des Sciences de l’Institut 
de France, t. XXVIII, n° 1; Paris, 1883. [ Œuvres d’Halphen, t. HI, p. 1 | 
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Les nouveaux coefficients P s'expriment au moyen des anciens cocf- 


ficients Pet deu; ‘uavec lénrs dérivées 07e UE bTISCS 


a 7 4 À Q d 4 
par rapport à X. Toute fonction de p, SRE eetIOne exprimable 
dr 


dP = e 
ben ou LE ce D KL... o1icettcfonchon festitelle que 





par P 
u,u',...,12, 4, ... disparaissent de son expression, on a alors 


et f est un éneartant absolu. L'existence de telles fonctions sera 
bientôt prouvée. Nous la supposons d’abord. 


D27PSans qu'il soit besoin de développer les relations entre les P et 
les p, observons seulement le caractère suivant : 


En dénotant par À»_, une fonction linéaire des coefficients P, 
affectés d'indices non supérieurs à (m—1),ona 


| : 
Pin — pi ( Le DE Les js 


d'Pn 
dx 
poids (m + n). Par la même letire À, affectée d’un indice, désignons 
une fonction linéaire des P et de leurs dérivées, où le poids de chaque 
terme ne dépasse pas l’indice/de À. De la précédente formule, nous 
déduirons celle-ci : 


d'py» [ d'Pyh | 
dr © puitn | dXn PAR MR LE 


(Grénérahsons cette remarque comme il suit. Attribuons à 








5 


Etendons encore la convention en admettant pour À une forme non 


linéaire. Soit À, une fonction entière des P -., et dont tous les 


dl 
IN ES 
termes soient d’un même poids x. Soit &} la même fonction formée 
dp 


AVCÉ Pie Nous aurons 


I & 
(49 ln — Hat AP RAA 


On n: manquera pas d'observer que les restes À sont nuls dans le cas 
parus ilier où uw est l’unité, et 1 une constante. 


3. Considérons un invariant absolu, rationnel par rapport aux P 
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et leurs dérivées. Mettons les poids en évidence en réunissant, au 
numérateur ainsi qu'au dénominateur, les termes de poids commun; 
ordonnons par rapport aux poids, et dénotons ces poids par des 
indices. Soient ainsi 


AT — Are + Fr +. se ace An —- An—1 +- An—)2 —+ s US 
By, + Brn-1 + Bo +... bn + On-1 + ns +... 


les deux expressions de l’invariant, par les P, . ... d’une part; par 
les p, de, -.. d'autre part. Ces deux expressions doivent être iden- 
tiques, en vertu des relations telles que (4) : c’est là ce que suppose 
l’invariance. 


Prenons d’abord le cas simple où uw est l’unité et u une constante. 
Nous aurons identiquement 


A, —+ As Le Ans TA ...'e A à —- ASE —+- M2A > EU ee 


mo rm y /—n 
> 2 \ 
Bb VID) EE ETS ae Dis ie … 





Bn + Hd Byn—1 + UB,n-2 +. ie 
DATÉE ur nr AE ob 01 22e linvariant se réduit 
au quotient de deux fonctions AÀ,, B,, toutes deux homogènes quant 
au poids, et toutes deux d’un même poids n. 

Prenons maintenant le cas général; nous aurons, suivant (4), et 


” = «1 
avec deux restes Àn_1, À 


y une identité telle que 


À n + Ân1 sèe An 
Br —- TRES D 


Or les deux restes étant de poids moindre que x, à tous leurs termes, 
et À,, B, pouvant être supposés sans facteur commun, le quotient 
ir 22 ne saurait étre égal à A,: B;. Donc:les deux restes sont 
nuls. - ; 

Donc le numérateur, ainsi que le dénominateur, d’un invariant 


absolu est un invariant relatif, ayant la propriété que caractérise la 


relation 
dp \ [ cl 
ACER ASP NERRE 


Le nombre, » est le poids de l’invariant; 1l est entier et positif 
quand © est, comme dans cette analyse, une fonction entière. 


ad? 


4. Si une relation algébrique entre P, TL ? 


... est invariante pour 


ŒUVRES D'ITALPIIEN, TOME TIT, 30 


’ 
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les substitutions (2), c'est-à-dire si cette relation 


à pour transformée 





d 
(7, Le +) =0 


alors d, supposée fonction entière, est un invariant. On le prouve 
en raisonnant comme tout à l'heure. 

De telles relations invariantes peuvent être aisément conçues el 
fournissent la voie la plus naturelle pour obtenir les invariants. Pour 
ce but, on n'a qu’à choisir une équation exprimant, entre les inté- 
orales, une relation invariable à la fois par les substuitutions (2) et 
par le changement des intégrales entre elles. 

Il existe, par exemple, une telle équation exprimant que les inté- 
grales sont liées par une relation quadratique homogène à coefficients 
constants. Îl n’y a aucun embarras théorique, mais seulement lon- 
gueur de calcul, à former cette équation de la manière suivante : si y 
est une intégrale de l'équation proposée (3), y? satisfait à une équa- 
tion différentielle linéaire du dixième ordre, dont on peut calculer les 


dp 


coefficients en fonction de p, -.+. Dans cette équation, mise sous 


as MD, 
dx 
forme entière, le coefficient de la dérivée du dixième ordre fournit la 
fonction Ÿ dont il s’agit. Je reviendrai plus loin (n° 30) sur ce calcul. 


La fonction 4 sera d’ailleurs trouvée par une autre vote. 


5. C'est la considération d'une autre trans'ormcée, celle-ci du 
sixième ordre, qui va nous fournir le plus simple des invariants. Pre- 
nons l'équation primitive privée de son second terme, 

YY+H6Paÿ"+ A Psp + D:Y = 0 
et dénotons les dérivées par des accents. 
Soient w, w deux intégrales, et posons 
3 = UW'— vu". ; 
L'inconnue 3 salisfait à une équation linéaire du sixième ordre, 


que nous allons former. Suivant une notation utilisée pour les déter- 
minants, écrivons en différentiant successivement 

MC NAT 

Su); 

3'=(uw")+(uw"). 
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À la dérivée suivante, nous éliminerons &" et "au moyen de l’équa- 
ion proposée; en tenant compte des relations précédentes, nous 


aurons 
3" 6p22 + 4 p3z = ou w"). 


En continuant, nous obtenons à la dérivation suivante 
(3"+ Gp23 + {paz) —2p,s = 2(u"w")—12p;(uæ"), 
Posant ensuite 
L=(3"+6Gp23 + 4p33) + 6p2(3"+6p23 + 4p33) —Ap,3—2p:3, 
la cinquième différentiation nous donne 
= OU — 3p,)(u'w"). 
Voici enfin la transformée cherchée 
(2p3—3p;)L'—(2p3 —3p;)L—2(2p3 —3p,)(3" +6p23 + 4p3z) = 0. 


Cette transformée se réduit au cinquième ordre, et consiste en Z—=0, 
danse cas particulier où l'on a identiquement 


DNS SD, O0, 
La relation CE exprime donc que les six fonctions (uw') sont liées 
linéairement. Une telle propriété est invariante pour les substitu- 


Uions (2), et se conserve aussi quand on change les intégrales. Donc 


© est un invariant. 


Pour avoir les mêmes notalions que dans ma théorie des courbes 
: . 3 . . . I . 
gauches (!), je prendrai comme invariant fondamental — — +, que je 
JO 


désignerai par la lettre #. Voici donc le premier invariant à employer : 
(5) p=—(3p;—92p) 
SE. 0 PT RS 


6. Arrêtons-nous un instant pour faire une application en prenant, 
pour exemple, l’équation 


(6) YN—on(n+i)py"—-o2n(n+1)p y" 
Fa TE y=o: 
d 





(!) Sur les invariants différentiels des courbes gauches (Journal de l’École 
Polytechnique, XLVII° cahier; Paris, 1880). [Œuvres d'Halphen, t. Il, p. 353.] 
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Les lettres 7 et x désignent deux constantes. Quant à la lettre p, elle 
représente la fonction elliptique de M. Weierstrass; pour abréger 
l'écriture, j'’omets, après cette lettre p, celle qui représente la variable 
indépendante. Je rappelle, d’après les notations usitées, les relations 


D'iApie— Loop es, 


D'AHSpDe 


Dans cet exemple, l’invariant 6 est nul; en faisant le calcul de Z, 
on trouve alors que le dérnier terme manque. De la sorte, en prenant 


on a une transformée du quatrième ordre : 


(a) CV— fn(n+i)pf—-6n(n+rpé+[s—an(n+i1)p JS = 0, 


dans laquelle Ta constante $ est liée à à par la relation 


n?(n +1)? 
= 3 Fan EL 


J'ai déjà, dans mon mémoire Sur la réduction des équations 
linéaires ('), signalé lPéquation (6), au cas où 7 est un nombre 
entier, comme intégrable d’une manière analogue à léquauon de 
Lamé. On verra plus loin (n° 22) qu'elle se ramène à l’équation de 


Lamé elle-même. 


7. J'ai pris, au n° 5, une équation privée de son second terme. 
[Il est facile de revenir au cas général. On fait disparaître le second 


Our 7 fe. dx 2 
terme de l'équation (1) en prenant RATE za transformée a 
les coefficients suivants : 


Pi oi spi PE DÉPARTS Re 3 PP 02P) Pr. 


( ) pr = P,—4PiP3+ 6P?2P,;—3 t— 6P,P;+6P2P! + 3P 2 — P. 


Dans un invariant où l’on a fait p, = 0, 1l suffit de remplacer p», 
P3, pa par ces valeurs (8), pour obtenir la forme générale. 





(1) Œuvres d’Halplhen LIFE p22%01: 
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J'emploierai communément la même lettre, majuscule ou minuscule, 
pour un même invariant supposé se rapporter à l’équation (1) ou à 
l’équation (3). Ainsi, pour l’équation complète (1), Pinvariant (5) 
scra désigné par V;1l aura l'expression suivante, où les dérivées sont 
prises par rapport à X : 


(9) 30V =—Pi+5(P;—2P,;Pi)—2(P3—3P;P2+ 2P3) 


Son poids est égal à 3. En conséquence, la même quantité 6, exprimée 
par les coefficients de (3), et avec les dérivées prises par rapport à +, 


donne lieu à l'identité 
d'RTETE 


8. Envisageons quatre intégrales distinctes Ÿ, comme les coor- 
données homogènes d’un point Ÿ de l’espace. Ce point varie avec X 
et a pour lieu une courbe attachée à l'équation. Changer les inté- 
orales Y revient à transformer homographiquement la courbe; 
changer Y en uw Y ne change pas le point; changer la variable indé- 
pendante n’altère pas la courbe. On voit donc que la courbe atta- 
chée, définie par une quelconque de ses homographiques, est inva- 
riante pour les substitutions (2). Donc ses invariants sont aussi des 
invariants de l’équation différentielle. 

Les coefficients de l’équation, exprimés par les intégrales, sont des 
fonctions des éléments infinitésimaux de la courbe en un même point. 
Donc les invariants de l’équation, composés algébriquement avec les 
coefficients et leurs dérivées, sont des invartants différentiels de la 
courbe attachée. 

Les déterminants (uw), considérés au n° 5, sont les coordonnées 
de la tangente à la courbe. Ainsi l’invariant 6 à la signification 
suivante : l’équation v—0 caractérise toute courbe dont les 
tangentes appartiennent à un méme complexe linéaire. 

Dans ma théorie des courbes gauches, j'ai employé les coordonnées 
cartésiennes æ, y, Z, et pris les dérivées par rapport à +. J'ai fait 
usage, en outre, des notalions suivantes : 


[I » y” 3tn) Reed z" y tu) 


An — os rs pie ya 
(nes) 
b I y) 3" — VALAL 7 
PR Nu er PL Er M NN 
GR EL ee CE 


Tout invariant différentiel entier, divisé par une puissance conve- 
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nable de (y/3"— 3/7"), s'exprime en fonction entière des quar- 
tités a, b. Avec ces notations, j'ai trouvé, par la propriété géomé- 
trique précédente, l’invariant 


6 = Qg— 20;—3a;a; + 3a;b;+ 24. 


Les deux invariants, dénotés tous deux par ?, ne peuvent différer que 
par un facteur numérique. Voici comment on peut faire facilement la 
comparaison. : 

Prenons une équation privée de ses deux derniers termes; elle 
admet alors les solutions 1, æ. Si l’on appelle y, z deux autres solu- 
tions, on a, d’après les notations précédentes, 


pi = 50 RE) an ee 
-2.5.6...(4 +4)bps; +... 


formules où sont négligés des restes contenant des dérivées, loutes 
d'ordre inférieur à (Æ + 4). 
On voit par là que, dans V, fourai par la relation (9), le terme de 
; ’ , 3 2 (l 1) , à , 
l’ordre le plus élevé provient de — _. P;; et c’est précisément as. 
3 


Ainsi l’invariant », adopté ici, coïncide exactement avec celui de 
ma théorie des courbes. La même précaution sera prise, dans la suite, 
pour les autres invartants. La vérification pourra être faite de la même 
manière; mais je me dispenserai de la reproduire. 


Q. La connaissance d’un seul invariant couduit à la formation 
immédiate de tous les autres, au moyen d’une forme réduite de l’équa- 
tion différenuelle. 


A cet effet, employons l’invariant V. Dans la substitution (2) pre- 


x A , \ LEE 4 I 
nons 1 de facon à réduire # à une constante numérique, soit —; 
: ; 20 


et u de facon à priver la transformée du second terme. Ce choix est 


réalisé ainsi 
1 1 3 
À 3 ES — fr, ax x 
RENTAL LIEN AR ; 


DA 


En appelant &, n, au lieu de x, y, les variables nouvelles, nous avons 


Lt dt rire 


+, 


Ÿ Us 
Æ 
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la forme réduite suivante : 


ARR ET ae (OX d'n 
+ 0H +7 1) 


dE de + Kn = 0. 
s 





dP 
RUN E 
manifestement des invariants absolus. Leurs numérateurs sont ration- 
nels, leurs dénominateurs sont des puissances de V. Il en va de même 


Les lettres H, K désignent deux fonctions des P +, et ce sont 


AW 
de —; caron a 
der Cal 


dH I dH HI 
Fe REAX TEL 
& (30 V )? d 


De même encore les dérivées successives de H, K, prises par rap- 
port à &, s’expriment par une double suite d’invariants absolus, à 
numérateurs ralionnels, et à dénominateurs égaux à des puissances 
de V. Soient H,, H;,...; K,, K;, ... ces invariants absolus. 

Tout invariant absolu peut être, sans altération, calculé sur l’équa- 
uon réduite. Donc tout invariant absolu rationnel est exprimable 
rationnellement par H, H,, H,...; K, K,, K:,...; et tout invariant 
relatif entier, divisé par une puissance de V, est exprimable en fonc- 
tion entière des mêmes quantités. 


10. Le calcul de K est immédiat ainsi : prenons l'équation privée 
ent 


du second terme, alors & se réduit à V ?. Done K — o exprime que 


eu 
l'équation admet la solution V *,et le numérateur de K est l’invariant 


LE] 


A CT SERA Li FRA —> | 
ile ) A0 ct ) +pes À], 


où l’on n’a plus qu'à mettre V au lieu de +, et à substituer aux p les 
expressions (8), pour obtenir l'expression générale du numérateur ®. 
On a d’ailleurs 


suivant 


p 
V#(30 V} 


Î 


le 


Cette analyse, faite au moyen de l’invariant V, peut se faire de même 
au moyen de tout autre. Ainsi De, Ps, ps désignant encore les quan- 
tités (8), et w un invariant quelconque du poids », la combinaison 


3 5 
7) 


3 \IY Le De NE 
de Fri) A sn) nn Le 2m ) +piw 


est un invariant. 


/ = 
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e ] z ë » ? , 
11. Pour avoir l'expression de H, employons les formules géné- 
rales de transformation, mais en nous bornant à une formule unique 
qui nous suffira. 
Soit une équation privée du second terme 
d'Y d2 Y dY 


+ 6P +APy 


eus SE ES Ÿ=-0: 
dxt 2JX2 RE 2 


Changeons la variable indépendante d’une manière arbitraire, en 
posant, comme précédemment, 


En même temps, changeons l’inconnue de manière que la trans- 
formée manque aussi du second terme. Pour ce but, 1l faut prendre 





NN Na 
Posons alors 
id Es 
AXE 
La transformée étant 
d'y & y dy 
et 0 as MP Ge PO 


son coefficient p, est donné par la formule 


Gpa= — (GP3— 5N + 2). 

(10) P? T ( 2 re ) 

Dans cette formule (10), facile à vérifier, la dérivée d/ est prise par 
rapport à X. 


L ' 
+ ; V 
En y mettant (30 V )* pour u, et, par conséquent, y pour À, nous 


I 
= 
9 


trouvons, pour le numérateur de H, 


RO 


< 52 


A =VV'— V2 3P,Vz. 


o 


C 


En revenant, par les formules (8), au cas d'une équation complète, 
nous avons l’invariant 


(11) Nr 
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Ga 


De là résulte, pour I, l’expression 


FA RL TE V0 


V2(30 V à 


Voici, à propos de A, une observation qui sera utile plus loin. En 
> à Prof Ù I 
retenant seulement les premiers termes de V, donné par (9), nous 
pouvons écrire 

PAT DM PT SE / hi | 
sm SV UPTEDPE) CSS (Dr pt p 


6 50 356 \ 30 


A et B ne contenant pas de dérivée au delà du second ordre. 


12. D'après le n° 9, les trois invariants V, À, ® peuvent servir à 
la formation d’une double suite indéfinie d'invariants, par le moyen 
desquels tout invariant s'exprime ralionnellement. Mais À et ® ne 
sont pas les plus simples qu’on puisse choisir ; il en existe deux 
autres qui ne contiennent pas de dérivée au delà du troisième ordre. 
C’est ce que je vais faire voir. 

La voie qui va être suivie pour obtenir le premier de ces invartants 
donne aussi l’invariant V ; elle s'applique aux équations de tous les 
ordres. 

Soit l'équation 


(12) BR ee 
En faisant y — :#, on en déduit, pour y, l’équation suivante : 
(13) DS 0e Le OS LEE) 0: 


Si 3, et 3, sont deux intégrales de (12), distinctes entre elles, on a, 
pour (13), les quatre intégrales 


Lu 


GAEz Een 


Ainsi l'équation (rotestele type de l'équation du quatrième ordre 
ayant quatre intégrales satisfaisant aux relations, 


48) > IE V2 28 
Vo Us F4 





En d’autres termes, à l'équation (13) estattachée la cubique gauche. 


LA Fr 


Comparée à l'équation générale, privée du second terme, la forme (13) 


- 
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donne lieu aux relations 

3pPi=—0?, 2P3=—0$, 
d’où, par élimination de g, 


2! 6 l 9 \? 9 
(14) 3 pa — 2P3— 0, Sp ($) pi= 0. 


Ces deux relations (14) peuvent être considérées comme les équations 
différentielles des cubiques gauches. 


13° Voici, en manière de digression, un exemple de l’équation (13). 
Prenons 
à g=n(n +i1)p, 


les notations étant les mêmes qu'au n° 6. Nous avons ainsi léquation 


JY—ion(n+i)py"—1on(rR +1) py 


HE n(r +1) [nn + D & +(n+2)(n —np"|7 = 0. 


Cette dernière est. d’après notre analvse, une transformée de l’équa- 
: Ï YSÉ; 
uon de Lamé dans un cas particulier 


3 = R(R +1) ps. 


Elle est donc intégrable quand n est un nombre entier. Mais l’équa- 
5 Ï I 


. PA I ; 
tion en 3 est aussi intégrable pour » — — (voyez plus loin, n° 47). Ge 
a Ÿ 
cas donne le résullat suivant : 
L’équation 
: 19 19 3 
UE PU) Ar Ep) Te, 7 [5e 5 peu) | Enr 


32 


a pour intégrale générale 


r Fe 
LV SES 11 
Y = P (£) s[n(2)h 


$ étant un polynome du troisième degré à coefficients arbitraires. 


14. Revenons aux équalions (14), dont la première est p — 0. La 
seconde, tout en n'ayant pas un invariant pour premier membre, va 
servir à en former un. Soit & ce premier membre, et soit Q la même 


PIN ES 
* td 
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quantité formée avec les lettres P, en supposant qu'on envisage la 
même substitution qu’au n° 11. Je vais chercher la liaison entre w 
et Q 


ne 














. De la formule (10), ainsi que de la relation r — — V, je déduis les 
. us 
suivantes : 
dp Tel, 
dE — (EX ARRETE À 
1 à + 
: PRES (P3— 3ÀPo + ), 
dp3 pal: dP 
passe M cape 0 ÀP = 
3 dx ui ( AXE eu 2 dx à 
Le 6 18, dP2 M 
RE pu? se Ale, 5 \ dX Érsete . 


Dans ces formules, on a négligé des restes : dans la dernière, le reste 
ne contient manifestement aucune dérivée des quantités P. Il en sera 
tout autant du reste R, que l’on obtiendra en écrivant la dernière 


r 


égalité sous celte autre forme 


& = F (9 + 361V +R). 
Or la propriété exprimée par les relations (14) est invariante. Donc 
le système des équations &w —o, 6 —o doit se changer en Q — 0, 
V—0o. Donc R —o doit se réduire à une combinaison de ces der- 
nicres. Mais, ne contenant aucune dérivée, R est, par suite, identi- 
quement nul. La liaison cherchée est donc | 


(NES 60 ne 36 À V ). 
H° 


A 


: RTE è Vus ; 
En dérivant les deux membres de v — Ne on obtient 


1 dv La à 
dla 1) 
En conséquence, 
do FA dV 
rer Ale EE): 


J'ai donc ainsi trouvé un invariant nouveau. Pour mettre les nota- 
tions d'accord avec celles de la théorie des courbes gauches, je le 
désigncrai par 425; l’indice = rappelle qu’il est du sepuième ordre 
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par rapport aux intégrales. Voici son expression pour l'équation sans 
second terme : 


> 


3 ) SI 
FA 2 ee ES L'EST QE G 
(15) FASSENT 2 PS EP» P5: 


29 : 
On aura l’expression générale par l'emploi des formules (8). Il est 
inutile de la transcrire; on remarquera seulement que le terme de 
Ste I 

l’ordre le plus élevé est — ——P,. 

FEAR 2 

Avec s; et e on peut former une suite indéfinie d'invariants, ana- 
logue à la suite H, H,, H;, ..… Les ordres, marqués par les indices, 


croissent constamment d’une unité, les poids de quatre unités : 


3 — = (vs! A Les! "A nr ere : 

S8 = — 1 —— 70 S7 So—=—(053—-0"s So Save M 
8 8 7 2 1 }) 9 9 8 3 8 }» 10 10 9 3 9 }» 
Dans l’invariant S,, le terme de l’ordre le plus élevé est 


EN Pit 
DURE 


195. Les invariants A et S, sont tous deux du poids 8. En les com- 


Dinant linéairement, nous formerons celui-ci 


A SN NO EE 
543$ qui 
d’après le n° 11, ne contient plus PY. On y trouve un terme du 
second degré en P, qu'on peut faire disparaître en retranchant 
L S?. Nous obtenons de la sorte l’invariant 


A 
(16) de nn 
d 


5 
al ne contient pas de dérivée au-dessus du troisième ordre. Les déri- 


vées P, et P}, seules dérivées du troisième ordre qui y figurent, y 
entrent linéairement. Enfin le terme en P, a pour coefficient 


L 


DADAO TA 


Avec {;, et # on forme, de même qu'avec s; et #, une suite indéfinie 


d’autres invariants 


ns SO 0 ER ee Du Re Nr EE TO 
sg HIT 7) x LATE NS 8 }» 10 FÊTE NEC ACER 9 }» 


\ 


L'invariant T, est linéaire par rapport à P}"° et P#7?, seules déri- 


nu Æ MO RP et 7 © en... DB PURE TP 
0 »' 4 , , + » 


Li 
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vées d'ordre (nr — 4) qui y figurent. Le coefficient de P#° est égal à 


ee PR Va-6 e 


2, 3-07 en 


16. Soit un invariant exprimé par s7, tr, 58, ts, .... Sa dérivée, 
ne Heirarable Eu ONE à et AT 
prise par rapport à la variable 6 (n À s exprime facilement de là 
A “JE A . , . s 
même manière. Par exemple, l'équation (16) donne l’expression de 0. 
On en déduit 
NOR: TRS 28 
300) —125— 5568, 
2. 3 


\ 

d'A 
de 
quence, les numérateurs des invariants H, H,,... sont exprimables 


. En conse- 





. . . Er. (#2 8 RS 
relation qui fournit le numérateur (60 — 20 de 
én fonction entière dep, 57, Ses : «9 Cr Le) 


obtenons 


Nous avons donc aussi le moyen d'exprimer le numérateur de K 
par les mêmes invariants, et, par suite, les numérateurs de K,, 
Ro 

Donc tout invariant relatif, multiplié par une puissance convenable 
de », est exprimable en fonction entière des invariants fondamen- 


LOUP, Sy lr,7S gr Css > 


17. La construction des invariants fondamentaux tombe en défaut 
si 9 est identiquement nul. Dans ce cas particulier, 1l est tout naturel 
de procéder absolument de même qu’au n° 6, mais en prenant s;, 
au licu de #, pour bast de la construction. Si s; et 6 sont nuls tous 
deux, c’est lors le cas où l'équation peut être réduite à la forme (15), 
et 1l n'existe plus aucun invariant,. 

Arrêtons-nous sur le cas où e est identiquement nul, mais non s;. 
On peut, au lieu de s;, prendre la combinaison 


RE RUN PT AA 
We 28) 


qui ne conlient plus de dérivée du troisième ordre, et repro&uit 
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— Sr dès que V est identiquement nul. Cette combinaison W est 
J £ 


alors un invariant dans ce cas particulier. Pour lPéquation privée du 


op 6 1 9 AE 
— 30% — Px — < PES IPS: 


En prenant pour point de départ une équalion complète, où V est 
nul, et posant 


second terme, on a 


PA PANNE 2 Do 
E = 36W)}, _ Y—=nW êe JE 
Ci 2 





on obüuendra la transformée réduite 





d1 d'in dJ dn 3 d?J 9 
7 — +92] — — — - + — — _PFio: 
(17) FREE TT TETE (r AE os )" : 
Le numérateur de J est : 
@ — = WW We 6G(P2 = P2— D YW?, 
et l’on a 
O 
JE 
12 (= NV }ÿ? 


La quantité @ n'est invariante que si V est nul; mais 1l existe un 
invariant du cas général qui se réduit à @ si V devient nul. On l’oh- 
tient en changeant de variable de manière à rendre s; constant. Son 
expression par les invariants fondamentaux est la suivante : 


= Nu 5 "2 n 2 
I Se De ; 
Oo Sfr(2%) se 2 S9 S5 — | 
cos 2 2 


d’où l’on peut chasser à par l'emploi de la formule (16). 








Sri 


18. Les deux premiers invariants absolus qu’on puisse fornrer, 
; à o 5? 13 - s 
dans le cas général, sont FT er Dans le cas où # est nul, on a pour 


(2 





premier invariant absolu 


Quand ces invariants absolus sont des constantes, l'équation réduite 
est à coefficients constants; la courbe attachée est ce que j'appelle 
une courbe anharmonique. - 


Quand, # étant nul, le premier invariant absolu est constant, l’équa- 


RP OR OR PT TE A.” 
ns « CP i : 
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tion réduite manque du premier et du troisième terme. L’équation 
caractéristique est donc bicarrée : soient +2, +6 ses racines. Les 
intégrales sont 67%, e"85. Donc quatre intégrales satisfont à la condi- 
ton ni: = 23. De là une proposition de géométrie : toute courbe 
anharmonique, dont les tangentes appartiennent à un méme 
complexe linéaire, est située sur une surface du second degré. 


On verra plus loin (n°? 26) une réciproque de cette proposition. 


19. La dualité géométrique s’introduit par la considération de 
l'équation adjointe, due à Lagrange. 
Soit léquation 
TÉO PAM ESP EP 0) 


son adjointe est 
a+ 6(p22)"— 4(p35) + pis = 0, 


ou bien, développée, 


2 + 6p22"— 4(p3—3p5)3 + (pi — 4ps+6p3)s = 0. 
En désignant par Ci, C2, C3, €, des constantes arbitraires, on a, 
pour z, l'expression suivante par les intégrales y : 


3 =(Cÿ2Y3N1 


Ainsi les courbes attachées aux deux équations adjointes se corres- 
pondent dans la dualité géométrique. 

En rangeant dans une même classe toutes les équations suscep- 
uibles d’être ramenées à une même forme réduite, ou, ce qui revient 
au même, à qui est attachée une seule et même courbe, on voit que 
les adjointes des équations d’une seule classe forment elles-mêmes 
une seule classe. Ces deux classes sont adjointes l'une à l’autre. 

Les invariants d’une équation sont également invariants pour l’ad- 
Jointe. 

En faisant le calcul de l’adjointe pour l’équation (15), on retrouve 
celle équation elle-même. Ainsi, chaque classe, dont l’invariant + 
est nul, est à elle-même sa propre adçjointe. Sous forme géomé- 
trique, voici la même proposition : les lignes droites qui, faisant 
partie d’un complexe linéaire, enveloppent une courbe, constr- 
tuent une figure corrélative à elle-même. 

D’après la proposition du n° 18, toute courbe anharmonique 
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dont les tangentes appartiennent à un mème complexe linéaire, 
est arête de rebroussement d’une développable circonscrite à une 
surface du second degré (). 


90. Faisons maintenant le calcul de l’adjointe pour l'équation 


L4 La 


générale, mais réduite : 





din d? (TE ) dn 
2 PERS ENT 





dc À (Z \& 


l 
CE nn) Eee 
dE d? 


Pour réduire cette dernière, 1l suffit de changer la variable indépen- 
dante en prenant £, ——£, pour celte variable. Donc, dans le passage 
d’une équation à son adjointe, les invariants H et K se conservent, 
tandis que V se reproduit, sauf le signe. Ce dernier fait se vérifie 
aisément par l’expression de V ; on reconnaiîtra de même que S; se 
reproduit sans altération. Conséquemment, S, se reproduit au facteur 
(— 3)! près. 

Le dénominateur de H étant la puissance ; de V, et H se repro- 
duisant, 1l en résulte que le numérateur de H se reproduit sans alté- 
ration. C’est l'invariant A. À cause de la formule (16), on conclut 


CS | (@+) 


que T; se modifie et se change en FT; + 


en (—1)27" (Tr, "e + Seu): 


Grâce à ces observations, 1l sera facile de trouver, pour tout inva- 


Ss. Par suite, T, se change 


riant, l’expression de son adjoint. Il suffit, à cet effet, de l’exprimer 
par les invariants fondamentaux, et d’y faire les changements dont Je 
viens de parler. 


21. J'ai terminé ici la théorie générale que J'avais en vue de 
traiter, et J'aborde les applications. Pour commencer ces applications, 


» 


('} Les deux surfaces du second degré, sur l'une desquelles est l’arête de re- 
broussement, tandis que la développable est circonscrite à l’autre, ont en commun 
un qéadrilatère gauche. Les tangentes communes aux deux surfaces se partagent en 
. deux congruences distinctes. Ce cas remarquable de décomposition a été trouvé par - 
M. Archèr Hirst, qui me l’a communiqué verbalement, il y a quelques années. 


Libé gs sh 
de LC" 


tft on Ge US LS RS, PRPANRORT TONI AN 
FOUT ES é A « 
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je reprends l'analyse traitée dans le n° 5 et suivie d’un exemple 
dans le n° 6. J’ai considéré, en cet endroit, une équation dont 
lPinvariant 6 est nul, et j'ai construit une transformée qui est 
généralement du cinquième ordre. Dans l’exemple adopté, cette 
transformée manquait du dernier terme et s’abaissait ainsi au 
quatrième ordre. Je vais chercher le type général des équations qui 
donnent lieu à cette circonstance. 
La transformée a pour premier membre 


L=(3"=6Gp2:3 + 4 p33) + 6p2(3"+ 6 pa3 + {p33)—4p:;3 —2p" 23. 
Elle manque du dernier terme sous la condition 
{P3+ 24PaP3— 2Ph= 0. 
On a d’ailleurs, par hypothèse, 
2 P3— 3p5 = 0. 


Désignant par g une fonction arbitraire, je satisfais à la dernière 
relation si je prends 


= < œ — } or! 
P2 TN 3 Ô P3 ss 9? 
La première relation donne alors 
[4 214 C ! 
Di er? 
En intégrant, et désignant la constante d'intégration par — - AC Ge 
donc 
" I 
Pre 0 
ue 


W 


(18) HT) ogg + (eg e)y=0 


Calculant Z et faisant 3! , j'ai la transformée 


(19) | CEA Ge Giles fe )6 = 0: 


Cette équation (19) ne contenant, dans ses coefficients, qu’une seule 


fonction g, n’est pas susceptible d’être transformée, par les substitu- 


F ) 
tions (2), en une équation quelconque. La classe, dont elle est un 
type, possède, en ellet, une propriété invariante, provenant de ce fait 


ŒUVRES D'HALPHEN, TOME Ill, 31 
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que les coordonnées de la droite dans l’espace sont hées par une rela- 
tion quadratique. Pour parler le langage de l'algèbre, disons que les 
Î I 545 5 ) 
six déterminants € —(y;7;), formés avec quatre intégrales de (18), 
sont liés par une relation quadratique. D’après l’identité 6 — 0, ils 
sont liés aussi par une relation linéaire, et se réduisent ainsi à céng, 
distincts entre eux. Mais, l’équation transformée s’étant abaissée au 
A 
quatrième ordre, un de ces déterminants € est nul. Donc, la relation 
quadratique existe entre les quatre autres. Donc, les intégrales de 
l'équation (19) sont liées par une relation quadratique à coeff- 
ctents constants. 
Pour préciser celte relation, posons 
# [1 1 e û - / 
CRT ete) J D (HN = Sa): 


ES 


Nous avons 
Cia Ca — C3 Cou + Gi2 Cas = 0. 


Supposons les y choisis de telle sorte que &,, soit nul. Il reste 


L'équation (18) peut s’écrire ainsi 


[/4 L : : L [4 
Tasse (ere) AREA ET 


Elle admet donc les intégrales w,, w, de l’équation du second ordre 


W | = 
© 
dE A 
(AC A8 
il 
= 


(20) = (s— rc). 


Comme on ne change pas (18) par le changement de c en — c, elle 
admet aussi les intégrales d4,, 4, dé cette autre 


‘ I 
(21) = (ae). 


Si nous prenons 


PAT PAS VIP or Us, Va = Ÿ2, 
nous aurons 


Lie = SE 
Gi2— 0, C0, : Cis = Co1V:, is = C1 Ÿ, as = Cho, Cas co. 


Ainsi l'équation (19) a pour intégrales les produits de celles des 
équations (20) et (21), et l’équation (18) a, pour intégrales, celles 
mêmes des équations (20) et (21). 
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Il n’est pas sans intérêt de remarquer la conséquence suivante : 


(20) c | où dx —c4— Ve, 


22. Pour l'exemple choisi au n° 6, les équations (20) et (21) 
_sont comprises dans la forme ambiguë 


[ 
GC = [nn + 1) p(u) + el o, 
; 2 = 


où, suivant l’usage, je désigne al u la variable indépendante. la 
constante +, de l'équation (6), s'exprime ainsi : 


> n(n +1)? I 


pie DR OQNEE ee RAA SR 
(0 2 52 CES 
« 


Prenons, en particulier, ce cas : 


0] 
9 ; 
USE c=V38) 


Nous avons pour © les intégrales suivantes (n° 47) : 








24 
‘ 3 |: 
> k | 


En changeant le signe de V3 2, on à Ÿ, et 4. Il en résulte pour y 


-G 
1 
I 
ne 
PARTS 
D Ie 
ft 
KI 
Fr) 
re 
Ce 
PRESS 
SR L 
See 
Né GI 
el 
“ee 
% 
ER S 
(ie 
ee 
Œ| — 


la forme ‘ - 


=" (5) #p() 


où Fest un polynome arbitraire du troisième degré. Nous avons déjà 
trouvé cette intégrale au n° 13 pour une équation formée par un 
autre moyen. En effectuant le calcul, on retrouve bien ic1 cette 
même équalion. % 


23. Les propriétés de l'équation (19) ont été établies d’une manière 
indirecte. Il convient d'établir directement que cette équation est le 
type de toute équation du quatrième ordre entre les intégrales de 
laquelle existe une relation quadratique. 
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Soit une telle équation, el supposons la LEE quadratique réduc- 


ble à la forme 
VF Y, = 1e Y3. 


Prenant pour nouvelle variable x et pour nouvelle inconnue y, 


Pndési- 


jai une transformée admettant les solutions 1, +, 





Vi 
te te 


_ à P 
gnant += par 0, Jai, pour ve l'expression 4x. Ainsi la transformée 
% 


admet ï solutions 1, x, 2, 4x. Considérons les deux équations 


La première admet les solutions 1, æ; la seconde 1, &. Les quatre 
produits des intégrales de la première par les intégrales de la seconde 
sont 1, æ, 2, aæ, Cesl-à-dire les intégrales de la transformée. Reve- 
nant à la proposée et transformant en même temps, d’une manière 
convenable, les deux équations du second ordre, je peux conclure 
ainsi: {oule équation du quatrième ordre dont les intégrales sont 
liées par une relation quadratique, à discriminant différent de 
zéro, a pour intégrales les produits des intégrales de deux équa- 
lions du second ordre (). 


24. Soient deux équations du second ordre, avec la même variable 
indépendante : 


d2 À d'A Ras dB 
AR 2 Pa EE Pen OR DOS 


Si l’on y change les deux inconnues À, B°de manière à faire dispa- 
raître le second terme dans chacune, les seconds coefficients devi iennent 
respectivement P,— P?— P' et Q: — Qf— Q°. L'égalité de ces deux 
quantités exprime donc que les intégrales À sont proportionnelles 
aux intégrales B. Cette propriété étant indépendante de X, on voit 





(*) Voyez, à ce sujet, une note de M. Goursat intitulée : Sur une classe d’equa- 
tions linéaires du quatrième ordre (Comptes rendus, t. XOVIT, 1883, p. 31). 
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LR 
(ee) 
Qt 


que la combinaison 





F = Q:— Q?—Q—(P»—P?—P;) 


est un invariant des équations simultanées. Si donc cet invariant n’est 
pas nul, on pourra changer la variable indépendante de manière à 
rendre cet invariant égal à un nombre à volonté. Je laisse ce nombre 
indéterminé et le désigne par €. Si, en même temps, je change les 


inconnues pour faire disparaître les seconds termes, j'obtiens la 
forme réduite 


; da I do. RES 
(23) = (a+ic)a, = (a ALES 
2 ) 


dx? dx? - 





La lettre 2 désigne une fonction de la variable, invariant absolu. Fai- 
sons maintenant 
ÿ = ab. 


Les différentiations successives donnent ù 


AY db; da 
LÉ de de) 


dy da db 














SR Ca EE à 
dx? 4 dx dx » gab, 
CA dy db da . 
7 — —22 9 qe RES D 
d2 sr | F7 A : 
An LALIEUS r) MR OT (e li Ace ab. 


x 


Donc enfin y satisfait à l'équation 
14 q 





D'après la proposition dont l'énoncé termine le n° 93, nous 
pouvons conclure aimsi : {oute équation du quatrième ordre dont 
les intégrales sont liées par une relation quadratique est ré- 
ductible par une substitution de la forme (1) au type (24). La 
constante c est à volonté, sauf zéro, st le discriminant de la relu- 
tion quadratique n'est pas nul. 

En complétant, d’une mamière bien aisée, l'analyse précédente, on 
peutajouter que, st le discriminant est nul, la forme (24) subsiste ; 
mais la constante c est nulle. 


Voici le problème qui se présente maintenant: exprimer en fonc-" 
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tion des coefficients la condition sous laquelle une équation est: 
réductible à la forme (24); trouver la substitution qui opère cette 
réduction, et la fonction £. 


2. Pour résoudre ce problème, il s'offre une voie indirecte que je 
ne suivrai pas, mais que J'indiquerai néanmoins. C’est une consé- 
quence de la relation (22). 

Envisageons le déterminant formé avec trois foncuons et leurs 
premières et secondes dérivées, en choisissant, pour ces fonclions, 
241%, Da Ÿs, 21%. Tenant compte de ce que les © et Ÿ satisfont aux 
équations (20) et (21), on obtient, par un calcul facile, l'expression 
suivante de ce déterminant, à un facteur constant près : 


a [oi Lilpodi) (oidi)] = Digi 1Ÿi 


D’après (22), ceci est l'intégrale de co, 4. 

On conclut de là que l’équation adjointe de (19) est vérifiée par 
les intégrales des solutions de l’équation (19) elle-même. Cette pro- 
priété se reconnait d’ailleurs avec facilité sur l’équation. Effective- 
ment, son adjointe est 


EST RENE A re LE Te EST! LARMES 
fi -4$51 DE TETe CN O0, 


En dérivant cette dernière et faisant n/= © 


lion (19). 


Soit maintenant une équation de la forme générale (1). Avec trois 


, on retrouve l’équa- 


de ses intégrales on oblient une intégrale de l’adjointe ainsi 
- T ! " s fsax 
EE À CA TO CO DRE 

En employant la substitution générale (2), on pourra écrire 


: dY2a d2y3] 4fPidx 
Se STE: a = 
FRE ET Lo: 2 > | if : 





Supposons maintenant que la substitution envisagée transforme 
d: 


équauion proposée en (24). Nous aurons alors 
; [ax NIET e AN 
2 ef" forar = up el [Es dX. 
3 u 


Ea différentiant les deux membres de cette égalité, on peut conclure 


aiDSI : 


+ lt “dE L LN : An CE Ce De fe <= Eng 0 t-< fes Sn, Tee 1 à 
dé r . û 
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Toute équation du quatrième ordre dont les intégrales sont 
liées par une relation quadratique est caractérisée par la pro- 
priété suivante : 

Soient D(Z)=—0o son adjointe, et F(Y) —o la transformée de 
cette adjointe par la substitution 


VE AZ AD 
où A et Bsont des fonctions arbitraires : ILest possible de choisir À 
et B de telle sorte que F(Y) — o soit précisément l'équation pro- 
posée. 


26. L'emploi de cette dernière proposition mène, sans difficulté, 
aux équations d’où dépend la solution du problème; mais d’une 
manière moins simple que la méthode ci-après. 

Soit une équation, sans second terme, et à variable X 


VIE GP, Y 4 PSY LE P,Y —0, 


qu ils ’agit de transformer en l'équation (24). Je poserai, comme au 


0 1 


Je dénoterai par des accents les dérivées prises Fee rapport à X. Dans 
lPéquation (24), on a 











» Gad < da? 9 
D2=— 5 $, DS EEE Dr = CC — 9 
f ste 1 »> dx Ps dx? 
J'en conclus d’abord 
dp» de I 
309 AN SRCNREe = EN, 


Avant de poursuivre, observons cette conséquence : toute équa- 
tion du quatrième ordre dont les intégrales sont liées par une 
relation quadratique, et dont l’invariunt + est nul, est susceptible 
d'être transformée en une équation à coefficients constants. En 
effet, l'hypothèse v — 0 exige que g soit une constante. De là une 
réciproque pour la proposition énoncée au n° 18 : foute courbe 
située sur une surface du second degré, et dont les langentes 
appartiennent à un méme complexe linéaire, est arharmonique. 


Le cas où 6 est nul doit être désormais écarté: 
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De la relation précédente, jointe à V = u*6e, je déduis celle-ci : 
52 1307 


(1) MR 


ne 





C’est une première équation entre les inconnues g, u. L'application 
de la formule (10) me donne cette autre : 





(1) — is = H(eP:—sn+ 2x), 
à quoi 1] faut joindre 

He 
_ = 


J'ai donc ainsi trois équations à lrois inconnues, 9, , À. En prenant, 
pour u, une solution dé ces équations, et déterminant y par la for- 








mule y — Ÿ en on aura une transformée telle que : 
d'y dy dg dy 

À - Dur à (NN RE TEE + APN e. 

Le dx* 48 dx? ; dE dr 1 né 


= « 0 A & (4 JE - \ 

Dans le problème actuel, + doit être €? — Le. De là une nouvelle 
équation, qui entraîne une condition entre les données. J’aurai cette 
équation‘en calculant l’invariant s;. Voici son expression : 











36 1 d?p 
{25- —_— C2 RE Et + — Se 
| ë 55 )_ dx? 
J'ai d’ailleurs 
LEE ES OV RD iv: 3x V) 
dx. pp dr? ir FRE 
n nsequence a nouvelle eŒUAaLIOnN AU pr ein S ë 
En co | Il L lu problème est 
! 36 6 É 
IV EU A re 
( ) 5 } 5 © ut / Î ) 


Laissons d’abord cette dernière, et voyons comment se résout le svs- 
) J 
tème des trois premières be Pour ce but, on doit différentier 
l'é ualion (11), et chasser 2’; 4? disparait, et il reste: 
- ; H° I 


€. N Lee Gr 
EN Na 3 ÀÀ + À See La À — “(PS nn 20V) 10: 
© ) y 
C'est de cette équation, à la seule inconnue À, que dépend la réduction 
à la forme (A). Cztte équation se ramène à la forme linéaire si l'on. 
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© | 1 


3 Ÿ - I x is x . 
, C'est-à-dire Dr La transformée est effectivement 
us : 
RCA LL TRM L; LES 
0" + — Poo + —(P, + 20V)5 = 0. 
5 Hier 


Cette équation, du troisième ordre, que nous notons en passant, est, 
comme on voit, un cosartant de l'équation proposée. 

Prenons lPéquation (IV), différentions les deux membres et rem- 
plaçons £ et 2" par les valeurs (1) et (IP). De cette façon, & disparaît, 
et nous oblenons une nouvelle équation en À : 

V'— 4S;. Sr V’ 36 
(VL) tp do uv 


a — — PP, — oo. 

3 V DEV Hire 

Il est à noter que cette dernière devient linéaire, elle aussi, avec l’in- 
connue ©. Opérons différemment sur (IV) en y remplaçant g par son 
expression (11) et nous avons 


« 


te te Nate En 5 : 

(VIT) Cph = G(5S3— V'+ SAV) + =) (EP Rx a : 

s : (AS 2 

Cette relation donne 4 sans intégration, après qu’on a trouvé À. Enfin 


ee 


læ) 
La solution du problème dépend donc des équalions simulta- 


nées (V)et (VI). 


Ja relation (11) donnera 


27. Ecrivons les équations simultanées (V}), (IV ) sous la forme 


abrégée 
VIT) \ RIRE NA Bo, 
{V , GE à 

l ke al AN UE RE CA sf D —= O;, 


différentions la première, éliminons À”, puis éliminons À! entre la 
résultante et la première; nous aurons ainsi celte valeur de À : | 


HE BED = N\XB 
ASIA ASE 


En la substituant dans la première, nons aurons l'équation de condi- 
tion. 

Le calcul des deux termes de la fraction qui représente À est un 
peu long; mais on y trouve un guide sûr, si l’on a soin de grouper 
les termes de manière à faire apparaître les invariants fondamentaux. 


at ARE QE AE SE DR net ge Ce 


490 OŒUVRES DE G.-H. HALPHEN. 
A cet effet, on chasse P, au moyen de l’invariant À, qu’on fait dispa- 
raître ensuite. Dans ce calcul, on voit s’introduire les deux invariants 


suivants : 


; 6 
(IX) | 
“he Je 
N —= T3 + SOTÉS Tes VE 


Sea pe POELE 
(X) ; 


Sans nous préoccuper, pour le moment, de l'équation de condi- 
tion, calculons les deux autres inconnues. 

La première équation (VIII) donne 
5 


2 


# ) L À de. 
GP: 5\ 6 2 GPS ES BES AXE 
LÀ 


sans différentiation. En y mettant la valeur (X) de À, nous obtenons 


| : 5 10 
De NL D ee SE AMIE TO 2 NINS ENT) 
6: SN +=) vu O T; = MNS; N°) 
Pour abréger, écrivons 

(-M2T;— MNS:-+ N?= ©, - 


(XI) 
| | P? + 4M3NV'— W. 


Les relations ( VIT), (IT) nous donnent : 


; CR (SA : 5 P 
XIT Cut — PRET 
: év > V2 M? 


Re 7er 112 — t: 
/#Ni* à 


28. Pour avoir l'équation de condition, au lieu de substituer À 
dans la première équation (VIT), nous pouvons différentier logarith- 
! 
' : . : RER | Re 
miquement l’expression de , et égaler — à l'expression (X). De cette 
g à 4 
facon, nous obtenons l’équation de condition sous la forme suivante : 


(XIE 
AD vM 





f 
loge 
1) 

; 


Elle est explicitement sous forme invariante; car la quantité sous 
le signe logarithmique est ün invariant absolu. 
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L’équation (XIII) admet la solution particulière W—o. Cette 
condition répond à l'hypothèse c — 0, comme le montre la première 
équation (XII). 

Supposons d’abord € différent de zéro. Les équations du deuxième 
ordre (23) sont comprises dans la forme ambiguë 


2 
Ta = (s= c)s- 


dx? 
En revenant à la variable X, on a la transformée 





VI 


23 NE Cr 2 N = 5b +3 VW 
(XIV) ee ". n)S 5P+3VT 


SN NM ANS ee VrMr ee 


Voici donc la conclusion : 


L'égalité (XWI) exprime la condition pour que les intégrales 
sotent liées par une relation quadratique. SW n'est pas nul, on 
formera les deux équations du second ordre comprises dans l« 
formule (XIV ); sotent alors 3, une solution de l’une d'elles, et 22 
une solution de l’autre. On aura Y par la formule 

Fee 

Yo N MURS Tz,S,. 
Æn ce cas, la courbe attachée est sur une surface du second 
degré, non conique; ou, en d’autres termes, {a relation quadra- 
tique a son discriminant différent de zéro. 


Supposons maintenant ç nul. On a alors y par une quadrature, ce 
qui modifie l'expression de Ÿ, et voici la conclusion : 

Si est nul, soient z, et 3: deux intégrales de l’équation (XIV), 
unique en ce cas, ces intégrales étant distinctes ou non. On aura 
trois intégrales Ÿ par la formule 

1MS,;—6N 


1 
Ÿ=— Re 2VM re 


La courbe attachée est sur un cône du second degré; la relation 
quädratique a son discriminant égal à zéro. 
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Dans ma théorie des invariants différentiels, J'avais déjà trouvé 
équation W—o, pour celle des courbes tracées sur les cônes du 
second degré. ; 

Si M est nul, les équations simultanées (VIII) exigent que N soit 
aul aussi. La seconde équation ( VTT) résulte alors de la première, et 
À reste indéterminée. Donc, le système Mo, N — 0 caractérise le 
cas où la courbe attachée est l'intersection commune d’une in- 
Jinité de surfaces du second degré. Ces équations se trouvent 
également dans ma théorie des invariants différentiels. Pour ce cas, 
les formules finales sont en défaut; je reviendrai plus loin sur la solu- 
tion qui s’y rapporte (n° 37 ).- | 


29. Si l’on calcule l’équation de condition par la substitution de À 
dans la première relation (VII), on trouve le résultat suivant : 


XV M(NNE== 2 VIN = NOYME—= V'M 
(XV) ( { ) 
e) 





2 
‘ — SM?2S, + 5 


5 2 
à 7 


M°A + = (MS: — 2N)(6N — -MS;)= 0. 
) 


ous les termes sont des invariants qu’on peut aisément exprimer 
par les invariants fondamentaux : À au moyen de la formule (16), M 
et N au moyen de (IX), et les autres ainsi : 


VN— 4 VIN=9To+ D (S:Ts+ Sa Tr), 
) 


1 ! 8 ! LES À] na) 
VM'— =VM=9Ss+ 10 T8 + — 
3 3 


S 798: 

Le coefficient du terme en T, est; sauf un facteur numérique, l'in- 
variant M. Dans l'équation (XITT), mise sous forme entière, ce coef- 
ficient est M[B(2N — MS;) + 2M°V'|. Ainsi l'équation (XD) est 
compliquée du facteur étranger B(2N — MS,;) + 2M3 Vi. 

À son tour, l'équation (XV) est compliquée du facteur V3, 
comme Jje‘vais Le montrer maintenant. Mais il est impossible de faire 
«disparaître ce facteur en conservant l’expression au moyen des inva- 
riants fondamentaux. 


30. Le procédé, que j'ai seulement indiqué au n° #, tout en four- 
nissant l'équation de condition sous une forme illisible, pour ainsi 
dire, la donne cependantdégagée de tout facteur. C’est ce qu'avant 
tout nous allons reconnaître. 
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Pren: ® 1 de dépar l’é 1 
-renant, pour point de départ, l'équation 
FER GPA À PsŸ EE PIS =,0; 


posant 3 —y7?, diflérentiant successivement et abrégeant l'écriture 
par l'emploi des trois combinaisons 


ZL=2+6p:3 + {p35 +2p,s, 
r "7! 
Zi =2Z + ApP:s, 


on trouve les équalions ci-après : 
5 = ÿ?, 

RUE 

Rob Te SA 

(a) 2"=2yy" +6y'y", 

(b) Z =8y'y"+6y"?+12m7y2, 

(ce) ZL1=207"y"—2{p27 y" + 4(5p5—8p3)}"?, 
Li= 20ÿ"2—196p:7"*—1{4ps3y "+ 4(3p3— 8p3 + 5pa+ 9p3)J?. 


En différentiant cette dernière, chassant 7" par moyen de 
En différentiant cette d #G t y'* par le moyen d 
mr . z ; Var Pat 1 , # 
l'équation proposée, et y 7”, y'y”, yy” par le moyen des équa 
uons (a), (b),(c), on obtient une nouvelle combinaison linéaire de = 
et de ses dérivées jusqu'au septième ordre, Z;,, dont l’expression a la 
forme 
RSS AE VAS Gene Ce 

Dilférentiant deux fois en se servant encore des équations (a), 
(b), (c), on obtient deux équations analogues 


PEER VIEN * 1 
Li = ur"? + By y + yny?, 
r L5a RTE l 
L:3= 437" + By y" + sy. 


Ici, Z, et Z; sont linéaires par rapport à 3 et ses dérivées jusqu'aux 
ordres 8 et 9 respectivement. 
Pour que 3 satisfasse à une équation linéaire du neuvième ordre 


seulement, la condition est manifestement 
/ (238:Y3) = 0. 
Telle est la relation cherchée, dont le calcul serait encore assez 


pénible. Mais le poids du premier membre est mis en évidence. En 
effet, chaque 5 a son poids supérieur d’une unité à la quantité # de 
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même indice, et chaque + de deux unités. En outre, les indices des 4 
sont égaux à leurs poids. Le déterminant est ainsi du poids 15. Le 
premier membre de l'équation (XV) est du poids 24; la différence 
est précisément égale au poids du facteur V?, dont je vais prouver 
l’existence dans (XV). Ainsi l'équation actuelle est dégagée de ce 
facteur. 

On observera, en outre, que les conditions pour l'existence d’une 
équation du huitième ordre en 3 sont 


X3 »: 3 13. 


J " 
e27 en Ce 


Par conséquent, le système M = 0, N — 0 doit concorder avec cet 


S\ 

autre : (438) = 0, (43y,)—=0. M et N ont les poids 8 et 12, tandis 
que (4:6,) et (37y,) ont les poids 8 et 9. 11 y a donc une combinaison 
des équations M — 0, N = o qui, contenant le facteur V, se réduit au 


poids 9. Cette circonstance, mise en évidence, facilite le calcul. 


31. En ordonnant suivant les puissances croissantes de V, on 
reconnaît que la combinaison 6N + (V'/—35S;)M fournit un poly- 
nome divisible par V. Introduisant cette combinaison, je pose 


6GN+(V'—:S,)M=R. 


Pour condenser les formules, j'emploie les lettres minuscules et 
’écris simplement s, au lieu de s;. J’obtiens de la sorte : 








I 1 fe” D 6 
M—=——(p — —4s)+ =(—- —=s)p— — p,v? 
18 (° AS L92 : (= ss) DR re 
(XVI) RE = à ac FREE 
13250 FA x 
1:19 ; EAU 3 
2 US MST NES ES RS es RATES ER 
Dee 35 (4 + ( )|e Dre 3v 


il est à remarquer que, d’après la formule (X), R est le numérateur 
de À; etl'on a | 
SIOR 

UT 


ê 
. . de vM”- 
de À, dans la première relation (VIII). Cette opérauon a exigé la 


L’équation (XV) a été obtenue en mettant l'expression au lieu 


DER ; NA NRLE 
muluplication par V?. En mettant, pour À, l'expression réduite “’ 
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on n'aura à multiplier que par le seul facteur V, provenant de ce 
que À et B contiennent ce facteur en dénominateur, Donc, déjà, le 
premier membre de (XV ) contient un facteur V. 

En second lieu, cette multiplication par V est superflue; eflecti- 


> Per ? A L] . R DAS . 
vement, l'équation où l’on substitue meAsst la suivante : 
\— + AX+B—o. 


La substitution donne 
(XVI) M(R'Æ AR + BM)— R(M'+ R) = 0. 
D'ailleurs, les expressions de À et B sont les suivantes : 


| VA = 2 (#— 45), 
(XVII) à 
VB — À (5s — ," = par. 


9.7 





En les comparant au premier terme de chacune des expressions (XVI), 
on voit que, dans V(AR + BM), le terme indépendant de 6 disparaît. 
: Donc la multiplication par V est superilue, et l'équation (XV) con- 
lient un second facteur V. | 

Enfin, le résultat de la substitution contient lui-même le facteur +. 
Effectivement, en ne prenant que le premier terme, on trouve 


RAR BM = (#55) (H0— 751) +... 
— (MR) = DE (os) (ot 7°) + 


De là résulte, d’après (XVI), que le premier terme disparait dans la 
combinaison (XVII). 

Il est donc établi que le premier membre de léquation (XV) con- 
uent le facteur V®. D'ailleurs, 1l n’y a pas à chercher d’autre facteur 
étranger : en effet, le coefficient de PÔ est réduit maintenant à M, 
dans l'équation débarrassée du facteur V3. Ce coefficient est indé- 
composable et ne peut disparaître. 


32. Nous avons été conduits à cette théorie des équations ré- 
ductibles au type (24) par l'exemple (3), rencontré au n° 6 de ce 
mémoire. Ainsi, dans la catégorie générale comprenant les équa- 
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tions (à variable indépendante uw) 

(25) J“+ap(u)y"+bp(u)y +[cp(u)+d]y=eo, 
figure, en premier lieu, Le type 

(26) JY—2ep(u)y"—3ep'(u)y' +[d—ep'(u)|y = 0, 


comme étant explicitement sous la forme (24). 

Je vais chercher, dans la catégorie (25), les équations qui, sans 
être du type (26), sont réductibles à la forme (24). En d’autres 
termes, Le type (26) exclu, je vais chercher, parmi les équations (25), . 
celles dont les intégrales sont liées par une relation quadratique. 

Au heu d'introduire explicitement les coefficients de (25), Je 
prends pour inconnues des cocflicients qui en dépendent, et je pose 
P2—= 934 p(u), Pi T0 peur S: = Cp'(u) + da. 

D’après les expressions (5) et (15) de + et de s;, ces données 
entraînent, pour l'équation (25), les coefficients suivants : 


A5 bad: b—5.6(73a— 20), 
œi 
/ 


Hd à ea 
“ra | c=7(ic 63e eat), d=3.7(2d+ Ta) 2. 
D 


33. Dans les formules qui vont suivre, j'écrirai simplement p, 
D at HeLé D {TEE DANS ER 


Au moyen des relations 
La) pa 12p0 pY=12(p2+ pp"), 
on tire facilement des formules (XVI) les résultats suivants : 


M = (ap°+ 882) (41p"+ 192) + ipp?, 


—R=zs(2p"+$Rsi)p+vp? 


Les coefficients &, $, ... sont ainsi déterminés : 











tn a He, Den on, Dee Me Ut 
1) ) 3 Ha : 
y = [Tuta+ib)+e-2, 
Me î 
; 
ns Gab ). 
7 > 
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La forme ci-dessus des expressions de M et R pouvait être prévue 
par raison d’homogénéité. En considérant p,p', p”, ... comme des 
poids 2, 3, {4 et 22, 2, comme des poids 4, 6, on devait trouver 
pour M et R des quantités homogènes, ayant les poids 8 et 9. Chaque 
quantité de poids impair doit contenir le facteur p'; el c'est ce qui a 
lieu pour R. 

Sans effectuer les calculs, nous allons prévoir la forme des quan- 
tés qu'il reste à considérer. 

La combinaison M(R'-- AR + BM)—R(M'-LR) doit contenir le 
facteur », par suite Le facteur p'. Comme R contient ce facteur, il 
s ensuit que R°'+ AR + BM le contient aussi. Le quotient 


’ + R'+ AR + BM) 
est du poids 5, par suite contient encore le facteur p'. On a donc 


De Re AR + BM) = 2p'+ Bag. 


On aura aussi 


Fa (M + R} = (23p°+ Bs:82)P + Y3P?. 


1 


Avec ces diverses expressions, on a, pour l'équation de condition : 


(28) (ap'+ 82) [Ca p'+ Brg2) (ap + Bag2) +7 p(a3p" + Psg2)] 
+ [iGep+ Bag) + Yep + age) + Tys(ap + Pg2)]pp? 


HYrp = 0. 


9 


À propos des coefficients que je n’ai pas calculés jusqu'à présent, je 


. . ° [ 5 
ferai une simple observation : dans — Here le terme en p? 
. L 
provient de deux sources : 1° du terme analogue dans — =; 2° du 


{ 


dernier terme de M ditfférentié. Par conséquent, on à : 


(29) Y Yi Vs = 0. 


L'’équatuion (28) doit avoir lieu identiquement. Je l'ai partagée en 


trois lignes. Si les modules et 3 sont tous deux différents de zéro, 


; 
5.2 
ce que Je suppose, chacune des trois lignes doit être nulle séparé- 
ment, comme on le voit sans peine. Donc, l’un des coeflicients y, y; 


doit être nul. Donc, deux catégories de solutions à rechercher. 





34. L'hypothèse Y — 0 conduit à deux solutions dans lesquelles 
R est identiquement zéro. L’une d'elles s’obtient par les seules sup- 


ŒUVRES D'HALPHEN, TOME II, 82 


498 OEUVRES DE G.-H. HALPHEN. 

positions Y — 0, 7 = 0. En eflet, d’après (XVIIL), on a : < 
a 2(2p +8 S) AT 

3 RES ON Et a pires 

(30) A Ps ’ ? D 


es quantités étant nulles, lPéquation de condition ( X es 
Les quantités B, R étant nulles, P tion d dit X VIT) est 
satisfaite d’elle-même. 

Cette solution, qui laisse subsister deux arbitraires, nous conduit à 

équation (26), déjà connue, comme cela était évident. En effet, la 
l’équat 6), dé] la était évident. En effet, | 
circonstance R — 0, non accompagnée de M — 0, montre que À est 
nul, et que, par conséquent, aucune transformation n’est nécessaire 


pour mettre l'équation sous la forme cherchée (24). 
En fait, les équations + — 0, : — o donnent 





1 


7 a(i+ 634) 
Dies £a, Ce 50 
4 À 
et, par suite, les formules (27) entrainent, en posant 3.5.5a ——e, 
a — —2e€, b——3e, C=—e: 


comme il le fallait vérifier. 
39. La seconde solution est fournie par les hypothèses 
HO. DO, M0; 


_ En ce cas, R et M sont tous deux nuls, et, par suite, N est nul 
aussi. Comme je l’ai observé déjà (n° 28), c’est le cas où la courbe 
attachée à l’équation est l'intersection complète de deux surfaces du 
second degré. Tous les coefficients sont ici déterminés : 





4 — — 1 b=— =, CAE SR d =.0. 
Les équations (25) conduisent ainsi à l'équation 
: De AOLETO: MO SE ch s Ee R 
CORTE UPS TR) ES Pa EN IE 0; 


A cette équation est attachée la courbe biquadratique (1). 
Je vais achever l’application des calculs à cette équation (51). On 


(') Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires, p. 109 
et 137. [ Œuvres d’Halphen, t. I, p. 96 et :21.] 
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a déjà observé (n° 28) que l’inconnue }, en ce cas spécial, reste indé- 
terminée. Elle est fournie par la seule équation 


NN RARE TS 
qui devient : 


. . “ 9 « \ a CV r S 
si l’on fait k=— —: Or, d’après (50), cette dernière équation 
. \ 5 
devient : 


D: 


d 
p'==-p(u)p, 
4 


dont nous avons déjà employé l'intégrale générale au n° 13. C’est 


1.9 


RE LS Tan 
au He 


La méthode générale consiste à trouver c?ut par lPéquation (VIF); 
mais, pour simphifierle calcul, on observe qu'ayant 


on a à un coefficient numérique près; c’est l'inverse de 9. L’équa- 
tion (VIT) sert à déterminer ce coefficient comme il suit. 
Si l’on donne à & une valeur qui rende x infini, la partie principale 
€ Y x A % 2 5 2 = . né 
de cut, d’après (VIT), est la même que celle de { — = |: AT. Ainsi 
LR : 10 2 


a 


4 
\ 





Cu? devient infini comme . À cet infini correspond un Zéro de 0 


“ 
ou un infini, et le résidu Æ1 pour À. Donc ue a le résidu Æ 1. 
D'après cette observation, on pourra mettre cu? sous la forme sui- 
vante, où (p désigne un argument arbitraire : 
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Ecrivons l'expression de gun? sous une autre forme, en remplaçant 
Le / 


{4 


plu) par à £. Il vient ainsi 


LR (8 EUROS Spe 
Lu? = — — )—— | = >)". 
ASP EST p| 8 


Nous avons, en conséquence, pour l'équation du second ordre 


cherchée : 





(52) 


formule où } a la valeur suivante : 


(33) Re Te en SAR nee une 


30. Pour intégrer l'équation (32), changeons les variables. Pre- 


à * ; I ce * ; 
nons pour variable indépendante —-u; en même temps, introdui- 
2 


4 (© s 
sons — au lieu de 4: 
3} 


U —= 27, PGA 
Soient aussi : 
E2 p'(x) 
"7 [pape 
RARE 
NE 
sh 
BA == WE 


et prenons € pour nouvelle inconnue. La transformée est l'équation 
suivante : 








dt >| I d?w 2 


LS à RS 


uw) p'(B))] æ 


| ©: 


Le coefficient de £, étant développé, devient 


SA CD CH ONPIG ER ONNIe 
SPP pt) pt) (par | 404? 


Ainsi la transformée n’est autre que 


* 


Par ET. 
x AE Sy 
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c'est-à-dire, sauf le changement de & en & Æ 6, la même équation que 


nous avons déjà rencontrée deux fois. Son intégrale est : 





à 
! u F 
PAS lai, 
3 = ———— ——  |a+bp = # alé 

u\ DNS AUTANT 2 

PGO) re) 
2 O2. 4 

Prenant deux valeurs de 3 qui répondent à des signes opposés de w, 


_3 
les multipliant entre elles et par le facteur à *, on a l’intégrale y de 


l'équation (31) sous la forme : 


71 à 2) (+) 
RTS TA CEE J hs en 2 
se a u—w\ ,fu+w 
bre re) 


c Â 


4 
X ja bp(Et) +ep( +) +dp( +) (=) |: 
4 q 4 ‘+ f 


Le second facteur est susceptible d’une transformation remarquable 


qui laisse apercevoir sa nature rationnelle; on a, en effet : 


a BAT 

Re  Urtt) | 
a — 1" {4 À 2 
de or) 


L'expression de y peut donc s’écrire : 


TOO 
AE TUE q 
= [a+ bp(iEE) ep) af) ST. 


K|= 








Ç L 
Ü 


Cette formule, où æ est arbitraire, ne gagne pas en généralité à te 
qu’on Y laisse cette arbitraire subsister. Un facile examen permel de 
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la réduire à la forme suivante : 


Telle est la solution de l'équation (31). à 
L'arbitraire æ correspond à chacune des surfaces du second degré 

passant par la courbe biquadratique. Quatre de ces surfaces se 

réduisent à des cônes. On retrouve cette circonstance dans l’équa- 


Fr 


uon (32), qui cesse d’être ambiguë quand æ est une période. 


31. Toute équation, pour laquelle les invariants M et N sont nuls. 
est une transformée de (31). Pour avoir la solution d'une telle équa- 
tion, il n'y a donc qu à trouver les variables w et y en fonction de X 
et Ÿ. On y arrive aisément par le calcul des invariants absolus 
dans (31). | 


D'après les valeurs de b. C (n° 39), On a, pour l'équation (219 


Il en résulte : | à 


’ 4 1 J " LA & 
= ges À vs) = EL p(u) — plu) po] 


On a d’ailleurs (IX) : 


on en peut urer f;, et en conclure : 


‘ 


En considérant les deux invariants absolus suivants, 9, Q, : 


? 


180*S; CPE 


(35) 4 N 


on trouve ainsi : 1 
0 pu} . FF pPCu)p'(u), 
£2 PC) 











Rabat, ‘lé 
' 


Re" PE 
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Il en résulte les formules suivantes : 





« 1 |? 
: o|(6—4e)0+a—*] 
LR À 
2 EN ? 
(36) 8 se 
; 53 Q; 
p(u)=—# 
(6 — 46 IN ORNRES 
2 


En conséquence : pour une équation dans laquelle les inva- 
riants (IX) M et N sont nuls, l’intégrale générale est une 
fonction algébrique des coefficients et sa représentation par les 
fonctions elliptiques s'obtient ainsi : 

Au moyen des invariants absolus (35) on calcule par les for- 
mules (36) le module et l'argument; et l’on a pour l'intégrale 
générale 





où y est donné par la formule (34). Dans cet énoncé, l'équation 
est supposée privée de son second terme. 


38. J'ai (n° 33) partagé les systèmes de constantes à, b, c, d qui 
rendent identique l'équation (28), en deux groupes : ceux qui font 
évanouir y, et ceux qui font évanouir y3. Dans le premier de ces 
groupes, nous venons d'étudier deux cas. Une discussion facile fait 
reconnaitre que ce groupe ne contient aucun autre système favo- 
rable. J'omets ici cette discussion, pour abréger, à cause de son 





résultat négatif; j’examine maintenant l'hypothèse y; — 0. 





L'égalité (29) donne ici ÿ ——7,. Donc l’évanouissement des 
termes composant la seconde ligne de (28) exige les conditions 


(7) A2 — 43, 


Les conditions sont donc, outre (35), les suivantes : 


(38) + Y1= 0, Gay —— 7, map. 





+ 


# 


LE 
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Mais Je vais montrer que les conditions (37) sont comprises dans les 
relations (38). À cet effet, je forme, pour ce cas, l’équation (28) par 


un calcul direct, en substituant À dans la relation 


\ 
DAS; Cr Ai+B 40; 


\, un 


D’après (38), les valeurs de M et R (n° 33) donnent, pour 


expression très simplifiée : 


En tenant compte des expressions (30) de A et B, on a ainsi : 
\— 2 Aù+B = 7 lp a(ap"+ Bas) + 4x pt] 
À cause de (38), la parenthèse peut s’écrire 


bp'—2(ap"+ ge) + A(ap'+ Big), 


et se réduit à zéro, d’après les valeurs de «, «,, 6, 8, (n° 33).Ilest 
donc établi que les trois conditions (38) suffisent. Elles laissent sub- 
sister une arbitraire D, et donnent 


, 
a = + {b4 
21 


En employant les formules (25), et désignant 5d + 1 par 


I Die 2b(b +5) 

=): c— —-(3— 106), RC Cet 2 

> 7 7 

n(n +1) 
> ? 

on a, de la sorte, l'équation suivante : 


(39) 7"—4(n+n+3)plu)y —1on(n+1)p(u)y'+3g2Y = 0. 


Voici donc une nouvelle équation dont les intégrales sont liées 
par une relation quadratique. La constante n est arbitraire. 


39. En achevant les calculs, nous allons trouver les équations du 
second ordre auxquelles se ramène l'équation (39). 

La relation II (n° 26) nous donne ici: 
RUES 


gu=(n+2)(n—i1)p(u) — : Ne 





4 \ # x I % . 
D'après la valeur de À, à ne diffère de —— que par un coefficient 
; plu) 
constant. Nous déterminons ce coefficient au moyen de la rela- 
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tion (VIT), comme nous l'avons fait, dans un cas analogue, au n° 36, 
ct nous trouvons 





C 4 SE à 
4 


Nous parvenons ainsi à l'équation ambiguë : 


d?z en EAN DATA 3 
dus |, p(u) do Ce FRERE 8 #6 sel pu) 














Ici nous distinguerons les équations données par les deux signes. 
Pour le signe +, nous changerons de variable en posant 
As 
ASS D Le 
La transformée n’est autre que l'équation de Lamé : 


£ d''n qu É 
(40) sue n(n+i)p(u)n. 





Pour l’équation au signe —, en appelant 3, l’inconnue, nous ferons 


e 


FRERES IR 
el voici la transformée : 





(41) PAU pue — nG +1) perçu) + Left 


On aura, d'autre part, 


hi 
2 


a ak 
J=b *2a=pQu) pu) n pOur = ni. 
Donc l’équation (39) a pour intégrales les produits des inté- 


grales des équations (A0) et (41) entre elles. 


40. Parmi les cas où l’on peut intégrer les équations (40) et (41), 
] ’en veux d’ abord signaler à part le plus intéressant, qui présente un 


caractère singulier. C’est celui où l’on suppose nr = =. L’'équation (40), 


nous l’avons déjà dit, a l'intégrale générale 
! —1 ue 
n=p(u) *|a+bp US 
\ 


Quant à l’équation (41), son intégrale, que nous vérifierons plus 
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loin (n° 48), est 


RTL HN BEN HAE RS AE 
er () ep) () cal+er()eze]t 


Multipliant entre elles les intégrales n, £ correspondant à 


AT, Do: Ares bi 0 
puis celles qui correspondent à 
A t0. Db——71: A0 Di ts 


et ajoutant les deux produits, nous formons l’intégrale particulière 


de (39) 


qui suffit seule à trouver toutes les autres. En effet, la double pério- 

dicité des coefficients, dans l’équation (59), montre que, en ajoutant 

des périodes à une intégrale, on reproduit encore une intégrale. 
L'homogénéité de l’équation (39) permet, par le changement de w 





en cu, de supposer 
Tan) 1 + À? I 
LE . 
PA 3 — sn? 


L’addition des périodes, dans l’intégrale ci-dessus, dônne alors l’in- 


I 
OT por ! ES » 1 
tégrale générale de (59), pour n = =; sous la forme (!) 


u u u 

AL Bons =" (one) in 

2 2 2 

RE ——————————————— 


u 


9 


LL u 
sn? — cn? — dn? — 
2 2 


1 


Les intégrales sont proportionnelles à quatre polynomes du qua- 


PA LA \ . U . . 
trième degré par rapport à la variable p(=) * Ainsi, {a courbe atta- 
2 


() L'équation (39) est un cas particulier d’une équation intégrée dans mon 
mémoire Sur la réduction des équations différentielles (p. 234 et suiv.). Malheu- 
reusement, une faute, dans le calcul des coefficients de cette équation (en haut de la 
page 274), faute qu’il est aisé de corriger, masque la coïncidence de l’équation (39) 
avec celle qui se rencontre dans le mémoire cité. | Œuvres d’Halphen, t. II, p.240, 
où la correction indiquée ci-dessus par Halphen a été faite.] C’est pour &« = 4 que 
l'équation (A) de la page 240 coïncide avec l’équation (39) de la page 504, où l'on 


I » 7e 
suppose ? — —. Note des éditeurs. 
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r “ L4 ® I . 
chée à l'équation (3 DOUT R = — , rbe sauche unicur- 
à l'équation (39), pou > est la cou be gauche unicu 


sale du quatrième degré. Cette courbe est, on le sait, l’intersection 
d'une surface du second degré et d’une surface du troisième degré, 
qui ont en commun deux droites ne se rencontrant pas. La dernière 


é RASE | “> u 
forme de l'intégrale, si l’on fait sn? — = t, donne 





Ps en SA Van CE on 
I L Qu— 0) (1 Aé)t 


et met en évidence les quatre plans osculateurs stationnaires. 


A1. Voici maintenant, sur la même équation, une dernière 


: Ï Te 
remarque. En faisant nr — -, nous voyons qu'elle S'ÉCTIL : 
5 


= 


= puy + Dee == Où 





LATINE) 79 52 
$ “ : A 4 
C’est un cas del équation 
RE GA 0, 


envisagée au n° 25, adjointe de l'équation type (24). Ainsi l’équation 
actuelle est l’adjointe de l'équation (24), où l’on prend 


5 
DE 7 PCu); CHEO Le: 
l 











2 


PRESS | peu) 2e \ IE d"— LS peu) + EE, 
2, “ . 4 ns 


L7 


et nous aurons 
pr ! r. 4 
LES (ie Ve eEe Vo à 


‘À 


Déjà, au n° 22, nous avons indiqué les intégrales © et 4. En les 
employant, nous retrouverons l'intégrale y. C’est un calcul facile 
sur lequel je ne veux pas insister. On remarquera cette conséquence 
géométrique : la développable, dont l’arête de rebroussement 
est la courbe unicursale du quatrième degré, est circonscrite 
à une surface du second degré. On n'aurait qu’à achever le calcul 
précédent pour trouver l'équation de cette seconde surface, différente, 
bien entendu, de celle sur laquelle se trouve la courbe elle-même. 


508 ŒUVRES DE G.-H. HALPHEN. 


42. Voici un second cas de l’équation (39) qui mérite une men- 
tion spéciale; c’est le cas na = 1. L’équation est alors 


9 


YY— 90 plu)y"—20p(u)y 3277 —0. 


L'invariant 6 est nul. Par conséquent, c’est une transformée d'équa- 
tion à coefficients constants. 

Effectivement, les formules du n° 39 donnent ici, en supposant 
€ —1, Ce qui est permis : 








5 £a x ST 
RTS pè(u)’ F2 4 
5 
=— à: 
En employant la variable z, qui attribue aux équations du second 
ordre la forme primitive, on a : 





dx — VIgs ; d? 3 FA lus 5 —- . es 
ALIEN DD) dx? SE ME 


’, 
Ainsi, en posant 


ie iVzgs [ du 
A — —— — : ’ 
V3 2 p(u) 


on a, pour l'équation au signe +, les intégrales e**; et, pour léqua- 








9 


tion au signe —, les intégrales e7?%. 
Par suite, les intégrales y sont 


LA 


Vi DCU)(A ERP) EE CEE 


proporlionnelles, comme on voit, à quatre puissances conséeulives 
d’une même quantité e?*, L’équation est donc un cas particulier de 
l'équation (13). Effectivement, c’est un cas de l'exemple cité au n° 13. 
La quadrature, par laquelle s’obtient 4, peut être effectuée comme 
il suit. 
En employant les notations usuelles 


d?2 





p(u)=— tu) =— 


= Jog-oQu), 


du 
on a la formule fondamentale 


1 pu) — p'(w) 


= 7e D re ee re 4 ; 
2 p(u)— p(w) (uw) ECu)= ECM). 
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Supposant p(#w)=— 0,ec qui entraîne p(v)=+iV gs, on en déduit 








. Pret 
V2. du eruEw) Su + w) 
sn 54 De ne ee 
2 p(u) ET : 
pCu}-oitu) 


Les deux signes de à correspondent aux deux signes de 4. On déduit 
de là une nouvelle forme des intégrales 3, et, d’après les notations du 
pau 


1 — , 
(42) " LP A NU dia) 


su) Fr 


pour intégrale de l’équation (40), savoir 





On retrouve bien ainsi l'intégrale de ce cas particulier de l'équation 
de Lamé sous la forme habituelle d’une fonction doublement pério- 
dique de seconde espèce, forme adoptée par M. Hermite. 

L’éauation (41), pour ce cas a —7r, est en même temps intégrée. 


Ainsi l'équation 
5 


dt df I 
U D 2 Crt ons NÉ 
plu) pu) = En (u) + ef 


a les deux intégrales 7? obtenues en mettant, dans (42), l’une où 


l’autre racine de p(w) = 0. 


43. Mentionnons encore, pour l’équation (39), le cas » — 0, dans 
lequel l'équation (41) présente une circonstance curieuse. C’est 
27 
LE 


plu) © VE 


du? 





En différentiant aux deux membres, on obtient, par disparition du 


facteur p(u), le résultat suivant : 





dt 4 
= 0) U)—— ° 
dus P ) u 


La dérivée de € est ainsi l'intégrale d'une équation de Lamé. L'inté- 
srale de cette équation se présentant d'elle-même sous la forme d’une 
dérivée, on a immédiatement © :: 


SÉLERE E0" ne + im [a 
RAR ALL 2 Diwy 01° 1 
T(u) 


= 


1 
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On 


l'argument æ étant l’une ou Flautre racine de p(w)=— % Er 


© 
Cn 
© 

o 


L 


Soient €, et C2 les deux fonctions comprises dans cette formule, on à, 
pour l’équation 


FN — 12 p(u)Y"+3S2Y 


0, 
les intégrales C,, Ge, ur, UC. 


44. L'équation (40) est intégrable quand 7 est un nombre entier, 
l'en est tout autant de l’équation (41). Effectivement, ses points sin- 
guhers s’obliennent quand w est une période, ou bien une racine 
de p(u). Les racines de p(u) ne fournissent pas de point singulier 
pour l’équation (40), ni pour l’équation (39); comme on a d’ailleurs 
y =, il en résulte que © reste uniforme aux environs d’une telle 
racine. D'autre part, quand &w est une période, l'équation caractéris- 
tique de (41) a les racines n et — (n +1), dont la différence est 1m- 


9 


2 
paire. Comme les coefficients de ns et de © sont des fonctions paires 


, dt à : : RE c , 
et celui de .. une fonction impaire, la différence impaire des deux 


racines n'entraine aucune condition subsidiaire pour l’existence d’in- 
tégrales appartenant à des exposants égaux à ces racines. Donc Îles 
intégrales de l’équation (41) sont des fonctions uniformes de la 
variable w, et l’on pourra, pour chaque valeur entière de n, les 
trouver par une méthode analogue à celle de léquation de Lamé. 

En conséquence, l'équation (39), que je transcris 11, 


PY— (n+n+3)p(u)y"—1on(n +1) p(u)y'-+382Y =0, 


a son intégrale uniforme, partant est intégrable, quand n est un 
nombre entier. 

Ce résultat mérite d’être remarqué, pour la raison suivante. Au 
point singulier, l'équation caractéristique a les racines 0, G et 
(22 +1). Les différences paires, d’après la forme de l'équation. 
n'impliquent des intégrales appartenant à des. exposants Égaux aux 
racines que sous le bénéfice d’une condition subsidiaire. Or on n'a 
‘aucun moyen direct, ce me semble, de vérifier cette condition à 


l'égard des deux dernières racines, dont la différence est 4 nr +- 2, 





(*) Mémoire sur la réduction des équations différentielles, p. 99. [| Œuvres 
d’Halphen, t. II, p. S8:] 
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ne | D , , et ’ 1 CR 
tandis que, par l'analyse précédente, on est assuré de lexistence de 
ces intégrales. 


49. J'ai terminé l’examen des applications que j'avais en vue de 
traiter 1Cc1; 1l ne me reste, pour finir ce mémoire, qu’à expliquer 
comment s'intègrent deux équations du deuxième ordre, rencontrées 
dans le cours de ce travail et dont j'ai supposé connues les intégrales, 

L’équation de Lamé 


d? 3 
(43) —— ={[n(n+i)p(u)+a]z 
du? 
s'intègre par les fonctions elliptiques de seconde espèce dans le cas 
où À» est un nombre entier, quelle que soit d’ailleurs l'arbitraire %. 
Elle a donné lieu, pour ce cas, à des études dues à M. Hermite, Mais 
» P 5) ) 
en outre, elle est intégrable aussi quand x est la moitié d’un nombre 
entier, pourvu que la constante & soit convenablement choisie. Dans 


un tel cas, l’intégrale est, en quelque sorte, plus simple qu’au cas 
ne: j NUE | : 
précédent : c’est, au facteur p ) près, un polynome entier de la 


à u : Ë ' : 
variable p(£): Ce polynome contient une constante arbitraire, et 


+ 


son degré est égal à 27. 
Deux cas de cette proposilion ont été utilisés dans le mémoire 


I 3 CE LUREN OR 
actuel; ce sont les cas n — Setn =>: Je vais établir 1c1, à nouveau, 


ce résultat qui se trouve d’ailleurs prouvé différemment dans mon 


mémoire Sur la réduction des équations différentielles ("). 


46. Soient : m un nombre entier; &, bd, c des constantes données, 
et À, B, CG, P quatre polynomes inconnus, tous quatre du degré 
m — 1 par rapport à une variable +. Pour fixer les idées, nous suppo- 
serons, dans chacun des polynomes, le coefficient unité pour le terme 
en æ”7!., On peut généralement trouver ces quatre polynomes de 
telle sorte que P, (æ— a)"A, (x —b)"B, (x —c)"C, soient liés 
par deux relations linéaires homogènes. 

Effectivement, c’est là un problème déterminé, les quatre polÿ- 
nomes et les quatre constantes des deux relations linéaires four- 





(1) [Œuvres d’Halphen, L. IX, p. 93]. 
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nissant 4m inconnues, tandis que les deux relations linéaires four- 
nissent 4/7 équations. 

Étant liés par deux relations linéaires, les quatre polynomes P, 
(æ— a)"A, (x—b)}"B, (x — c)*C, sont les intégrales d’une équa- 
ion différentielle linéaire du second ordre. Soient #, $ deux quel- 


conques de ces polynomes; l'équation a la forme 
(2897"—(a8")y + (x $)y = 0. 


En prenant pour 4 le polynome P, on voit que les degrés des coeffi- 
cients sont, dans leur ordre respectif, 3m —3, 3m — 1, 3m—5. 
Si B est le polynome (x — a)"A, la racine a est muluple, dans ces 
polynomes, aux ordres respectifs (m1 —1),(m—2),(m—2). Comme 
on peut prendre, au lieu de (x —a)"A, chacun des deux autres 
polynomes analogues, la même conclusion subsiste pour & et c. Soit 


donc 
f(æ)=(e— a)(æ—6)(æ—c); 


les trois coefficients contiennent respectivement le facteur f(æ) avec 
les exposants (m —1), (m— 2), (m—2). Le facteur commun sup- 
primé, on voit que le premier coefficient est f(x). Le second coeffi- 
cient, avant la suppression du: facteur, était la dérivée du premier, 
changée de signe; 1l se réduit donc maintenant à — (m—1)f'(x). 
Le dernier coellicient est du premier degré, et peut s’écrire, on le voit 
(2m —1)(m—1) 
6 

valeur n’est pas immédiatement connue. Ainsi : 

f(x) étant un polynome du troisième degré, on peut choisir la 


constante 6 de telle manière que l'équation 


aisément, J'(x) + 8, où 8 est une constante dont la 


(2m —1)(m — 


CE) Cp m0 Co)y + re) + 6] 7 = 0 


ait pour intégrale générale un polynome entier. 

Cette intégrale est du degré (2m — 1); un de ses cas particuliers 
se réduit au degré (m — 1). Gette intégrale particulière peut servir à 
déterminer &. 

Effectivement, l'équation différentielle fournit une relation récur- 
rente, à quatre termes, entre les coefficients de l'intégrale. En for- 
mant cette relation, on trouvera aisément que l'existence d’une 


solution, du degré (m —1), conduit à une équation de condition. 
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_ Gette équation est, par rapport à l’inconnue £, du degré m. Ainsi la 
constante 8 est donnée par une équation du mie degré. 

On peut remarquer comment l'intervention de l’équation différen- 
elle vient éclairer la solution du problème d’alsèbre, posé au début. 
Voici, en effet, la conclusion : les coefficients des polynomes in- 
connus À, B, G, P sont fonctions entières de la racine d’une 
équation de degré m. 


#7. L’équation de Lamé (43), où l’on suppose n égal à la moitié 
d’un nombre entier, se réduit à la forme (44), par un changement des 
variables. | 


Soient, dans l'équation (45), 


® 1 

I ce UN mr SE 

TORRES Que id SG — 1 — . 
sal), DH (ee 


Es + 


on trouvera, pour la transformée, 


CS MER CRE) (Aa? ga). 


+ 4[(èm—i1)(m—i)z—a]ly=o. 


C'est précisément la forme (44). Donc l’équation (43), où n est la 


. On 3 . : . [| . ! ut r 
moitié d’un nombre entier, sort (m — >}, a pour intégrale géncé- 


er 


; : FAUNE k se AT 
rale le produit de p (2) par un polynome entrer en p(2) » di 


degré (2m —1). Un cas particulier de ce polynome se réduit au 
degré(m—1). La constante à n'est pas arbitraire; c’est la racine 
d'une équation de degré m. | 

Pour m—1, il est manifeste que x doit être nulle. La transformée 
est y”— 0. Pour m— 2, le calcul est très simple, et mène au résultat 


2 fe 3 £a 
que nous avons appliqué au n°22; la constante & est © ES 





LITE n'y a 
pas lieu d'examiner ici d’autres cas. 
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48. J'ai utilisé (n° 40) l'intégrale de l'équation 
5 Ï 


c dé 


, d ; 3 I 
pu) Rp (u)Te — [2 pt(u) = Le] (@ 


LU 


On peut la vérifier facilement ainsi. Posant 


u UNSS 
PENSE C=yp 3 À 
on obtient la transformée 


Ù IN 
(a+ 822 + 2830 + T #) y" 
: j 


—a(2a+ Ler+e)r + (6e — Les)» — 0, 


dont l'intégrale générale est 


I 


Y =a(a+ et — gs) +b{a+ res) 


FINE 
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